
Echanges 

3, 4 ou 5 : partout! 
Henri CAMOUS 

La Garde-Freinet (83) 

Vous n'imaginez peut-être pas la présence des naturels 
3, 4 et 5, dans la mesure des côtés d'une multitude de 
triangles rectangles, et pas seulement du 3 -4-5. 
Cette particularité est ici mise en évidence, à partir 
d'une résolution particulière de la fameuse équation de 
Pythagore. 

L'équation de Pythagore 
Rappelons ce résultat dont on peut trouver la démonstration dans la solu

tion du problème 180 par P. SAMUEL (Bulletin n' 384, p. 358): 
Si x, y, z sont trois naturels premiers dans leur ensemble tels que 

x 2 + y2 = Z2, ils sont premiers entre eux deux à deux . l'un des nombres x et y 

est pair, l'autre est impair ainsi que l. 

Les solutions de ['équation de Pythagore x 2 + y2 = Z2., où x, y, Z sont des 
naturels premiers entre eux dans leur ensemble, avec x pair, sont fournies par 
les formules: 

x= 2mn 
y:;;:m 2 _n 2 

z=m 2 +n 2 

où m et n sont deux naturels premiers entre eux, de parités différentes et tels 
que m>n. 
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Exemple: (m,Il) = (7,2) x = 28, Y = 45, z = 53 

Résolution partielle 

x 2 + y 2 = 28 2 + 452 = 2 809 

Z2 = 53 2 = 2809 

Voici le tableau des solutions obtenues pour m;:;: 2, III = 3 " " , m = 9: 

fil 2 3 4 4 5 5 6 6 7 7 7 8 8 8 8 9 9 9 
Il 1 2 1 3 2 4 1 5 2 4 6 1 3 5 7 2 4 8 
x 4 12 8 24 20 40 12 60 28 56 84 16 48 80 112 36 72 144 

Y 3 5 15 7 21 9 35 11 45 33 13 63 55 39 15 77 65 17 

z 5 13 17 25 29 41 37 61 53 65 85 65 73 89 113 85 97 145 
Ce tableau fourmt les d,x-hUlt prenne" couples (m, n) et triplets (x, y, z) 

associés, et il débute par le 3-4-5 attendu, mais dans le «désordre}), 

Intervention des facteurs 3, 4, 5 
Commençons par remarquer que, vu les conclitions faites à x, y et z, si 

l'un des trois est multiple d'un entier supérieur à 1, aucun autre ne peut l'être. 
(Prop riété P ,) 

La relat ion x = 2nm avec m et n de parités différentes, implique que x est 
multiple de 4 (Propriété Pz). 

Pour ce qui es t d'une éventuelle relation avec le nombre 3, 
'" si m ou n sont multiples de 3, alors x l'est aussi, 
* si ni m ni n ne le sont, alors qu'on ait m == 1 [3] ou m =: -1 [31, on a toujours 

m2 = 1 [3]. De même pour 112 Ainsi, y = 0 (3) et Z = 2 [3]. Donc y est mul
tiple de 3, et pas z. On résumera complètement la situation dans la pro
priété : 

Ou.r ou y sont multiples de 3 mais pas z- (Propriété P3) 
Examinons enfin la relation avec le nombre 5 : 

* si m ou n sont multiples de 5, alors x l'es t aussi, 
* si aucun des deux ne l'est, alors que m soit congru à 1, -l , 2 ou - 2 modulo 

5, m 2 est congru soit à 1, soit à -l. De même pour n2. 

On résumera les diffé
rentes situations possibles 
dans le tableau ci- contre 
(écrit modulo 5) : 
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n- - "' 
-1 

1 

1 1 
y ~O y =2 

z=-2 z= o 
y ~- 2 y ~ o 

z=o z=2 
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On le traduira par la propriété; 
x, y ou z sool multiples de 5 (Propriété P.). 

On peul résumer les conclusions de celte discussion en disant : 

x est toujours multiple de 4, il peut, de surcroît être multiple de 3 ou 5. 

* Si x est multiple de 3 et 5 alors, ni y, ni z n'est multiple de 
3 ou 5. 

* Si x est multiple de 3 et non de 5 alors, soit y so it l est multiple 
de 5. 

* Si x est multiple de 5 et non de 3 

• Si x n'est multiple ni de 3, ni de 5 

alors y est multiple de 3 

alors 

soit y est multiple de 3 et 5 

soit y est multiple de 3 et z de 5 

En conclusion: 
Les propriétés (Pl), (Pz) et (Pl) prouvent que les trois célèbres naturels 3, 

4 et 5 sont des coefficients qui affectent nécessairement les composants de 
tout triplet (x; y, z) des équations pythagoriciennes retenues. 

ECOLENORMALESUPERŒURE 
SÉMINAIRE de PHILOSOPHIE et MATHÉMATIQUES 

1994 Année du Bicen tenaire de l'Ecole Normale Supérieure 

Les réunions ont lieu le lundi à 20h30 en salle de conférence, 46 rue d'Ulm 
Les conférences sont éditées par l'IREM de Paris-Nord. Envoi de la liste des 

conférences disponibles SUT demande à : 
[REM. CSP. Avenue J.-B. Clément, 93430 Villetaneuse Tél.(l) 49403640 

5 Décembre; M.FICHANT; Leibniz; la réforme de la dynamique. 
12 Décembre: M .-F. COSTE : La complexité du déménagement des pianos. 
19 Décembre : R. GUÉNERY: La formalisation mathématique en économie 

L6 Janvier : G. LOCHAK: Le centenaire du grand article de Pierre Curie sur 
la symétrie. 

23 Janvier: CI. COHEN·TANOUDJI : Observation de sauts quantiques sur 
un seul atome. 

30 Janvier: L.SINÈGRE: Aspects géométriques dans l'œuvre algébrique de 
HAMILTON 

6 Février: R.OMNÈS: Interprétation de la mécanique quantique et la logique 
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