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Echanges 
En réponse à l'Avis de Recherche n' 12 de M. BOU­
TEIUER (Brive) : KQui pourrait et voudrait bien 
expliquer, avec exemples, ce qu 'est Une catégorie 
opposée ou duale ?', Anne MICHEL-PAlUS 
(Paris) nous propose une explication très documen­
tée et extrêmement complète . 

CATEGORIES et TOPOS: 
des univers à explorer 

Anne MICHEL-PAJUS 

Saint Cyr l'Ecole 

Dans le Bulletin de décembre 1993, un lec teur lançai t un «Avis de 
recherche») sur les catégories. Ce n'est peut-être pas un hasard, on en repar­
le beaucoup ces temps-ci. Il y a une vingtaine d'années, comme en témoi­

gnent des articles de ce même Bulletin 1, la théorie des catégories était 
avant tout perçue comme un outil permettant de dégager un certain nombre 
de notions communes à toutes les structures usuelles (groupes, espaces vec­
toriels, etc.), et donc de préciser la notion même de structure. Pour Bernard 
Charles, par exemple, elle représentait ~< un couronnement tout naturel de 
l'axiomatisati on des mathématiques». Cependant, malgré le goOt prononcé 
pour le fonnalisme qui marquait cette époque. ou peut-être à cause des 
excès commis en son nom, l'utilité de ce niveau d'abstraction supplémen­
taire était très contesté, même panni les chercheurs. 

il me semble que dans l ' approche actuelle, l' intérêt du cadre catégo­
rique. par rappon au cadre ensemblis te. réside plutôt dans sa capacité à 
1 J.Fourastié. «Dans dix ans, la théorie des catégories remplace ra-t-eHe celle des 
ensembles?» - Bulletin 297, 1975 

B.Charles. ABouvier, J.Fourastié «Echanges: les catégories» .Buflerin302. 1976. 
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accepter et engendrer beaucoup plus d'objets. Par exemple, l'ensemble de 
tous les ensembles est exclu de la théorie des ensembles, mais une catégorie 
peut avoir comme collection d'objets celle de tous les ensembles (moyennant 
quelques précautions, quand même!). Une catégorie peut aussi recevoi r des 
ensembles "forcés" comme ceux utilisés par Paul Cohen dans la théorie du 
forcing, qui a permis d'établir, en 1963 l'indépendance de l'hypothèse du 
continu 2. Elle peut aussi rassembler des espèces d'ensembles "un peu mous" 
(qui n'ont rien à voir avec les ensembles flous), ce qui pennet, entre autres, 
de défirrir des logiques "à plusieurs niveaux". Ces logiq ues, où la propriété 
de vérité dépend du lieu où l'on se place, peuvent fournir des modèles dans 
des domaines aussi divers que la psychologie, l'intelligence artificjelle , ou le 
droit (avec la superposition des droits nationaux, européens. internationaux, 
etc.) 3 

Le volet géométrique est tout aussi intéressant, bien que plus diffic ile à 
saisir. Un topos peut être considéré comme un espace généralisé au sens de 

la topologie et de la géométrie algébrique (théorie des sites, des faisceaux) 4 

Pierre Cartier, lors des journées APMEP de 93 exprimait son bonheur 
devant le foisonnement d'objets qui ouvre à la recherche mathématique de 
nouvelles perspectives, en contraste avec la situation d'îl y a une vingtaine 
d'années où tout semblail se clore, s'achever. Par exemple. la classitïcation 
des groupes finis est terminée, mais o n s'aperçoit que la structure de groupe 
n' épuise pas l' idée de symétrie. En soulignant le rôle des schémas de pensée 
catégoriciens, il comparait les mathématiques actuelles à une mare boueuse, 
d'où l' on ressort un poisson doré chaque fois que l'on plonge sa ligne ... 

C'est ainsi qu 'en rentrant des journées de Poitiers, j'ai eu envie de donner 

2) Rappelons que Godel a montré en 1983 que l'hypothèse du contÎnu n'est pas 
contradictoire avec l'axiomatique Zennelo-Frankel de la théorie des ensembles. et 
que Cohen a montré qu'elle n'est pas une conséquence de ces axiomes. La démonstra­
tion par les topos n'est pas dûe à Cohen, mais à Lawvere et Tiemey. On la trouve au 
Chapitre VI de l'ouvrage cité en note 5. 

3) Voici ce qu'on peut lire dans Libération, le 28 octobre 1993 :«[Ia convention de 
Schengen] impose aux Etats signataires de s'al igner sur la décision du premier Etat 
auquel le demandeur d'asile s'est adressé ... Cependant une clause de cet accord laisse 
chaque Etat libre de se conduire autrement s'il le juge opportun pour des raisons de 
droit in/erne» (c'est mOÎ qui souligne). 

4) Les travaux de Grothendieck dans ce domaine en font le "père" de la théorie des 
topos. Uleur a donné ce nom qui signifie "lieu" en grec et s'écrit parfOiS "topai" 
quand on utili se le pluriel grec. L'utilisation en logique a été imaginée par Lawvere e[ 
Tiemey. Ces résultats ont émergé vers 1963. La notion de catégorie remonte à 1945, 
avec les travaux de Eilenberg et Mac Lane. 
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un aperçu intuitif, à ti tre culturel, de quelques concepts fondamentaux et de 
leurs applications possibles, pour ceux qui, comme moi, ignoraient cette 

théorie. ' 

Premières notions et exemples de base 

Un topos est une catégorie qui possède certaines j'propriétés univer­
selles". On en trouvera quelques-unes décrites ci-dessous. 
Par définition, une catégorie C est fonnée de deux collect'Îons : une collec­
tion d' objets et une collection de flèches (ou morphismes) qui relient cer­
tains o bjets. Sur ces collections sont définies 4 opéra tions vérifiant 4 
axiomes. 

Les opérations : 

La première e l la deuxième associent respectivement à chaque flèche f sa 
source do(!) et son but dl(!)' qui sont des objets de C (on écrit: f: C -> D 
pour indiquer que C = do(!) et D = dl(!). 

La troisième opération associe à chaque objet C de C une flèche le (ou 
ide) qui est la flèche ;<,entité de C. 

Enfin . la quatrième opération est la compositlCL qui associe à tout couple 
de flèches (f,g) vérifiant do(!) = dl (g) leur composée f og. 

Les axiomes : 
(i) pour tout objet C, doCle) = C = dl(l cl· 

(ii) pour tout couple de flèches (f,g) vér ifiant do(f) = dl(g), on a 

do(fog) = do(g) et dl(fog) = dl(!)· 
(iii) pour toute flèche f de source C et but D, IDo f = f et fo le = f. 

(iv) pour tOut triplet de flèches telles que les deux membres de l'expres­
sion en cause soient définis, on a (f 0 g) 0 h = f 0 (g 0 hl . 

Défillition : la flèche f : C -> D est appelée isomorphisme s'il existe une 
flèche g , D -> C tel que f 0 g = 1 D et g o f = 1 c. 

Pour une catégorie donnée, on définit la catégorie duaJe en retournant les 
flèches (en échangeant source et but). 

5) J'utili se essentiellement les notes prises aux cours donnés par René Guilart au 
Collège International de Philosophie en 92-93 et l'ouvrage de Saunders Mac Lane et 
leke Merdjik, Sheaves in Geomelry and LaBie, a first introduction to Topos Theory, 
Spnnger-Verlag,l992. 
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Eremp/es: 
TOUL ensemble muni d' un ordre partiel est une catégorie dont les objets 

sont les éléments, et les flèches les couples (p,q) : p .... q ssi p S q, munis de 
la loi de composition définie par (p,q) 0 (q,f) = (p,r). 

Moins évident: un groupe peut être considéré comme UDe catégorie à un 
seul objet et dont les flèches sont les éléments du groupe, munis comme loi 
de composition de la loi multiplicative du groupe. 

Les objets de la catégorie Ens sont les ensembles et ses flèches sOnt des 
applications munies de la composition usuelle . Si l 'on considère des 
ensembles munis d'une structure (groupes, anneaux, corps,., .), les flèches 
sont les morphismes (de groupes, d'anneaux, etc .. . ) 

Moins familier: une catégorie dont les objets ne son1 pas des ensembles, 
mais des "miroirs" , Les miroirs sont des collections d'éléments tous distincts 
sauf peut-être certains couples, dits en reflet. Plus mathématiquement, ce 
sont des couples (E,R), où E est un ensemble el R une involution sur E. Par 
cette involution, chaque élément de E est couplé avec un autre, éventuelle­
ment lui-même, appelé son reflel . Les flèches entre les deux miroirs (E,R) et 
(E' ,R') sont des applications de E dans E' compatibles avec le calcul des 
reflets. Ce qui se traduit, pour tout x élément de E, par R' [f(x)] = f(R[x]) . 

--0-0 0 

un miroir 

.................................. ___ ..... .,.c. •• _._. _ .... ..... • ..... 

0 
.. ···· ~ .. .. . . ..... m. .. • •• h.... ····0· ..... ~ "-

--- ---- - -- ---0. ........ '" :: - -- - - O ~ ............ .. . ... 
".. .... ..... . .... ". ................................. .. -.. ........ ..... ....................... ~ ............ . 

l'ensemble des flèches ell pol.lJiilÛ repri sente 
une flèche de la catégorie des miroirs 

On peut déployer sur les miroirs toules les slructures mathématiques. Une 
arithmétique, par exemple: On y distingue deux nombres correspondant à 2. 
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L'un, pour un couple de discernables, est désigné par 2, l'autre, pour la 
dyade d'éléments reflets l'un de l'autre , est désigné par D, li existe alors 
deux nombres correspondant à 3 : 1 + 2 et 1 + D, etc ... cette arithmétique est 
plus riche que l'arithmétique classique, dont elle redonne d'ailleurs les résul­
tats quand on remplace D par 2, 

Notion de foncteur 

Bien entendu, il existe des "relations" entre les catégories : on les appelle 
des foncteurs. Puisque les catégories sont définies par deux collections, un 
foncteur F de C dans D est défini par un couple d' applications, l'une entre 
les objets des deux catégories, et l'autre entre les flèches, tOut cela de façon à 
respecter source, but, identité et composition. C'est-à-dire: 
- Si f est une flèche A .... B de C , Fef) est une flèche FeA) .... FeB) dans 1), 

- Pour tout objet A de C, F(lA) = IFIA) 

- Pour tout couple de flèches composable ef,g), F(fo g) = F(f)oF(g), 
Prenons l' exemple des foncteurs de la catégorie des miroirs vers ce lle des 

enSembles: le foncte ur C dit "de coupure" associe au miroir (E, R) 
l'ensemble E de ses éléments et à une flèche de (E,R) dans (E',R') la même 
flèche de E dans E ', 

--- ··0'00 ·······0-0······ 

... "0"~""'" ... ,,-,00,--

• • • • • 
Le' foncteur C n'est évidemment pas injectif. L'image réciproque par C 

d'un ensemble E s'appelle sa fibre, 
Cet exemple montre un peu comment une calégorie permet de prendre en 

compte la différence entre distinct et discernable, au sein d'une structure 
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raisonnablement cohérente. Cette idée est développée dans l'exemple sui­
van t. 

La catégorie des eosembles empiriques 6 

Imaginons la situation suivante : j'observe les étoiles avec un instrument 
à réglage continu. Appelons X la collection des étoiles. Elle est assez mal 
déterminée : il y a celles que l'on ne voit pas, celles que l'on confond, et la 
liste d'étoiles dépend de l'instrument d ' observation, de l' état du ciel qui se 
modifie avec le temps, des conditions atmosphériques, etc ... Supposons que 
l'état de réglage de l'instrument soit caractérisé par la valeur d 'un paramètre 
m décrivant IR (on peut évidemment choisir plusieurs paramètres. l'état sera 

défini par un vecteur de !RJ). Nous pouvons rendre compte d 'une observation 
en remplissant un grand tableau carré, oD sont répertoriées en abscisse et 
ordonnée toutes les étoiles connues, et en indiquant dans la case correspon­
dant à un couple (x,x') d'étoiles l'ensemble V (x,x ') des valeurs du paramètre 
pour lesque11es on voit x et x' confondues. Sur la diagonale, V (x,x) est 
l'ensemble des valeurs de m pour lesquelles x est simplement vue. 

Pour des raisons de continuité, on peut penser que si m E V(x, x') et si m' 
est assez voisin de m, on continuera à confondre x et x' . Il est donc raison­
nable de prendre pour V (x,x ' ) un ouvert. Nous avons ains i une "matrice 
d ' observation" V, dont les coefficients sont des ouverts de IR. qui définit une 
application V de X x X dans Ouv(lR), l 'ensemb le des ouverts de IR Il est 
également raisonnable de poser en ax.iomes : 
la symétrie: \I(x,x') E XxX, V(x,x ') = V(x',x) 

la transitivité: \I(x,x',x") E XxXxX, V(x,x') n V(x ',x") c V(x,x")(encore 

que la transitivité trop répétée se discute , mais ne compliquons pas trop !). 
Les deux axiomes se traduisent immédiatement sur V. La symétrie cor­

respond à IV = V (IV représente la transposée de V). La transitivité équivaut 
à: \I(x,x') E XxX, V (x,x') = u (V(x,x") n V(x" ,x') ; x" E Xl qui rappelle le 
produit de matrices, si l'on remplace u par 1: et fi par x. Nous adopterons 
désormais cette notation. Les relations ci-dessus se traduisent alors par 
V 1 ;;;;: V. Tout cela conduit à la définition suivante: 

On appelle ensemble empirique tout ensemble (X,V), où V est une 
application V : X x X --> Ouv(lR) 

(x:x') f--> V(x,x ') 
symétrique et transitive au sens ci-dessus. 

6) Tout ce paragraphe est lI1splTé de l'article de Jean Bénabou . ~ Rapports entre le Flnl 

el le Continu», Le labyrinthe du Contimt,Salanskis el Sinaceur, Springer-Verlag, 
1992, p.178-] 89. On y lrouve d'autres développements de cetle théorie. 
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Une série d'observations conduit à une collection d'ensembles empi­
riques (X;. Vi) ' caractérisés par lelU" matrice d'observation Vi. POlU" faire de 

notre collection d'ensembles empiriques une catégorie. il faut définir des 
flèches entre les (X" V;). Une application quelconque f entre X, et X, ne 

conviendra pas toujours. Pour être cohérente avec les applications Vi> il est 

nécessaire et suffisant que V, (x" x',) c V,(f(x,),f(x't». Mais pour coller 

davantage à la situation de départ, il faut envisager la si tuation où [(X l) est 

confondue (et pas seulement égale) avec une étoile de X,. 

Soit F(x, .>' ,) = V ,(x,,f(x,)) = [III E lR tels que f(x,) est vue confondue avec x, 

dans X2}. Posons d'autres axiomes raisonnables : 

\t(x,.>',) E X, x X" F(x, .>',) est un ouvert (continuité) 

\t(x ,.>',) E X, x X" F(x"x,) n V ,(x, ,x' , ) c F(x,,x' t) (compatibilité avec V, ) 

\t(X"X,)E X,x X" V,(x', ,x,) n F(x"x,) cF(x'"x ,) (compatibilité avec V,) 

\t(x"x,) E X, x X" F(x"x,) n F(x ', ,x,) cV,(x, , x ',) (f est une fonction) 

\tx, EX, ' V, (x "Xt ) c u[ F(x"x,) : X,E X, ) (f eS! parlout définie sur 

XI : pour une valeur de ln où X est vue dans XI ' il doit exister au moins un x2 

dans X, confondu avec f(x,). 

Si l'on interprète F comme une matrice rectangulaire F. avec des élé­
ments de XI en abscisse et ceux de X2 en ordonnée en utilisant le "produit" 

de matrices défini ci-dessus, les quatre derniers ax iomes son t respectivement 
équivalents à : 

FV,=F 
Y,F=F 

(' F représente la transposée de F et J'inclusion signifie que 
chaque "coefficient" de la première matrice est inclus dans le 
coefficient correspondant de la deux.ième). 

Finalement, une flèche f de (X,,v,) dans (X"V,) est caractérisée par la 

donnée d ' une application F de X, x X, dans Ouv(lR), vérifIant les quatre for­

mules ci-dessus (plus généralement, les deux premières formules caractéri­
sent u~ e relation entre X, et X,), Soit j'(X"X,) l'ensemble des matrices F 

associées à ces applications. Il est faci le de vérifier que ces axiomes donnent 
la structure de cat.égorie à la collection des e nsembles empiriques. La com­

position des flèches correspond au "produit" des "matrices". 
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(i) I(X,V) correspond à l'application identique sur X, L'application F corres­
pondante est V (car V(x,x') E XxX, F(x,x') = V(x',j{x)) = V(x',x) = V(x,x')), 
(ii) Si F E !T(X( ,X2) et G E !T(X2X 3), alors GF E !T(X, ,X3) , 

(hi) est traduit par FV 1 = F et V,F = F 
(iv) correspond à l'associativité du produit de matrices, 

On peut déployer dans cette catégorie toute une théorie similaire à celle 
de l'algèbre linéaire, Par exemple, l'article de J.Bénabou propose la défini· 
tian des ensembles empiriques quotients et des parties d'un ensemble empi­
rique, Il propose aussi une logique adaptée à ces ensembles. Soit P une pro· 
position concernant ces ensembles, Posons Val(P) = (m E IR tels que, pour le 
réglage m, on puisse "voir" que P est vraie}, Val(P) est un ouvert On obtient 
alors une logique intuitioniste, où l'on peut définir plusieurs niveaux de 
vérité: P est globalement vraie si Val(P) = IR, P est vraie du point de vue de 
mû si mo E Val(P), etc", 

Logiq ue class iq ue el log ique Intullioniste 
Le calcul des propositions considère des propositions p, q, r, etc. " connectées 

par les opérateurs et, ou, non, notés habituellement par A,V, ~ On peut aussi utili· 
ser des sous-ensembles P, Q, R, d'un ensemble quelconque U fixé, dont les élé­
ments sont notés x, et remplacer p par x E p, Aux connecteurs correspondent alors 
respectivement l'intersection, l'union, le complémentaire, Les sous-ensembles, 
munis des trois connecteurs ci·dessus plus l'implication (=» qui doivent véritier 
certaines égalités, constituent une algèbre de Boole, 

Dans la logique intuttioniste, les sous-ensembles sont remplacés par les ouverts 
d'un espace topologique, L'interprétation des "er' et "ou" ne change pas, mais le 
complémentaire de P ouvert n'est pas torcément un ouvert, De même que le com­
plémentaire d'une partie P est la plus grande partie Q disjointe de P, on associe à 
un ouvert P, pour la négation, le plus grand ouvert disjoint de P : l'inténeur du com­
plémentaire de p, Pour interpréter l'implication p => q on prend le plus grand ouvert 

W tel que Wn P c Q, Moyennant certaines égalttés à vérifier, les ouverts consti­

tuent une algèbre de Heyting, En particulier, dans une telle algèbre est vérifiée 
p => ~~p mais pas l'implication réciproque, 

C'est Brouwer qui a créé la logique intuitioniste, en 1907, Son élève Heyting a 
publié dans les années 30, 

Si nous reprenons le foncteur de coupure, cette fois entre la catégorie des 
ensembles empiriques et la catégorie Ens des ensembles habituels, celui à 
qui tout (X,V) associe X, il est possible de relier de façon cohérente une 
logique globale (la logique classique associée à la théorie des ensembles) et 
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une ou des logiques locales. Je vais détailler ce point sur un autre exemple de 
catégorie, plus riche que celle des miroirs, mais plus simple que celle des 
ensembles empiriques. 

Une logique des familles. 

La logique classique s'appuie sur la théorie des ensembles (dans l 'axio­
maÜsation Zermelo-Frankel) dans laquelle les éléments sont distincts et par­
faitement discernables. Nous avons vu que la théorie des catégories permet 
de considérer des objers qui seraient comme des ensembles un peu "mous", 
Où certains éléments sont regroupés dans des n-upJes. En vertu de ce regrou­
pement, ils sont indiscernables quand on les regarde d' un certain point de 
vue. Il faut bien noter que cette ambiguHé et cette indiscernabilité n' ont rien 
à voir avec le "flou" ni au sens courant, ni au sens probabiliste du terme. En 
retraduisant les formules de la logique classique dans le langage propre à une 
catégorie donnée, il est posslb1e de créer des logiques à plusieurs niveaux, où 
la notion de vérité devient locale. 

Dans la théorie classique, on dispose d'un ensemb1e X décrit par les 
variables, et des formules qui prennent la valeur vrai (v) ou faux (f). Les for­

mules déterminent donc des applications de X" (si elles mettent en jeu n 
variables) dans un ensemble il = (v,f) . Par exemple, soit la formule ".=.". 
Elle est définie sur X2 , par : ".=."(x.y), ou "x = y", qui prend la valeur v si et 
seulement si x = y. 

Ensuite, à partir de la formule :r, on peut définir (non J) sur X par : 
non :T(x) prend la valeur v ssi :T(x) prend la valeur f, et ai nsi de suite pour ( :T 
ou fj), (:Tet fj), (:T=> fj) , etc. en utilisant des tables de vérité. 

Nous allons interpréter ces formules dans une catégorie plus compliquée 
que ceUe des ensembles, ce qui donnera des outils plus fins. Prenons comme 
collection d 'objets les flèches de [Ens elles-mêmes. Soit u: F .... G et 
u' : F' ~ 0 '. Pour garder des diagrammes commutatifs, on définît une 
f1èche-f1èche cp entre les flèches-objets u et u' par une double application 
cp : (f : F .... F' , g : G .... G') telle que le diagramme commute, c'est-à-dire 
gou=u'of. 

F 
u 

G • 
f ~ 1 q, 

Ig 
t .... 

"1 ; 

F' G' 
u' • 
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lu est évidemment (IF, la). On se convaincra aisément que la composi­

tion définie par <p 0 <p' == (f of , go g') est associative. Cette catégorie va nous 
servir à définir une logique à deux niveaux. 

Prenons pour Q une flèche-objet particulière: son ensemble d'arrivée est 
n 1 = {v,f} et son ensemble de départ est l'ensemble no = (Y,Y' ,F], où Y se 

lit "globalement vrai", V' , "localement vrai" et F. "faux". L'application Q 

est défmie de no dans n 1 par: Y H v, Y' H v et F H f. 

Précisons les tables de la négation et du "et" sur !lo : 

A non A non(non A) et Y Y' F 

Y F Y Y Y Y' F 
Y' F Y Y' Y' Y' F 

F Y F F F F F 
, . 

Ces valeurs de vente entrent. dans le cadre de la logIque mtUltlOillste. 
Un objet quelconque de la catégorie es t 

une application X d'un ensemble Xo vers un 

ensemble Xl- Par exemple, supposons que 

les éléments de Xo puissent être regroupés 

en familles, et que X associe un nom 
chaque élément de Xo, l'ensemble des noms 

élant XI ' Le triplet [X, Xo, XI] caractérise 

une association découpant Xo en familles. 

X 
X, 

Xo 

Pour interpréter une formule logique ~ de la logique classique, on choi-

sit un triplet [X,Xo,x Il et l'on complète par une application JO telle que le 

diagramme ci-dessous soit commutatif. 

x f _ ~o ---+-: i={\1T 
X, .. Q, ={ V, f} 

~, 

Pour tout xo de Xo, on a donc ~[X(xo)] = Q[JQ(xo)]· 

Les variables de la formule J'peuvent être localisées au niveau a (elles sont 
alors désignées par une minuscule) ou au niveau 1. Si elles sont choisies au 
niveau 0, la valeur de vérité de :1'peut être examinée au niveau a ou au 

niveau 1. Si elles sont prises au niveau 1, la valeur de vérité de r ne peut être 
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examinée qu'à ce niveau, et nous retrouvons la logique classique. 
Prenons par exemple ".=." pour la fonnule Ji . Soient Xo et Yo des élé­

ments de Xo. 
Au niveau l , niveau global : 

"(X(xol = X(yol" 1 = v si X(Xol = X(yol (ce qui correspond pour les variables 

du niveau 0 à [xo = Yo ou (xo '" Yo et X(xol = X(Yo)]) 

= f si X(xol '" X(yol (ce qui correspond à [xo '" Yo et 

X(xol '" X(yol ]) 
Au niveau 0, niveau local : 

"xo = Yo "0 = V si xo =Yo, 
= V' si Xo '" Yo et X(xol = X(yol 

= F si Xo '" Yo et X(xol '" X(yol . 
Au niveau l , niveau géJ.léral, on peut considérer que deux individus dis­

tinc ts mais appartenant à une même famille sont indiscernables, alors qu'au 
niveau local, ils sont indiscernables quelles que soient leurs familles respec-
lives. 

Un regard sur un auteur classique 
Pour échapper au vertige des empilements symboliques, mais pas au 

trouble de l'ambiguïté, faisons une excursion syntaxique : 
«{esprit de géométrie: ] il fa udrait avoir tOUl à fai t ['esprit faux pour mal 
raisonner sur des principes si gros qu 'il est presque i li~ possibl e qu'ils échap .. 
petit. { ... ] {esprit de finesse :] les principes sont si déliés et en si grand 
nombre qu 'il est presque impossible qu'il n'en échappe.[. .. ] Il y a un certain 
modMe d 'agrément {. .. ]. Tout ce qui Il 'est point fail sur ce modèle déplaît à 
ceux qui ont le goat bon.[. .. ] On n'apprend paf aux hommes à être honnêtes 
hommes et on leur apprend tout le reste ; et ils Ile se piquent jamais tant de 
savoir rien du reste comme d'être honnêtes hommes. Ils Il e se piquent de 
savoir que la seule chose qu'ils n 'apprennent point.[. .. ] {l 'imagination], 
cette maftresse d'erreur et de fausseté, et d 'auta11l plus fourbe qu'elle ne 
l'est pas toujours ; car elle serait règle illfaillible de yérité. si elle ['était 

infaillible du m ensonge.» 7 

L'accumulation des négatifs es t essentielle à la transmission de la pensée 
de Pascal. L ' usage des doubles négations, joint à des "affaiblisseurs" (condi­
tionnels. presque) montre bien que l'auteur hésite à énoncer brutalement une 
propriété (Pl, mais préfère la remplacer par la proposition plus faible ~-P . A 
la place de la règle de la logique classique : ~-p <=> P, l'auteur utilise plutôt 

7) Découpé e( souligné par moi. 
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ici la règle : P ~ """'t~ , D se place dans une logique de persuasion ou d'ins­
cription . Or, nous savons bien que dans d'autres situations, comme le 
fameux texte du pari, ou ses travaux mathématiques. Pascal utilise rigoureu­
sement la logique classique. Il se situe alors dans une logique de décision. 
On passe d'une logique à l'autre, comme de la catégorie Farn à Ens, par le 
foncteur de coupure, 

Un autre regard sur une théorie classique: les groupes de 
Galois. 

Que l'on rencontre de l'indiscernable et de l'ambiguïté dans le discours, 
le droit ou la psychologie ne surprendra perso nn e, mais en mathéma­
tiques? Prenons un problème classique : peut-on ~xprimer dans un langage 
algébrique donn é, celui des radicaux par exemple, les racines d'une 
équation? L'idée géniale de Lagrange, mise au point par Galois, est qu'il 
faut s'intéresser aux pennutations qui laissent invariantes certaines relations 
entre les racines 8, Ce qui signifie que, vis-à-vis de ces relations, les racines 
sont indiscernables. Le rôle que joue la notion d'ambiguïté n'est pas une 
reconstruction historique de ma part. A la fin de sa fameuse lettre-testament 
du 29 Mai 1832, Evariste Galois ['écrit explicitement : < . .. Mes principales 
méditations, depuis quelques temps, étaienl dirigées sur l'application de 
l'analyse transcendante de la théon'e de l'ambiguïté, Il s 'agissait de voir a 
priori, dans une relation entre des quantités ou fonctions transcendantes, 
quels échanges on pouvait faire, quelles quantités ou pouvait substitu er aux 
quantités données, sans que la relation pût cesser d'avoir lieu .. ,» Le texte 
intégral se trouve dan s une brochure de l'APMEP 9, suivi d'un commentaire 
mathématique d'Amy Daha.'l-Dalmedico, dont j'extrais cette phrase: «Ainsi 
Galois se seH du groupe d'une équation comme d'un miroir dans lequel se 
reflètent les difficultés de résolution de celles-ci. Le groupe pennet de mesu­
rer ce que Verriest [en 1897J a par la s"i te appelé ''l'indiscernable'' des 
racines sllr le corps» 10 

Plus précisément, le groupe de Galois rend compte des limites du langage 
algébrique réduit à l' écriture des nombres entiers, de lettres pour désigner 
des quantités inconnues e t des quatre opérations élémenlaires entre ces 
objets. Ce langage ne permet d 'écrire que des polynômes. Un polynôme per­
met de désigner l'ensemble de ses racines , Pour discerner une racine. il faut 

8) Le groupe de Galois d'wle équation est le groupe formé par ces permutations; 
9) Présence d'Evariste Calois, Brochure APMEP n048, 1982, p.35 . 

10) Op.cit. pA7 
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une famille de polynômes dont elle soit la seule racine commune. La mesure 
de cette impossibilité, c'est-à-dire de l'indiscernabilité algébrique qui règne 
au sein des raci nes, est donnée par le groupe de Galois de l'équation. 

Citons également Dieudonné: «En donnant l'exemple d'une manière 
canonique d 'associer, à des objets mathématiques d'une certain e nature, 
comm e les corps, des objets d'une autre nature, comme les groupes, {la 
théorie de Galois] a servi de modèle dans des théories diverses (revêtements, 
équations différentielles algébriques, Théorie des nombres algébriques) et il 
n'est peut-être pas exagéré d'y voir le premier exemple de la notion de fonc­
teur.» 11 

La prise en compte de ce fait négatif qu' est l'indiscernabilité a pour effet 
de créer un langage plus vaste, qui va pennettre, non seulement de conduire 
la résolution complète par radicaux quand elle est possible, ou de détenniner 
quand cette résolution est impossible, mais de construire des concepts très 
féco nds dans d'autres domaines. 

On peut observer une situation du même genre avec les théories de la 
mécanique: des systèmes en translation unifonne sont indiscernables du 
point de vue des lois de la physique classique. L'ambiguïté qui en résulte 
peut être cernée par le groupe de Galilée. Dans le cadre de la relativité res­
treinte, ce rôle est joué par le groupe de Lorentz. Pour être acceptable, une 
loi de la physique doit avoir une expression invariante par ce groupe. 

Plus généralement. dès que l'on se place à l'intérieur d'un système for­
mel clos, et à cause de cette limitation, il y a des entités distinctes indiscer­
nables, et qui de ce fait conduisent souvent à des paradoxes. Tout l'art du 
mathématicien consiste à créer un système élargi dans lequel ces quantités ne 
sont plus impossibles à penser, c'est-à-dire deviennent objet d'un calcul. La 
théorie des catégories offre aussi des modèles pour décrire la structuration de 
tels systèmes, le jeu de leurs logiques internes. 

Les propri~t~s universeUes 
Elles permettent. quand elles sont vérifiées, de défin ir (construire) un 

objet d'une catégorie par ses relations aux autres objets. Ceci est un élé­
ment important des schémas de pensée catégoriques. Cet objet, quand il exis­
te dans ]a catégorie, est unique à un unique isomorphisme près. Pour chaque 
propriété, nous déterminerons, à titre d'exemple, l'objet qu'elle permet de 
construire dans la catégorie Ens des ensembles, les morphismes étant alors 
simplement les applications. Cette catégorie es t un topos, ainsi que celle des 
miroirs. 

JI ) op.cit. p.42. 
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Pourquoi s'intéresser aux relations entre objets? Dans un ensemble, un 
objet est caractérisé par son nom, si J'ensemble est défini en extension, ou 
par ses propriétés. si l'ensemble est défini en compréhension. Mais suppo­
sons que vous cherchiez la rue Descartes. à Paris. Ce n'est ni son nom ni ses 
propriétés intéressantes (elle est en pente, elle n'est pas rectiligne, elle mesu­
re tant en largeur, tant en longueur, etc ... ), qui vous permettront de la trou­
ver, mais plutôt ses relations avec d'autres rues. 

Objet initial 1 : 
Il est caractérisé par la propriété P : Pour tout objet C, il existe un unique iso­
morphisme de source 1 et but C. 

Exemple :montrons que, pour C = Ens, cette propriété définit comme objet 
initia1l'ensemble vide 0. 

Tout d'abord 0 vérifie P1 : 
Soit E un ensemble. Toute application d'un ensemble A dans un ensemble B est 
définie par son graphe, qui est un sous-ensemble du produit cartésien Ax B. Le 
graphe d'un morphisme f de domaine 0 est un sous-ensemble de 0 x E, qui est lui­
même 0, donc le graphe de f est 0. Ce qui donne l'existence et l'unicité de f. 

Vérifions par l'absurde que 0 est le seul ensemble à posséder P1 : 
Soit A non vide. Il possède au moins un élément a. Prenons pour E un ensemble qui 
possède deux éléments E = (b,c). On peut alors construire deux applications dis­
tinctes qui envoient tout élément de A respectivement sur b et c (ce qui ne serait pas 
possible si a n'existait pas). 

Dans une catégorie générale, montrons que la Propriété t définit un élément 
unique à un isomorphisme près: 

Soient 1 et l' deux objets initiaux, f l'unique morphisme de 1 dans l' (puisque 1 est 
initial) et r l'unique morphisme de l' dans 1 (en considérant l' comme initial). Alors f et 
f' sont inverses l'un de l'autre. En effet, l'of est un morphisme de 1 dans l, unique 
puisque 1 est initial, or 1, est un morphisme de 1 dans 1 donc l'of = l,. On a de même 
1ot' = l". Ce qui prouve bien que 1 et l' sont isomorphes par t. 

Remarque : ceci exclut la possibilité d'être un topos pour toutes les collections 
d'ensembles qui n'admettent pas l'ensemble vide parmi eux, la catégorie de groupes, 
par exemple, 

Objet flnaI F : 
Il est caractérisé par la propriété P2 : Pour tout objet C de C , il existe une 

flèche unique de source C et but F. 
Dans l' exemple ISns, les objets finaux sont les singletons, tOUS iso­

morphes entre eux . 
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Vérifions que [a) convient: il est nécessaire el suffisanl de prendre pour morphis­
me f la fonction conslante de valeur a sur l'ensemble C. L'unicité à un isomorphisme 
près de l'objellerminal se démontre dans le cas général comme celle de l'objet ini­
tiai, mutatis mulandis. 

La notion d'objet final est la notion duale de celle d:objet initial au sens 
où l'objet final d'une catégorie est l'objet initial de la catégorie duale. 

Produit cartésien de deux objets E et F : 
Ce n'est pas un objet de la collection, mais un objet-muni-de-deux-f1èches­
dont-il-est-source, de buts respectifs E et F, noté par le triplet [P , PE, PF) , et il 
est caractérisé par la propriété universelle P3 : Pour tout triplet [Q ,q" q2) de 

même genre, il existe une flèche h unique de source Q et but P telle que 
PEo h = q, et PFo h = Q2' 

Pour y voir plus clair, on dessine un schéma. Les deux dernières condi­
tions s 'expriment par le fait que le schéma est commutatif, 

p 

Il' 1 .. 
i \. 

p~f \PF , h . 
Ï ~ 

~Q~ 
E Q1 Q2 F 

produit coproduit 

Exemple: Dans !Ens. on vérifie que si " on prend pour P le produit cartésien 
de E par F, et pour PE et PF les projections respectives de P sur E et F, la 

fonction h de Q dans P définie par h(x) = (q ,(x),Q2(x)) convient et est unique. 

L'objet dual. le coproduit est plus difficile à interpréter dans Œ:ros. C'est la 
réunion disjointe, c'est-à-dire que l'on compte deux fois les éléments de 
l' intersection. 

Noyau d'un couple de flèches parallèles (u,v) de source E et IlUt F_ 

C'est un objet-muni-d' une-tlèche dont il es t source et dont le but est E. Il 
est défini par P5; le noyau [K,i] est tel que uoi = Vol et pour tout autre couple 
[K',i'] vérifiant uoi' = voi ' , il existe une flèche urrique h de K' dans K telle 
que i' = ioh. 
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Q 

K~ 
u F(:Jh u Il II' E h t ,~, E F II' 

''''''''!l'" Il V q ...... Q. K' -,.'- i' v 

navau conoyau 

Dans la catégorie des espaces vectoriels munis des applications linéaires. le 
noyau du couple (u.v) d'applications linéaires de E dans Fest Ker(u-v) muni de 
l'injection canonique. 

Le conoyau est défini en inversant les flèches et correspond à la structure 
quotient. 

Les autres propriétés universelles font intervenir des objets encore plus 
complexes, mais ceux que nous avons rencontrés nous donnent une idée des 
types de raisonnement utilisés. 

Limite projective et limite inductive. 

Si nous reprenons les exemples précédents, nous voyons qu'une propriété 
universelle permet de construire un objet de la catégorie à partir d'un dia­
gramme, c'est -à-dire une sous-catégorie. Par exemple, pour le noyau et le 
conoyau, ce diagramme est une double flèche. L'objet ainsi créé a des liens 
avec chaque objet du diagramme. De façon générale. dans une catégorie C. 
une propriété universelle définit. à partir d'un diagramme C ', un objet P de 
C qui est source (resp. but) d'une flèche avec chacun des objets de C '. de 
façon cohérente et commutative avec les liens du diagramme. P muni de ses 
liens avec les objets du diagramme s'appelle un cône projectif (resp. induc­
tif). On impose de plus à ce cône d'être optimal dans un certain sens: il exis­
te un morphisme h unique tel que pour toute flèche f' d'un autre cône P', il 
existe une flèche f de P vérifiant f' = foh (resp. f' = hof). L'objet P ainsi défi­
ni s' appelle limite projective (resp.inductive) du diagramme. 

Un carré A trois côtés? 

Je vais essayer d'expliquer comment ce procédé permet d' «écrire» des 
objets impossibles à écrire a priori dans un langage donné. Prenons un 
exemple élémentaire. Je dispose de trois allumettes et je veux former un 
carré (sans astuce, sans les couper), le carré étant un objet que je connais 
dans un langage plus puissant (quatre allumettes !). C'est impossible. 
Comment le démontrer? en montrant que toutes les tentatives possibles 

échouent. Pour être sûr de n'en oublier aucune, on peut les disposer dans un 
diagramme. 
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Le carré "idéal", qui ne peut pas s'écrire dans le langage des trois allu­
mettes, apparaît ainsi comme la limite inductive du diagranune. Celui-cj se 
présente comme la trace de toutes les tentatives pour écrire l'objet, Il indique 
aussi le mot qu ' il faut ajouter au langage de départ pour écrire l'objet désiré. 
Ainsi se construit un nouvel univers. Dans ce cas d ' ailleurs, le carré, en tant 
qu 'objet géométrique combinatoire, est identique à l'organisation déployée 
pour tenter de le construire. 

Si nous reprenons le problème des rac ines d'une équation. l'objet man­
quant au langage algébrique des quatre opérations n' est autre que le groupe 
de Galois. Celui qui manque au langage de la mécanique classique pour écri­
re une théorie de la relativité restreinte est le groupe de Lorentz. 

En guise de conclusion, ou plutôt d'ouverture ... 
Depuis que j'ai découvert ces théories, je suis fascinée par cette construc­

tion à l'Întérieur des mathématiques que l'on peut utiliser, ruême sans trop y 
croire, pour ex.aminer, de l'extérieur, la pensée mathématique et même la 
pensée tout coun. C'est pour tous les frustrés de la logique classique que j'ai 
écrit ces lignes ... 

J'espère au moins qu 'eUes éclaireront ces quelques phrases relevées lors 
d'une eonférence d ' Alain Badiou 12 

«La théorie des topos est la seule qui se présente, à l'intérieur du mouve­
ment des mathématiques, comme alternative déployée aux propos ensem­
blistes, Elle a une ambition de même nature et vise aussi à une reformulatÎon 
langagière du corps des mathématiques, et à en dévoiler la logique essentiel­
le. Non pas comme une formulation syntaxique du langage, mais comme une 
proposition d' univers dotés de leur langage immanent.. 

l2) Conférence du 17 Juin 1993. au Collège rntemationalde Philosophie. 

«Ensembles ou catégon'es ? platonisme et/ou aristotélisme en mathématiques». 
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Le concept central de topos ne propose pas un univers, mais un réseau de 
définitions aboutissant à la description d'univers possibles, à partir d ' une 
axiomatique minimale : la définition d'une catégorie "presgue rien", alors 
que la théorie des ensembles choisit le critère d'extension maximale du pen­
sable au consistant. . 

La logique du topos est définie de façon interne, la détennination d'un 
objet est extrinsèque, par le réseau des flèches qui le visent. Elle procède 
plus par schémas de construction que par axiomes. Elle accorde le primat au 
virtuel sur l'actuel, à la construction sur la décision .. 

La théorie des catégories permet la mise en visibilité des contraintes de la 
décision logique. le penser de son propre univers de possibilités. C'est une 
théorie de la corrélation entre la construction et la décision, alors qu'une 
théorie de J'événement, de la décision, relève de la théorie des ensembles.) 

pointe, .. 

MATHÉMATIQUES 
A LA POINTE 

DE LA PLUM E 

Vous avez animé un atelier aux Journées Nationales 1994 ? 
Pour pub lication dans PLOT, la Régionale organisatrice vous 

rappelle de bien vouloir envoyer dès que possible un texte résu­
mant les activités de cet atelier, vos proposi tions ou les réactions 
des collègues en 6 pages maximum. 

Faites vite 1 [] est évident que les textes seront dactylographiés. 
Si vous envoyez une disquette, c'est encore mieux! 

566 

Le tout es t à transmettre à: 

Yvon ALLAIN 
!REM de Bretagne Occidentale 

Faculté des Sciences et Techniques 
6, avenue Victor Le Gorgeu - 29283 BREST Cedex 

Bulletin APMEP - rf 396 - Décembre 1994 

Bulletin de l'APMEP n°396 - Décembre 1994


	Echanges
	Catégories et topos : des univers à explorer


