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SCIONS DU BOIS 
Pour faire dodécaèdres et ico­

saèdres en taillant dans des cubes 

1 • Introduction 

Françoise PÉCAUT 

Avignon 

L'origine de ce travail réside dans le désjr de fabriquer artisanalement en 
boi s plein, les deux solides de Platon les plus «compliqués», à savoir le 
dodécaèdre et l'icosaèdre réguliers. En effet, malgré leur importance en géo­
métrie euclictienne à) trois dimension s, il ne semble pas que les modèles en 
soient facilement accessibles dans 1e commerce. 

Beaucoup d'enseignants les fon t fabriquer à leurs élèves avec du bristol 
et du scotch: c 'est rapide, précis et facHe , mais peu durable, évidemment 
fragile. Plus grave, le polyèdre obtenu est vlde, on ne peut pas le recouper. 
On connaît [9] le "filicoupeur" de Charles PEROL qui découpe du polystyrè­
ne expansé à l'aide d'un fil d'acier chauffé par un courant électrique; pédago­
gique par excellence, cet appareil permet un travail à trois dimensions avec 
de jeunes élèves; il procure beaucoup de plaisir par l'apparente facilité du 
découpage, comme dans du beurre! Pour ma part j'ai choisi le bois et la scie 
à onglet. J'ai travaillé du platane, du tilleul , du bossé (bois exotique), suffi ­
samment isotropes, pas top durs ni cassants. Dans cet article, j'explique COffi­
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ment découper des cubes pour obtenir des icosaèdres et des dodécaèdres et 
comment uLiJiser systématiquement les chut.es pour découvrir des pavages 
périodiques comprenant ces polyèdres . Un cube peut être inscrit dans un 
dodécaèdre ([1] p. 106 ; [3] p. 56 ;[5] p. 38 ) ; le contact se fait le long de 
J'ensemble des arêtes du cube (figure 1). Un dodécaèdre peut aussi être ins­
crit dans un cube, qu 'il touche suivant trois couples d'arêtes parallèles dans 
trois directions perpendiculaires (figure 2). Je propose donc de se procurer, 
auprès d' un menuisier, une vingtaine de cubes. de 7 cm de côté au moins. 
Une première méthode consiste à pratiquer douze coupes successives sur un 

figure l : cube inscrit dans un dodé- figure 2: dodécaèdre régulier in scrit 
caèdre régulier. dans un cube. 

cube (figure 2). Une deuxième méthode consiste à coller sur un cube les 
douze "toits" tels que ABCDEF (figure 1), découpés par ailleurs dans un 
aut re cube. Dans les deux cas, on obtienl le polyèdre voulu et quelques résul­
tats intéressanls par dessus le marché. Dans cet article, on n'expose que la 
première méthode. 

2 • Dodécaèdre inscrit dans le cube : indications pratiques. 

Le dièdre d'un dodécaèdre régulier eSt arc cos - fs = 116°56 

a) Première série de quatre coupes: 
Le cube est fixé sur la scie à onglet comme l'indique la figure 3. Le bâti 

de la scie sera indiqué par la suite par deux plans perpendiculaires, dits hori­
zontal et vertical, et la lame de scie par un trait en "dents de scie". L'angle de 
coupe est fixé pour les douze coupes de manière gue : 
a = (180° -116° 6) ... 2 = 3 1° 7. (voir figure) 
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On fait la coupe AB, puis, en tournant le cube de 1800 autour de son axe 
vertical, la coupe CD; enfin, en mettant Je cube sens dessus dessous, sans 
toucher à l'angle de la scie, les coupes CE et AF (figure 3), 

figure 3: la scie à onglet el la première série de quatre coupes 

On obtient un prisme droit à base hexagonale. 
b) Deuxième série de quatre coupes. 

Les faces hexagonales sont placées dans des plans verticaux de bout. La 
pièce repose sur le plan horizontal par une de ses deux faces rectangulaires 
les plus étroites , elle ne s'appu.ie SUr la partie verticale du bâti que par une 
arête horizontale. On pratique les quatre coupes indiquées comme au a). 

Le solide obtenu a quatre faces pentagonales égales, deux faces hexago­
nales qui seules subsjstent de la surface initiale du cube, et quatre faces 
égales trapèzes isocèles (figure 4). 

~ 
1 '}.. 

:\ ~ 

/ / \ J 

figure 4.' deuxième série de qualre 
coupes 
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c) Troisième série de quatre coupes. 
Les faces hexagonales doivenl être de bout. Il faut faire une cale pour main­
tenir le polyèdre pendant la coupe (figure 5). 

On garde soigneusement toutes les chutes, dont la forme est visible sur 
les ligures 3, 4 et 5. 

3 • Famille à un paramètre de dodécaèdres inscrits dans un 
cube. 

Les douze coupes précédentes pouvaient être faites avec n'importe quel 
angle Cl comptis enlTe 00 et 450

• Pour Cl = 00
, on a le cube; pour Cl = 3 10 7. 

c 'est le dodécaèdre régulier du paragraphe 2 ; a. = 45° condui t au dodécaèdre 
rhomboïdal comme il résultera des considérations qui suivent. 

x 

A 6. 

Figure 6 

C Calcul des coordon-
J--' .... '-----" ... !--'.,---lf--=--~ y nées des sommets du 

dodécaèdre apparte­
nant au premier 
quadrant. En traits 
mixtes, la trace des 
plans de co upe sur 
les plans de coo r-
données. 

Prenons trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz et le cube de centre 0 , 
d'arête 2a. Limitons le dessin (figure 6» au premier quadrant. Les trois plans 
de coupe concernés (un de chaque série du §2) ont en commun le point il 
dont les trois coordonnées sont la solution du système: 
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x+ytanCl=a 

y+z tanCl=a 
z +xtana= a 
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n( a a a) 
1 + tan ex. ' 1 + tan ex. • 1 + tan 0. 

E (a, a , a (1 - tan o.). 

Pour a < 0. < 45°, le solide obtenu est un dodécaèdre don t les douze faces 
sont égales, mais en général pas régulières. La face es t un pentagone admet­
tant un axe de symétrie (figure 7) : 

n 

E 

nE=nF=aVI+tan 'a +tan 4 a 
l + tan ex. 

EB=a(l -tana) 

.. 
B: G 

figure 7 

ell vraie grandeur, la 
face pentagonale du 
dodécaèdre défin i par 
a = 2009 et a = 7 cm. 
Le trjangle EFG est 
équil al é ral . 
L'enlèvemenl des 8 
pyramides telles que 
n DEF dOll/lem l'ico­
saèdre. 

Ce dodécaèdre est régulier si et seulement s i ses faces sont régulières, 
condition qui se traduit par 2EB = [lE, soit: 

2(1 - tan 2 o.) = Y 1 + tan 2 0: + tan ' 0. 

Le trinôme bicarré obtenu en élevant au carré a deux racines positives 

dont une seule est inférieure à l , tan 2 0. = 3 - Ys . Notons "= Ys + 1 le 
2 2 

nombre d'or : tan ex = li,. est l'unique racine qui convie nt. On vérifie 

qu 'alors cos 20. = h qui correspond au dièdre du dodécaèdre régulier 

(arc cos - hl. 
Cas particuliers: 
0. = 0° ; on ne fait aucune coupe , le solide obtenu est le cube, qui do'ït être 
considéré comme ayanl douze faces , chacune égale à un demi-carré. 
Cl = 45°; le point E est confondu avec B, n = (al2, a/2 , a/2); la face du 

dodécaèdre est un losange, dont le grande diagonale mesure a fi et la petite 
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a, double de la distance de n au plan "Oz. Le polyèdre obtenu est le dodé­
caèdre rhomboïdal. 
Dans le cas général 0 < a < 45°, le groupe d'isométries du polyèdre est le 
sous-groupe à 24 éléments du groupe du cube qui contient la symétrie cen­
trale. Dans le langage de la cristal lographie, c' est la classe dite "hémiédrie 
centrée" du système cubique ([8) p. 70). Dans les cas particuliers a = 0° et 
0.= 45°, le groupe d'isométries est le groupe du cube. 

4 • Famille à un paramètre d'icosaèdres inscrits dans un 
cube 

Reprenons la figure 6. Faisons, à la scie, une coupe qui élimine la pyra­
mide de sommet n dont la base est le triangle équilatéral DEF, et de même 
dans les sept autres quadrants. Huit faces triangles équilatéraux s'ajoutent 
ainsi aux douze faces pentagonales précédentes. qui, recoupées, sonl deve­
nues des triangles isocèles. Je ne m'étends pas sur la pratique de l'opération ; 
comme chacun sait, il suffit de placer la pièce de manière que l'une des 
droites (DE), (EF), (FD), soit verticale pour que le plan de coupe soit verti­
cal. La difficulté est de fixer le polyèdre de manière qu ' il ne bouge pas pen­
dant la coupe. 

Le solide obtenu a 20 faces. 
Pour 0° < Cl < 15° , on trouve 

EB =a (l - tan a) EF' = 2a' (1 - tan a +tan'al 
Pour que le solide soit un icosaèdre régulier, il faut et il suffi t que 2EB = 

EF, égalité qui se traduit par une équation du second degré en tan a dont la 

seule racine carrée inférieure à 1 est tan Ct = 3 - Ys . 
2 

Donc a = 20°9 , et le d ièd re du po lyèdre est tel que 

sin p = sin (Ir _ 2a) = 2 tan a 2 
. 1 + tan 2 a 3 

On retrouve bien le dièdre de l'icosaèdre régulier, p = 138°2. 
Cas particuliers: 
Cl = 0° ; l' él imination des 8 pyramides triangulaires fournit un cuboctaèdre. 

0.= 45° ; alors EF = a fi et E est en B. 

Le solide obtenu est l' octaèdre régulier, les douze triangles isocèles sont 
aplatis suivant les douze arêtes. 

Parmi les solides de Platon, le tétraèdre seul échappe aux deux familles à 
un paramètre mises en évidence. 
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5 - Utilisation des chutes, com­
pléments de pavage du dodé­
caèdre dans le système cubique 
simple. 
Remplissons l'espace de cubes et imagi­
nons chacun d'eux découpé comme il est 
dit au paragraphe 1. On a un pavage de 
l' espace à deux motifs, dodécaèdre el 
(figure 8) polyèdre à centre de symétrie 
obtenu en recollant les chutes aux centres 
des vides laissés par les dodécaèdres. 
Précisément : 
1) en chaque centre de cube, c'est-à-dire 
en chaque nœud d ' un réseau cubique figure 8 

simple. se trouve le centre d'un dodé- CompJémerzt de pavage du dodé-
caèdre; les dodécaèdres sont deux à deux caèdre régulier 
mitoyens, la mitoyenneté consistant en une arête commune. Le dessin (figure 
9) représente 4 dodécaèdres d'une couche horizontale vue de dessus. 

figure 9 

rOllgeme rzr de 
dodécaèdres régu­
liers en réseau. 
cubique simple 
(vue de dessus des 
élémefl/S du pavage 
dont les ce lJtres 
sont dans lUI pla" 
de symétrie) 

2) en chaque point occupé avant découpage par un sommet d' un cube se 
trouve Je centre d ' un polyèdre non COnvexe dessiné figure 8. Ces centres 
occupent aussi les nœuds d 'un réseau cubique simple décalé par rapport au 
premier. 
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La classe de symétrie du nouveau polyèdre est l ' hémiédrie centrée du 
système cubique. Ce polyèdre a 6 faces losange, dont le rapport des diago· 
nales eSlle nombre d'or, et 24 faces égales chacune à la moiüé d'un pentago­
ne régulier. 

En fait, quand on range une infinité de dodécaèdres dans l'espace eucli­
dien à trois djmensions en réseau cubique simple, deux d'entre eux se tou­
chant par une arête, la partie complémentaire est un polyèdre infini avec une 
infinité de trous. dont toutes les faces sont des pentagones réguliers. En col­
lant un nombre suffisant de polyèdres représentés figure 8 par leurs faces 
losange, on peut se faire une idée de ce 
polyèdre infini , beaucoup plus précise 
qu'en regardant les vides laissés par un 
rangement de dodécaèdres, d 'autant 
plus q u 'il est difficile de faire tenir 
ceux-ci dans la position voulue, queUe 
que soit la matière dont ils sont faits. 

On peut dire la mê me chose d ' un 
réseau cubique simple d ' icosaèdres , le 
motif complémentaire (figure 10) ayant 
une forme analogue. Les losanges sont 
plus allongés ; dans chacun des 8 creux, 
il y a un tria ngle équil atéral et trois 
demi triangles é quil a téraux. On le 
cons truit très faci lement en collant figure la 
co nve nablement les chutes de s 20 complémenl de pavage de l'icosaèdre 
coupes du paragraphe 4. En le recou- régulier 
pant de manière qu'il devienne convexe, on trouve l'icosaèdre de PEARCE 
([7] p. l77) à 8 faces équilatérales et 12 faces isocèles. 
N.B. les chutes du b) et du c) (cf. §2) doivent être coupées suivant leur axe 
de symétrie avant réorganisation. 

6 - Un pavage avec trois types de polyèdres: cube, dodé­
caèdre, et un polyèdre convexe à faces régulières. 

Le complément de pavage du dodécaèdre régulier dessiné figure 8 mérite 
qu'on s 'y intéresse de plus près. Soient A, B, C, D les quatre points où les 
axes d' ordre 3 du polyèdre rencontrent la surface vue de dessus. ABCD est 
un carré à cause des symétries de la figure; d 'autre part, les quatre triangles 
DEC, CIB, BCA , A1D sont équilatéraux comme il résulte d'un calc ul simple . 

Isolons le polyèdre convexe dont les dix sommets sont nommés sur la figure 
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8, et découpons la pièce en six morceaux isomé­
triques à ce polyèdre. Il reste un cube central. 
Ensuüe, collons les morceaux deux à deux par leur 
face losange. On obtient trois polyèdres convexes 
tels que celui dessiné en 11 b), qui n'es t autre que 
le bi lune-birotonde de JOHNSON [6] ou le Ms de 

PLOT [4] . Ce collage est compatible avec la struc­
ture du polyèdre infini complémentaire de la partie 
de l'espace occupée par les dodécaèdres rangés en 
réseau. Le polyèdre de la figure 8 est une période 
du polyèdre infini, choisie pour son maximum de 
symétries; le cube, convenablement réuni à trois 
polyèdres Il b), est une autre période, qui a l'avan­
tage d'être l ' un ion de polyèdres convexes très 
simples. 

Il est possible que les pavages dont l'un des 
motifs est un icosaèdre ou un polyèdre à symétrie 
icosaédrale aient un intérê t en métallurgie 
(alliages, cristaux) et surtoU! en biologie puisque 
l'une des t'onnes d'architecture des virus est fondée 
sur la symétrie icosaédrale ([3] p .13 et préface à la 
3' édition; [2] p 27). 
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