
Ëtud~s 

Une bouée 
pleine de surprises 

G. Lavau 
Lycée Corneille-Rouen 

Nous sommes plusieurs collègues de plusieurs établisse
ments scolaires de Terminale ou de Classes Préparatoires 
aux Grandes Ecoles, à nous être passionnés pour un ex.erci· 
ce qui figure dans le manuel de TERRACHER de TC : 
On dispose d'une bouée circulaire de 6 cases et de 5 COil

leurs. De combien de manières différentes peut-on peindre 
la bouée de façon que deux cases adjacentes ne soient pas 
de la même couleur ? 
Le défi à relever est la découverte d'une solution générale 
avec n cases et p couleurs (dans le sens p couleurs au plus), 
avec n ~ 2 et p ~ 2. Ce texte a pour but d'apporter une 
réponse aux collègues qui se seraient posé le même problè
me, et de décrire la multiplicité des solutions envisagées et 
la surprise parfois éprouvée devant les outils mathématiques 
rencontrés lors de la résolution de ce problème. 
Nous incitons le lecteur à chercher de lui-même une solu
tion pendant quelques jours (voire quelqu es semaines~) 
avant de poursuivre la lecture de cel article. 
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n apparaît rapidement que l'énoncé peut s'interpréter de plusieurs façons . 

(1) Les cases sont supposées discernables, cc qui est 
le cas si la bouée est fixée, ce qui empêche qu 'on 
puisse la faire tourner autour de son centre ou de l'un 
de ses diamètres. Nous parlerons alors du problème 
de la bouée fixée. Si les couleurs sont désignées par p 
lettres, le coloriage de la bouée peut être représenté 
par une liste ou un mot de n lettres, choisies parmi p, 
de façon que deux lettres successives soient diffé
rentes, de même que la première et la dernière lettre. 
Exemple: p = 5 avec les couleurs Rouge, Vert, Bleu , Orange, Jaune . 

n = 6: RVRBOJ 

(II) Si l' on admet que la bouée peut tourner autour de son centre, nous obte
nons le problème de la bouée tournante. Deux mots représentant un coloriage 
de la bouée seront équivalents s' ils se déduisent l'un de l'autre par permuta
tion circulaire des lettres. 
Exemple: RVRBOJ ~ RBOJRV. 

(Ill) Si l'on admet que la bouée peut tourner autour de son centre et de l' un 
de ses diamètres, nous obte nons le problème de la bouée tournante réver
sible. Deux mots représentant un coloriage de la bouée seront équivalents 
s' ils se déduisent l'un de l' autre en intervertissant l'ordre des lettres et en les 
permutant circulairement. 
Exemple: RVRBOJ ~ JOBRVR ~ BRVRJO. 

1 - RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE LA nOUÉE FIXÉE. 
Ce problème paraft déjà assez difficile pour des élèves de Terminale. Il a 

également été proposé en TD à des élèves de Maths Sup . Ceux-ci ont parfois 
trouvé des solutions élégantes. Plusieurs raisonnements sont possibles. Nous 
les énoncerons du plus compliqué au plus simple (afin de faire durer le plai
sir) : 
Méthode 1 : On suppose donnée la couleur de la première case. Appelons 
Xn ,p le nombre de solutions dans ce cas. Le nombre total de solutions sera 

alors Kn,p = pX".P . On a facilement : 
X2,p= p -1 X J.p = (P- I )(p-2) 

Le cas général peut se traiter de la façon suivante : 
- ou bien toutes les cases 2 à n sont de couleur différente de la case 1. Il Y a 

alors (p - 1) (p - 2)" - 2 possibilités de coloriage (à savoir p - 1 pour la case 2 
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et p - 2 pour les cases 3 à n, dont les couleurs sont différentes de la case 1 et 
de la case qui précède). 
- Ou bien l'une des cases 3 à Il - 1 est de la même couleur que la case 1. Soit 
k le numéro de la première case de même couleur que la case 1. Le coloriage 
des cases 2 à k - 1 donne (p - 1)(P - 2)' - J (à savoir, p - 1 possibilités pour 
la case 2 et p - 2 pour les cases 3 à k - 1). Quant au coloriage des cases k à n, 
il est équivalent à celui d'une bouée fixée de n - k + 1 cases, obtenue en 
découpant les cases k à n et en les recollant en une bouée plus petite. la CQU

leur de la case k étant imposée. 
Cela conduit à une formule de récurrence; 

, - 1 
n -2 k - 3 

X, .p =(p-l )(p -2) +L (P-l)(P-2) X' _k+l .p 

k = 3 

malheureusement peu exploitable. Ell e permet cependant d'obte nir 
X65 = 820, ce qui donne 1(,;., = 4 100 coloriages possibles pour la bouée de 
Terracher. 

Méthode 2 : On reprend les notations précédentes. Le nombre de cases de la 
même couleur que la case 1 est au plus de Ent(nl2). Pour k variant de ° à 
cette valeur, on cherche le nombre de coloriages ayant k cases de la même 
couleur que la case l, la couleur de cette dernière étant toujours donnée. Si la 
case 1 est la seule de sa couleur, on a vu qu ' il y avait (p - 1)(P - 2), - 2 colo
riages possibles. 

Dans le cas de k cases autres que la case 1 et de sa couleur, on procède 
comme suit : 
- On choisit les k cases, de 3 à n-l, qui seront de la mème couleur que la 

case 1. Il s 'ag it de choisir k numéros de cases fI \. • n k vérifia nt 
ni + 2 ~ Il i + \ . Si l'on pose m 1 = n J - i, alors les ln; fonnent une suite stric
tement croissante entre 2 et n-I-k. Inversement, une telle suite (mi) per
met de reconsti tuer la suite (n J Or, le nombre de choix de suites (m;) est 
égal au nombre de combinaisons de k éléments parmi n-k - 2. 

- On choisit la couleur des cases qui suivent immédiatement les k cases ai nsi 
définies, ainsi que celle qui suit la case 1. Elles sont couleur autre que celle 
de la case l. Il Y a donc (P _ l)k+ 1 choix possibles. 

- Il reste n - 2k - 2 cases à colorier, d'une couleur autre que celle de la case 1 
et de la case qui les précède, soit (P - 2)' - lk - 2 choix possibles. 

D'où la formule: 

~ 1 ( )1+1,_ ),,-21 -2 
X ,.p =-,-C ,_k _2 p- l 1f'-2 OS k < Ent(nl2) 

Bulletin APMéP · n° 395 - Septembre 1994 

391 

Bulletin de l'APMEP n°395 -  Septembre 1994



qui donne pour Il = 6 et p = 5 : 

X.,5 = 4.3' + 3.42.32 + 43 = 820 
(On pourra remarquer que les sommes des coefficients binômiaux qui inter
viennent dans l'expression de X n sont les tennes de la suite de Fibonacci). 

Méthode 3 : Comme précédemment, on suppose donnée la couleur de la case 
1. Nous supposerons les couleurs numérotées de 1 à p. On colorie successi
vement les cases suivantes, les diverses possibili tés de coloriage figurant 
sous forme d ' arbre : 

case 1 

case 2 

case 3 

etc ... 

case n-1 

1 
2 

~ 
1 3 ... P 

1 2 

1 
3 
1 

1 1 
124 ... P 

p - 1 possibilités 

(P_1)2 possibil. 
12 ... p-I 

(p-1),-1 possib. 

En ce qui concerne la case n, le coloriage se fait de la façon sui vante : la 
couleur se trouvant dans la case n - 1 donne p - 1 possibilités de coloriage 
de la case n ; les couleurs clifférentes de 1 se trouvant dans la case 11 - 1 don
nent p - 2 possibilltés de coloriage de la case n. Si on note U,. _ 1 JI le nombre 

de foi s où la couleur 1 apparaît dans la ligne Il - l, alors le nombre de non 1 
vaut (p - 1)' - 2 - V, _ I,p' et le nombre de possibilités dans la ligne n corres

pondant au coloriage de la case n est: 

[ 
, - 2 J 

X, .p =V' _ l.p.(p -I ) + (p-I) -V, _ l.p.(p-2) 

,, - 2 
= (P- I) .(p - 2)+ V,_I ,p 

Il reste à déterminer V, - l .p. Or, les 1 de la ligne Il - 1 proviennent des 
non 1 de la ligne n - 2. D'où la relation de récurrence: 

U,.-l.p= (p _1 ),.-3 - Un _ 2,p 

En partant de VI = 1 , V 2 = 0, on obtient par récurrence (laissée au lecteur): 
,- 3 

V,_I ,p =(-I )"(P -I ) I-(-p+ 1) 
P 

D 'où Kn.p = pXn.p = p(p - 1)'-2(p - 2) + (- I )'(P - 1)[1 - (-p + Ir- 3J 
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=> 1 K"p= (p - 1)' + (-I)'(P -1) 1 

fonnule remarquable par sa simplicité. On retrouve ~.l = 46 + 4 = 4100. 

Méthode 4: Considérons une bouée de n cases. Deux cas se présentent: 
- Ou bien la case 1 n'est pas de la même couleur que la n - 1. On peut alors 

lui associer une bouée de n - 1 cases répondant aux conditions du problè
me en supprimant la case n. Inversement, une telle bouée de n - 1 cases 
permet de reconstituer p - 2 bouées de n cases, puisqu'il y a p - 2 couleurs 
possibles à attribuer à la case n que l'on introduit. 

- Ou bien la case 1 est de la même couleur que la n - 1. On peul alors lui 
associer une bouée de n - 2 cases répondant aux conditions du problème 
en supprimant les cases n et n - 1. Inversement, une teUe bouée de n - 2 
cases permet de reconstituer p - 1 bouées de n cases, en attribuant à la case 
n - 1 que l' on introduit la couleur de la case l, et à la case n l'une des p - 1 
couleurs restantes. 

D'où la relation : 
K",p = (p - 2)K, _ "p + (p - I)K, _ ';> 

La s uite (Kn ,p) vérifie une récurrence linéaire d e la forme 

Kn,p = aKn _ I ,p + bKn _ 2,p .L'équation caractéri s tique ass oc iée est : 

x' = (p - 2)x + (p - 1) de racines (-1) et p - 1. K"p est donc combinaison 

linéaire de (-1)' et (p - 1)". Les valeurs initiales K" p = p ep - 1) et 

K3,p = PeP I)(p 2) permettent de déterminer que 

K, = (p - 1)' + (-I)"(P - 1), valeur déjà trouvée. 

M éthode 5: On remarque que l'expression trouvée de Kn est étonnamment 

proche de (p - It, qui n 'est autre que le nombre de bouées fixées, sans 
condition de couleurs pour les cases adjacentes, à n cases et p - 1 couleurs. 
Ce fait peut s'expliquer directement en établissant un rapport entre les deux 
problèmes. Appelons bouées avec condition les bouées dans lesquelles deux 
cases adjacentes sont de couleurs différentes, contrairement aux bouées sans 
condition. Il est possible d' associer à toute bouée avec condition de n cases 
et p couleurs une bouée sans condition de n cases et p - 1 couleurs de la 
façon suivante : notons al a2 . . . an la suite des couleurs de la bouée avec 

condition, les ai étant éléments de (1 , ... , p) . Notons b, b, ... b, la suite des 
couleurs de la bouée sans conditio n associée, les bi élant éléments de 

(J, . . . , p - I) et définis de la façon suivante: 
bi =- ai si ai_1 > ai 

bi = ai - 1 si ai _ 1 < ai 
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(avec la convention ao = a,) Par exemple, on associe à la bouée avec condi

tion 1243212 la bouée sans condition 113321 1. Cette association n' est pas 
tout à fait bijective. 
- En ce qui concerne une bouée sans condition disposant d'au moins deux 

couleurs, eUe se trouve effectivement associée à une et une seule bouée 
avec condition. On retrouve les ai à partir des b j de la façon suivante : 

si bi _ 1 < bi, alors ai= bi + 1 
sib i _ 1 > bi, alors ai= bi 

= bi, alors 
[ 

ai_l=bi _ l+ 1 ou [ai_1=bi _ 1 
ai = bi ou ai = bi + 1 

Dans le dernier cas, on choisit la bonne condition en ayant déjà trouvé si 
a; _ 1 est égal à b; _ l' Il suffit de partir de deux valeurs différentes de bj _ 2 et 

bj _ 1 ce qui déiinit aj _ 1 (on ne peut amorcer cette récurrence dans. le cas 

d'une bouée sans condition unicolore). On vérifiera que cette méthode donne 
bien une bouée avec condition, les couleurs varian t entre 1 et p.Par exemple, 
pour la bouée sans condition 11332 1 1. on a : 

b2 = 1 < 3 = b, => a, = bJ + 1 = 4 

b, = b4 = 3 et a, = bJ + 1 => a4 = b, = 3 

b4 = 3 > 2 = b, => a, = b, = 2 

b, =.2> 1 =b6 =>a,=b,= 1 

b6 = b7 = 1 et a, = b, => a7 = b7 + 1 = 2 

b7 = b l = 1 et a7 = b7 + 1 => al = b l = 1 

b l = b2 = 1 et al = b l => a2 = b2 + 1 = 2 
d'où la bouée avec condition 1243212. 

Dans le cas d'une bouée unicolore sans condition, on voit que si n est 
pair, la bouée unicolore cccc ... c provient de deux bouées avec condition 
c(c + I)c(c + I) ... c(c + 1) ou (c + l)c(c + 1) ... c(c + 1)c; il faut donc ajouter 
dans le dén ombrement des bouées avec condition p - 1 bouées supplémen

taires par rapport aux (p - l )n bouées sans condition dénombrées.Par contre, 
si 11 est impair , il est impossible d 'obtenir une bouée sans condition unicolo
re, e t l' on a donc comptabilisé p - 1 bouées en trop, qu ' il faut retrancher aux 
(p - 1)' bouées sans condition. 

En re gro upa nt les deux cas, on obti e nt bi e n encore une foi s 

K,.p= (p - 1)' + (- I)"(p-l ). 

Voici, pour conclure, un tableau de valeurs des K n,p (n indice de ligne et p 
indice de colonne): 
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K 2 3 4 5 6 ;p 

2 2 6 12 20 30 K2 ; (J(p-l ) 

3 0 6 24 60 120 K3; P(p- I )(P-2 ) 

4 2 18 84 260 630 
5 0 30 240 1020 3120 etc . . 
6 2 66 732 4100 15630 
7 0 126 2184 16380 78 120 
8 2 258 6564 65540 390630 
9 0 510 19680 262140 1953 120 

10 2 1026 59052 1048580 9765630 
Il 0 2046 177144 41 94300 48828 120 
12 2 4098 53 1444 16777220 244140630 
13 0 8190 1594320 67108860 1220703120 

=n L L L L,.,(_<>., 
4n + (- 1)"4 

3n + (_ l)n3 
2/1 + (_ l )n2 

1+ (_1)" 
On posera dans la suite KI.p; 0, en confonruté avec la formule précédente. 

li . RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE LA BOUÉE TOURNANTE 
Ce problème est beaucoup plus difficile. Nous nOlerons L",p le nombre de 

possibi lités de coloriage. Des recherches à la main, puis utilisant un ordina-
teur donnent les valeurs suivantes: 

LI1,p 2 3 4 5 6 ;p 

2 1 3 6 10 15 
3 0 2 8 20 40 
4 1 6 24 70 165 
5 0 6 48 204 624 
6 1 14 130 700 2635 
7 0 18 312 2340 111 60 
8 1 36 834 8230 489 15 
9 0 58 2192 29140 217040 

10 1 108 5934 104968 976887 
Il 0 186 16104 381300 4438920 
12 1 352 44368 1398500 20346485 
13 0 630 122640 5162220 93900240 

= 11 

En particulier L6.5 = 700. La découverte d' une fonnule générale a comblé de 
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joie quelques professeurs acharnés. 
Considérons le groupe G des rotations engendré par la rotation r d'angle 

21t/n. Ce groupe opère sur les bouées fixées. Si r' est une rotation de G 
d'angle 2krrJn et B une bouée fixée, r'(B ) est une autre bouée obtenue à partir 
de B en la tournant d'un angle 2krrJn. On peut également considérer qu'on 
applique sur le mot constitué des couleurs de B k permutations circulaires. G 
est par ailleurs isomorphe à Z/nZ, et J'on peut raisonner également au moyen 
de ce groupe. 
L'orbite d'une bouée B est (r'(B) 1 r' E G}. On remarque qu 'on peut associer 
à chaque orbite de bouées fixées une bouée non fixée et inversement. Par 
exemple, pour n = 4 et p = 3, les bouées fixées sont (en notant les couleurs l, 
2, 3) : 
1212 1213 
2313 2321 

1232 1312 
2323 3121 

1313 
3131 

1323 2121 2123 2131 
3132 3212 3231 3232 

qui se répartissent suivant les orbites suivantes: 
{1212,2121} 
(1213,2131,1312,3121) 
(1232,2321,3212,2123) 
(1313,3131) 
(1323 , 3231,2313,3132 ) 
(2323 , 3232) 
ce qui définit 6 bouées non fixées: 
1212 1213 1232 1313 1323 2323. 
Le nombre de bouées non fixées est donc égal au nombre d 'orbites. Soit 0, 
le nombre d'orbites de k éléments. Dans l'exemple précédent, il y a 3 orbites 
à 2 éléments et3 orbites à 4 éléments. Donc: 0, = 3 0 4 = 3. 
On a alors: 
L, = LO, 

Kn=Lk.O, 

(nombre d'orbites) 

(orbites multipliées par le nombre d' éléments par orbites). 
Enfin le cardinal k d'une orbite divisant l'ordre du groupe qui opère sur un 
ensemble, la somme précédente se fait sur les k diviseurs de n, puisque n est 
l'ordre de G. On connaît les K" n suffit de détenniner les 0, pour en déduire 
L.,. On utilise alors une formule dite formule d'inversion de Mobius [1] [3], 

qui est telle que,f et g étant deux fonctions définies sur N', on ait: 

f(n) = L g(k) => g(n) = L Il (n/k)j(k) 

où kln signifie que les sommes se font sur les nombres k, diviseurs de n, et où 
Il est la fonction de Mobius, définie de la façon sui vante: 
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11(1)= 1 

l1(n) = Hl' si n = PIf1, . .. p, produit de s facteurs premiers distincts 

j.J.(n ) = 0 sinon, c'est-à-dire si Il possède un facteur carré. 
On applique cette formule avec f{n ) = K, et g(k) = k 0,. Ainsi: 

" 0, = L fl. (n/k). K, 

", 
ou encore, en changeant les indices : 

k 0,= L fl. (k/d).Kd 
dit 

D'où L"p;'L [1 Lfl. (k/d).'N] = L [l fl.(k /d) ' Kd] 
.l'In kdlk k 

d Il"ln 

où d 1 k l " signifie que l'on fait la somme sur les couples (d , k) tels que d 
divise k et k divise n. 

En posant k = md, on peut transformer la formule précédente et on arrive à : 

D'où L"p = L [ L l1 (m) 'N] 
dln ml(nld) nui 

= L[ L Il (nl)f1d 

ln d 
dln m l (lIld) 

Enfin. merveille des merveilles, il existe une ultime fannule reliant la fonc
tion de Mdbius à la fonction indicatrice d'Euler : 

<I>(n) =" L Il (d) 
d d', 

Cette formule n'es! rien d'autre que la formule d'inversion de Mtibius appli· 

quée à: n = L <I> (d) relation classique vérifiée par la fameuse <1> d' Euler. 
d t, 

Cette fonnule intervient à point nommé pour pouvoir conclure: 

L,,, = l L <1> (nid) 'N = .L L <1> (d) K,'d 
ndln "dln 

Rappelons que <I>(n) est égal au nombre d'éléments inversibles dans Z/"Z. Si 

n se décompose en facteurs premiers sous la fonne: 
Q.0 2 as 

n=PtP, .. ·p, 
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On peut justifier la fonnule précédente d'une manière plus directe. En 
codant toujours les couleurs des bouées fixées en listes ou mots de n lettres, 
kOk peut en effet s' interpréter comme le nombre de mots obtenus par juxta
position de Illk mots idenliques de k lettres, k étant le plus petit entier ayant 
cette propriété . (Par exemple, le mot RVRVRVRV est comptabilisé dans 
20" mais pas dans 404), 

En rappelant que Ln.p = L 0, et Kn.1' = L k.O, 
on note que Ok apparaît une foi s dans le membre de gauche Ln de l'expres

sion encadrée. Que] est son coefficient dans le membre de droite? Ce coeffi-

cie nt vaut :l L <1> (d).k = l L <1> (d).k car k divise nid équivaut à 
n n 

d Iq dln et ~nld) tl'(!l/k) 

d divise n/k (et a f ortiori divise 11) et l'on utilise à nouveau la re lation 

n = L <1> (d) . Le coefficient cherché vaut donc: l . "- . k = 1. Les deux 
n. k 

membres sont donc égaux. 
La formul e donnant Ln,p peut enfin se trouver à partir de la formule de 

Burnside [2] ; cette fonnule donne le nombre d 'orbites d'un groupe opérant 

sur un ensemble. Ce nombre vaut : _1_ L Card (B 1 g (B) = B) . 
CardG 

g e G 

JI suffit (! ,) al o rs de remarquer qu e , s i g es t d'ordre d, al ors 
Card (B 1 g(B) = B) vaut Kw'! et qu ' il y a <I>(d) tels g. 

Les rais onnements précédents s' applique nt d ' ailleurs au calcul du 
nombre de bouées en général sans imposer de condition de couleurs aux 
cases adjacentes (et de ce fait précédemment appelées bouées sans condi
tion). Les bouées fixées (ou les mots de Jt lettres sur un alphabet de cardinal 

p) sont alors au nombre de KG",p::= pli , Le nombre d'orbites ayant k éléments 

est : OG,=~ L Il (kld).p d = ~ L Il (d).p kld formul e identifiée ultérieure-

di t di t 

ment sous le nom de fonnule de Witt. Signalons que cette expression est par 
ailleurs égale au nombre de polynômes irréductibles de degré k à coefficients 
dans le corps fini à p éléments (où p doit alors être une puissance d ' un 
nombre premier) [31. Par exemple, le nombre de polynômes irréductibles de 
degré 4 ~ coefficients dans Z/2Z vaul 004 avec P = 2, soit 004 = J , (II 
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s'agit des polynômes X' + X' + X' + X + l , X' + X3 + 1 et X' + X + 1). Quel 
lecteur perspicace trouvera un rapport entre les bouées tournantes et les poly
nômes irréductibles sur un corps fini? 

1 d 
Le nombre de bouées tournantes en général est: - L <1> (n/d).p = LG,.p. 

n 
dl, 

Le raisonnement tenu dans la méthode 5 du 1 s'applique également ici, sauf 
que, dans le cas pair, une bouée sans condition unicolore ccc ... cc provient 
d'une un ique bouée avec condition cCc + 1) ... cCc + 1) puisque les bouées 
cCc + 1) . .. cCc + 1) et (c + 1) ... cCc + I)c sont maintenant identiques. On a 
donc: Si Il est impair, Ln,p = LG",p _ 1 - (p - 1) 

Si n est pair, L n,p = LGn,p _1 , 

ce qu' on peut également vérifier directement par le calcul en uti lisant les for
mules trouvées . 

m - RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE LA BOUÉE TOURNANTE 
RÉVERSffiLE 

Rien ne peut plus nous arrêter sur le chemin de la formule fmale. Notons 
M~p le nombre de coloriages possibles. On utilise la formule de Burnside. 

Nous coderons les bouées par les mots consti tués de la suite des lettres de 
leurs couleurs . Le groupe qui opère sur les bouées ou les mots qui les repré
sentent est engendré par la permutation r ci rculai re des lettres et l'in version s 
de J'ordre des lettres. Ce groupe est constitué de 2n éléments, à savoir : 

r' 05,k<n 

"os 05,k<I1. 

Or, si r' est d'ordre d, Card [B 1 r'(B») = K Wd. car on peut continuer à 
appliquer le raisonnement du IL De sorte que la somme, pour k variant de 0 à 

n - 1 des Card {B 1 r'(B») est toujours L <l>Cd) KWd. 

Cherchons maintenant les B tels que r'sCB) = B. Si B est codé par n 
lettres 01G-z' .. an. cela signifie que: 

Ok ... a2QjOnan_1 . .. Qk+ 1 = o}a2 '" an' 

~ QI:=O I 

0 k_} = 02 

k équations 

a l = Oj: 
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an = ahl 

an_l = Qk+2 

Qk-+l = a" 

n-k équations 

Du fait que deux couleurs adjacentes sont différentes, il est nécessaire 
que k et Il-k soient tous les deux impairs. Cela impose donc que Il soit pair. 
Si n est impair, la somme cherchée se réduit donc à: 

M,,p =...!... L <li (d) K,/d = l L"p pour Il impair. 
' 211 2 

<fi" 

Si Il est pair, k et n - k impairs. le nombre de manières de choisir les ai 

vaut pep - I)'n. Cette valeur est indépendante de k, et il existe n/2 valeurs 
impaires k entre 1 et Il. On remplace dans la formule de Burnside et l'on 
obtient: 

,Id ,12 
IM,J'=...!... L<li (d)K 

1 ,12 1 1 +-p(p-l) =-L + -p (P-l) 
1 2n 4 2 ',p 4 

d. 

pour Il pal!. 
Voici un tableau de valeurs: 

M 2 3 4 5 6 =p 

2 1 3 6 10 15 
3 0 4 10 20 
4 1 6 21 55 120 
5 0 3 24 102 312 
6 13 92 430 1505 
7 0 18 312 2340 1 Il 60 
8 36 834 8230 48915 
9 0 58 2192 2140 217040 

10 1 108 5934 104968 976887 
Il 0 186 16104 381300 4438920 
12 352 44368 1398500 20346485 
13 0 630 122640 5162220 93900240 
=n 

Je laisse au lecteur le soin de vérifier que, si l'on n'impose aucune condi
tion de couleur il deux cases adjacentes, le nombre de bouées tournantes et 
réversibles vaut: 
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1 nId 1 ,,12 
MG, .p= -L<I> (a) p +-p (p+ I) 

/1 4 
si n est pair 

d'n 

et 

l "Id 1 <" I+I }2 
MG ".p =;;- L <1> (a) p +"2 p si 11 es t impair. 

d'n 

On montrera par le calcul ou par des raisonnements combinatoires que : 
si n est impair 

MG • . p_1 

et si n est pair M",p = MGII.p-J< 

(p - 1)'''.1)/1 + P _ 1 

2 

Ainsi, le problème initial de Terracher est équivalent à trouver le nombre 
de bouées sans condition de 6 cases et 4 couleurs. 

QUELQUES PROLONGEMENTS POSSffiLES 
(indiqués par R. FERRÉOL) 

1 - Le problème du drapeau ! 
("Pe lil Archimède" 64-65, 
page 42, Rallye d'A lsace 1979) 2 
A vec p couleu rs. il existe: 1 1 1 1 1 1 1 1 
pep - 1 )(p' - 3p + 3)' - 1 

coloriages possibles. .. n 

2 - Le problème du rectangle , en quelque sorte une généralisa tion de celui 
du drapeau. 

m 111 111 1 

n .. 
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3 - Le problème de la bouée à plusieur,\' rangées de couleurs , qu 'on peut 
d'ailleurs voir comme un cylindre. 

4 - Le coloriage d'un ruban. de Mobius 
5· Le coloriage d'une bouteiUe de Klein. 

Une suite à eeUe étude nous est donnée par G. LA V A lui. même, en 
référenee au travail d'un élève de son lycée. 

Mon article demandait par ailleurs de trou ver un rapport entre les bouées 
et les polynômes irréductibles dans les corps finis. Depuis la rédaction de 
l'article , Sylvai n POIRIER, à l 'époque élève de Maths Sup. au lycée 
Corneille, par ai lleurs vainqueur national du Kangourou en catégorie Prépa 
en 93, a établi ce rapport. Il semblerait également qu ' il y ait eu des travaux à 
ce sujet au Canada vers 1990, mais je ne possède pas de références. On pour· 
ra juger de la conlribuLÎon éronnante de Sylvain Poirier, d'autant plus qu'il 
ne possédait aucun des livres cités cn référence ~ 

Considérons les mots de n Jettres sur un alphabet de p éléments. Deux 
mots seront dits équivalents si el seulement s'ils se déduisent l'un de l 'autre 
par pennutation circul aüe de leurs lettres. Une classe d 'équivalence de tels 
molS peut s' interpréter concrètement comme une bouée tournante de n cases 
et de p couleurs. Une lelle bouée est dite irréductible si aucun des mots qui 
la représente nc peUL s 'écrire par la juxtaposition de sous-mots identiques. 
Par exemple, sur l' alphabet {O,I J, la bouée 001 11 est irréductible, alors que 
la bouée 0 10010 ne l'est pas. Il se trouve que , pour tout p puissance d' un 
nombre premier et (O ut /1. cntier, le nombre de bouées irréductibles de n cases 
et p couleurs est égal au nombre de polynômes irréductibles de degré n sur le 
corps fini à p élémenls. Par exemple. 
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Polynômes irréductibles 
de degré Il dans Z/2Z 

(valeur des coefficients par degré 
décroissant) 

n= 1 

n=2 

11.=3 

11.=4 

elC . 

11 
la 

1 J J 

101 1 
1101 

10011 
11001 
1111 1 

Voici ce que propose Sylvain POIRIER : 
PROPRiETES DES CORPS FINIS 

Bouées tournante irréductibles 
à deux couleurs {O, I } e t Il cases 

Il est possible de permuter 
ci rculairement les mots don nés 

a 

01 

001 
011 

0001 
001\ 
0111 

Soit K le corps à p éléments, où p est puissance d' un nombre premier. Soit L 

le corps à pn éléments. Alors L est un espace vectoriel sur K de dimension 11 . 

Soit G te groupe de Galois des automorphismes de corps de L laissant inva
riants les éléments de K. G est un groupe cyclique de 11 éléments engendrés 
par r automorphisme: 
cr : L-4L 

x H xP 
Les polyn.ômes irréductibles P de KJllXJ se factori sent sous la fonne : 

P = (X - a)(X - cr (a) ... (X - cro>-I(a», a E L. 
Les rac ines sont dÎstjnctes. 
Il existe entin une base 8 de L comme K-espace vectoriel de la fonne (h, 
cr(b)) , ... cr "-I(b», avec dOllc cr "(hl = b. 

PROPOSITION SYLVAIN POIRiER 
A tout polynôme irréductible de degré n, on associe ses racines a, cr(a), .. 

crl'1- l(a). On peut voir assez facilement que, grâce à la fonne choisie pour la 
base B, les composantes de ces racines sur la dite base se déduisent tes unes 
des autres par permutation circulaire. Elles consti ruent les n écritures pos

sibles d'une même bouée, qui est irréduccible puisque les n raci nes son! dis
tinctes. 
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EXEMPLES 
Soit K = F 2 le corps à deux éléments, et L : F. le corps à 8 éléments. Alors 

L = K(b) avec b vérifIant b3 + b2 + 1 : O. Les éléments de L sont : 

o b3 = 1 + b2 

1 b' = 1 + b + b2 

b b' =l+b 
b2 b' : b + b2 

(puis b'= 1) 
(l, b. b2) est une base de L comme K-espace vectoriel. Mais B : (b, b2, b' ) 
est aussj une base : 

bl : b + b' 
b' 
b' = b2 + b' 
b' : b + b2 

On ab, b2,et b' de composantes respectives (l ,Dm, (0, 1,0), et (0,0,1) sur la 
base B. Ce sont les racines de Xl + X2 + l, qui correspond ainsi à la bouée 
001. Par ailleurs, bl , b', b' 2 : b' ont pour composantes dans la base B (l,0,1 ), 
( 1,1,0) et (0,1 , 1) et sont les racines du polynôme X 3 + X + 1 correspondant 
donc à la bouée 011. L'associarion entre polynôme irréductible et bouée est 
donc la suivante: 

1101 00 1 
10 11 0 11 
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