
Les problèmes de L'A.P.M.E.P. 

CdU ru.brique propose dLS problè~s choisis pour l'on'ginali­
lé d. leur caractêr. : esthéIÎq'U, subtil, ingénieux. voire rlcréatif, 
dOtlt la SOIUlioll néctssite initiatives, démarche inventive. 
recherche, effort inte/lectuti. 

Elle accueille tous Ct(U qUI aimenr inventer. chercher de 
"beaux problèmes" .. . si possible trouver des sa/un'olts, e l les invite 
à donner librt! cOUr:! à leur imagination créalricl!. 

Pn'orilé esl TUllurtliemenl réservée aux inoncés composts par 
des collègues d au dialoRue ouvert entre tllX par le jeu des 
riponses el des sollll;ons qui sont à envoyer d l'adresse. suivanu 
(réponse b des problèmes différellls sur feuil/es séparées S. V.p .. 
sans oublier VOITt! II0m Srir chaque feuil/t) : 

François W JACOMO 
21 rue Juliene Dodu. 

75010 PARIS. 

ÉNONCÉS 

ÉNONCÉ °231 (Marie· Laure CHAILLOUT, Sarcelles). 
Pour quels enUeTS p l' ~quation d'inconnue n : 

" L k Ill] = pn admet-elle des solutions entières? [x) désignant la partie 
h. 

entière de x. 

ÉNONCÉ ·232 (Gérard LAVAU, Rouen). 
Donner un exemple de fonction strictement croissame dérivable don t la 
dériv~e s'annule en un nombre non d~nombrable de points. 

ÉNONCÉ N"233 (Eugène EHRHART, SlnISbourg) 
1) Le cerele inscrit au tnangle ABC touche les côtés a, b, c en A', B', C'. 
Soient ,,:JI ", B'B", C'C" les hauteurs du triangle A 'S'C'. Montrer que le 
triangle A "B "C" est homothétique de ABC. 
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2) Soient AA', BB', CC' les hauteurs de ABC, Le cercle inscnt à A 'WC' 
touche ses c6t6s aux poinL< A " , Boo, C", Montrer que le triangle A "B"C" est 
homotMtique de ABC. 

SOLUTIONS 

ÉNONCÉ N'2I6 (Henri DELEKTA, Chût.ou-Thierry) 

Peut-on construire un solide dont les projections orthogonales, sur trois 
plans deu.x à deux orthogonaux. soient respectivement un cercle, un carré et 
un mangle équilatéral? 

RÉPONSE ,NON! 

DÉMONSTRATION de MIchel TANGUY (Quimper). 

Plaçons notre repère de sone que la VUe de dessus soit un cercle, la vue 
de droile un carré CIl. vue de race un triangle (cf. Figure 1). 

J--J-.--"",--=-IO' 

J-+----=o~ O' , .. -
y 

• figure 1 
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QueUe que soit l'orientation du carré (vue de droite) , qui se ramène à 
deux cas possibles, le triangle est inscrit dans un carré dont il toucbe les 
quatre clltés. Ce qui entraîne qu'un sommet au moins du triangle (appelon -
le D') est sommet du carré ; malS comme le triangle est équllatéra\ par hypo­
thèse, d, = tt, d'oi) Q, = li.]. et al = a, = 11/12 : il n 'y a donc, à symétrie près, 

qu'un seul triangle équi latéml qui conviertne. 

Ccci exclut le premier cas de C3lTé car tous les points se projetant sur AB 
devraient se projeter sur D ', ce qui est incompatible avec la projection circu­
laire. On peUl même affLnner que. dans le deuxième cas, c'cslle même point 
qui se projette sur D, D'et D", et donc que D est le milieu de AB. 

Dès lors, ploçons le centre du re~re au centre du cube dans lequel est 
inscrit notre so~de. Le ou les points qui se projettent en N" (cos9, sin9, 0), 
voisin de D" , se projettent, vus de face, en des points du segment P'Q ' , et 
vus de droite, n des polOts du segment PQ. Pour que ces projections soient 
compaùblc , il faut que le segment PQ coupe la bande hachurée (figure 2), 
donc que 1 -cose ~ u = I-(I -sine)tan 511/12, ce qui n'est vérifié que pour 

cose _ t .. (~+~)s t .. 5n donc pour 9S ~ . D'où l'impossibilit~ 
1 - sin e 4 2 12 3 
annoncée. 

---t~~<--------.------------i~--~~o· 

< 

• y 

figure 2 
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REMARQUES 
Les cinq BUltes solutions reçues sont incomplètes ou fausses. A. VIRI­

CEL (Nancy) m' écrit : «1~ ne croi. pas le prohlème possible, bien que 1. fait 
qu~ le problème soit pos~ suggère aurre chos~.,. 

Plusieurs s'en sonl tenus au solide, classique, de 1. fi gure 3, qui Se projet­
te SUIvant un cercle, un carré et un triangle non équilatéral , et dont Gérard 
BONNEVAL (Auurre) m'envoie une sculplure sur liège. Ils n'ont pas cher­
ché s'il pouvait cx-isler des solutions plus extravagan tes comme. par 
exemple. la figure 4 (avis aux sculpleurs sur liège 1), qui serait solutIon sans 
le problème de la face grisée : c'est celle-ci qui ne peut se projeler simultané­
ment selon une pointe de carré, un côté de triangle et un arc de cercle. 

figure 3 figure 4 

Plusieurs proposent, au lieu ou en plus de la figure 3, le conoïde cngeodré 
par des droItes s' appuyant sur l'arête supérieure et la base circlllaire, évitant 
ainsi l'arête parabolique et le problème soulevé par Cbarles NOTARI 
(Noé) : faut- il faire une di fférence entre projection orthogon ale et contour 
apparent? 

Enfin, signalons une autre manière de poser le problème. dans le cas où 
le triangle n'esi pas équilatéral : emle-t-il un solide passant exactement par 
les trois trous de l'une des planches de la figure 5 ? L'hypothè>e nous impo­
se la dimension du cercle, du carré, du triangle, mais elle n'impose plus qu 'il 
s ' ,gisse de projections sur des plans deux à deux orthogonaux , Cela change­
t-il quelque cbose au problème? 
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ligure 5 

ÉNONCÉ 0°217 
Soient deux enliers b et cIels que c~:22. Pour tout rée l x de l' intervalle ... 
[0, 1[, on note : L u: 1. développement de x dans 1. base b, aveç 

n:,b 

" . € [0, l , . . h - I}, la sui le (II,J.>I n'émnlpasslaûonnaireàb - 1. On -défini t une fonclionfen posa"1 ((x): ~ ~ que l'on peUl prolonger par 
~ c' 

JlI ) = 1. 

Calculer 1 = f J f (1) dl. 
o 

Burre#n APMEP - ri' 394 • Juin , I194 
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SOLUTION (synthèse des réponses reçues). 

Assurons-nous tout d'abord que/cst imégmble. 

La plupart des réponses reçues s'appuiem pour cela sur le fait que f est 
crOl~anle : effectivement. si c ~ hl 1 suite (1I1I ),,:il! l est en même temps le 
développement de x en ba.", b et le développement de fi") en base c. Or, 
comparer deux nombres revient à comparer leurs développements par la rela­
tion d'.ordre alphabétique • . 

Signalons loutefois que, bien que ce soit exclu par l'hypothèse, si c étail 
inférieur à 1). la fonction ne serait plus croissante. Or, elle demeurerait inté­
grable au sens de Riemann, et le calcul de l'intégrale serai l inchangé. 
Comme le remarque Jacques DAUTREVAUX (SI André), il n'esl même pas 
utile que c SOil entier. 

Jean-Michel INNOCENT (Marseille) constate que f est conûnue presque 
partout (sauf sur un ensemble dénombmble) et bornée, ce qui prouve qu'elle 
esl in'égrable au sens de Riemann. La continuité deI' également été étucliée 
en dé .. ils par Maurice PERROT (Paris) eL Marguerite PONCHAUX 

(Lille) :r(H -'.) =/(x) + -'. sauf si Ur. = (h - 1) , de même que 
b C ' 

f( r - ~n) = l(x) - c~ sauf si un = O. Comme la suite ". ne peut pas être Sta­

lIonn.ire à b - l, par hypoth~se, J est continue à droite en lout poi nt, et eS! 
continue à gauche en (Out poim. ~aur ceux où la suite Ul( est stationnaire à O. 

c'est-à-dire l'ensemble des .!1,. avec q et k enuer> (à peu de chose prèS 
/) 

rensemble de Cantor), ensemble dénombrable bien que dense dans [0, I}. À 
propos de conllnuiLé , Jacques DAUTREVAUX s'interroge sur la valeur 

"logique" defil). [J eS! clair que 1. foncuon tend vers b - 1 lorsque x -> 1 à 
c- l 

gauche. Mais l'étude des discontinuités monlre que 1 doit "Ioglquemen'" en 

faüe partie. Si on remarque que, pour J.. < b, f(~) = ~. on peUl trOUVer 

logique de poser (1) = %. Mais il esi peut-être plus logique encore, en 

s 'appuyant sur le fau que r(bl!) = ~ , ' de poser, pour k = 0,1(1) = 1. 
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Beaucoup s ' appuient également sur le fait que f est limite uniforme des 

fonctions en escalier : ,,(x) = t "~;;) . C'est d'ailleurs à cette idée que se 
n=1 c; 

rattachent plus ou moins directement la plupan des solutions reçues: Jacques 
AMON (Limoges), Jacques DAUTREVAUX (S t And r~), Domin.ique 
DA VION (Chambéry), Jean GOUNON (Paris), Jean-François GUIFFES 
(Tours), lean-Michel INNOCENT (Mar<cille), René MANZONI (Le Havre), 
Eric OSWALD (Bonneville) , Maurice PERROT (Paris), Bernard PETIT 
(Brest) . Marguerite PONCHAUX (Lille) ct Genevitv. SAMBARD (St 
Quentin). L'idée est, par exemple, de diviser [0 , l[ en J} intervalles et de 
remarquer que chacune des fonctions u.(x) u. étant le coefficient de lib" 

dans le développement de x) lorsque Il 5 k, vaut 0 SUI bk--I intervalles, 1 sur 
~I autres intervalles, ... (b - 1) sur~' inlervalles, si bien que pour tout n, 

f 'u,(x)dx=b-I . 
o 2 

Dès lors. du fai t de la convergence uniforme. 

f' U,(t)dx=}: r'II;;)dir _b - 1 î,J. b - I 
o •. , Jo 2 •• , c 2 (c - 1) 

Mais deux autres idées méritent d'être signalées. Tout d'abord celle de 
Marie-Laure CHAILLOUT (Sarcelles), Robert FERRÉOL (Paris), JérÔme 
GERMON! et Franck T AlEa (pans). Celle-ci consisle à remarquer que sur 

chacun des inlc:rval1e5 ~ , k ; 1 [ , la fonclJon se comporte comme 5ur tout 

intervalle [0, l [, plus précisémenl: si e ~, k ~ l [, 

((x ) =!;, + l f(bx - k) c c 

Ou encore. en posant 1 = bx - k, f(x) = bx c- 1 + +/(1) . 

f ~.lYb l f ' 1 Donc (cf(x) - bx)dx = - ({(I) - I)dI (car dx =-dI ), SOil, 
>Jb b o b , , 

en sommant su r k ; f (cf (J:) - bx) dir = f ({(I) - t)dI , ce qui donne 
o 0 
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immédiatement : f 'f(x)dx = b - l . 
2(c- 1) 

La dernière idée a été utilisée par M.VIDIANI (Dijon). Elle consiste à 
remarquer qu'en dehors des points de discontinuité de 1 (ensemble dénom­
brable, donc sans conséquence sur l'intégrale), si - -_ ~ II. 1 _~b - I-u. 

x- .LJ--;j . -x-~ If 

ft: t b 11-1 b 

el donc -(x) + f( 1 - x) = L b -.1 = b - 1 d 'où le résultat, en 
11 _ 1 c c - 1 

inlégranl celle égalilé. C' sI cette même mélhode, ajoule M, VIDIANI qui 
permet d'établir que si lJl est un. bijection quelconque de N' -> N' et si g est 

la fonction qUI à f u: associe 1: (l,?', alors f 'g (x) dt = t. El il n' est 
.=Ib It _ l b 0 

même p3!o. ntccssrure que cp SOil ni surjective. ni injective l 
ERRATA N' 393 - Avril-Mai 1994 , 

p.203: «)<a<h) C •• "d",,,,bleparb, 

p. 203 . Enon~ 229 ~ , .. d'excenlridté et de direction rocale CQnslanles.. 
p.203 : Enoncé 229 de Marle-Laure CHAILLOUT 

p.204 : (en haUi de 1. page) n(NI" m.9k 

(en bas de la ""ge) = 17S(2P + 1) = lSOP + 175 

p 209 (en bas de 1ll page) La surface de ASCD ~l mil,jQrée pat (u -x) ~ 
p.211 : (cn hau' de la page) II SUffil de prouver que 

"fl+la-bl ' .,a dJ 's f2(I+ _ '·-1I2)' ) 
2(a-bJ(u-d) 

(en bas de la page) u- v; (b - 112)2 +(d+ 1m 2 

p.2J4 : (en bas) on voll que le ~mèlfe vaut 

p.215: «".iI y a presque autant de. nomb~ premiers congrus li 1 modulo 4 que de 
nomb ... s prelDlers congrus" 3 modulo 4 CI .. , il Y • un peu plu de nombres prorruen 
congru.s .. 3 modulo 4 que de nombres premiers congrus ~ 1 modulo 4)" 
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