
Etudes 

La Loi de Réciprocité 
Diophantienne 

Eugène EHRHART 
Strasbourg 

Le nombre de solutions d'un systtllle diopliantun Ilnim,~ homQlhiltqUf? ~Sl une 
foncllonl(n) du rappon d'homothétie . On précise IH nIlture de!ln) el on mdlque le 
moyen d~ la calc.:uJc:r. Pour dl."uJ[ système" "ct)mpl~ml!ruaire.s. les foncuon!! f,(n) ri 

h(n) sont liées par une ft lOi de rrc-rprocilb d'une ~nmde simplicité et d-une ~onna[l ­

te génér • .di~. 

relie élude fait parue de _la géQmilrie d~$ nombrts_ cr~i!e par MI~SKO~SK.l vers 
1900. Dc nos JOurs. le Jumelage fécond de l' arilhmétique el de la géométrie s'CSt 
considérablemenl d6'eloppé el s'appelle maimenanr l'lmlhmo.gtomirrie, Elle u 
récemment donné nrussoncc B de nombreult lrtlvau<\ . 

Problème type ([41, page 105) : - ---------------, 
De combIen de manière, peUL-on payer Il francs en pièces de 10, 20, 50 

et 100 centimes ,) 
X·. 2)' ,. 5Z + 10r" 10/1 

x. y, Z T'2 O. 
Cc s)'~l\!Jlle définü un télraèdre enuer rermé Pn IIOUlOlhitiqlle de Pl dont 

le!!. sommee; :\Dllt ~ i tué.5 !tour Les axes. de l"espace à qualrC dimensions. 
Ayanl calculé le nombre i. de solUllons du système large P-O), on a ins­

limu.mémcnl le if! du système .strict (>O) par réciprOCIté : 

i. =.!. (II + 1)(2n + 1 )(5/1 ,. 6) 
6 

i , = .!..(n- 1)(2n - 1)(5/1- 6) 
6 
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On se IJl11Jtera li l'exposé des pnncipaux résul tats . Pour les démonstra­
tions - elles elligeraien t tou te une brochure - nous renvoyons il nos publica­
tions [1 J, [2J,131.14]. 

Soient JI un entier positif ou nul e l a" Cl e Z. Une inéquation 

Q 1X1 + a~2 + ... + a1\XX > an 

définit un delDJ-espace dans RK Plusieurs ,néquation. de ce type réunies for­
ment un système diophantien linéaire homothétique (H,). On ne s'intéresse 

qu ·au cas Où le systèmt primit'f (H,) définit dans RK une région bornée, 

c'est-à-dire un polytope convexe il k dimensions. Alors (II,). un nombre fini 

in de solutions entières, qu'on se propose de calculer. 

Partons d'un exemple banal. Le nombre de solutions enrières est i" pour 

le système strict (triangle :l.\so<,é ouvert), j, pour le système large (triangle 

associé fermé ). 

-" " 
2 

y> 0 no 
2X - y> 0 2X-Y~O 

X + Y<3/1 X+ Y S3/1 

i,: 3/12- 3/1 + J jf! =- 3/1
2 + 3n + 1 

0 3 x 

Si dans cette figure l'Wlité est le centimètre. le nombre de points entiers 
du uiungle est il = 1 ouj. :: 7. 

Si l'unité est le millimètre. pour ce même triangle. ces nombre. sont 
i,o=271etj,o=33 J. 

1- Polygones entiers. 
Un polygone P (et p lu. généralement un polyèdre ou un polytope de dimen­
:sion quelconque) est dit «entier. si les coordonnées des sommets sont (OUleS 
entières. Alors. le nombrt de poinls elltierj' du polygone ouven homOlhétique 
nP est 

(1) . S' 1 1 r,.= n - -Ii + 
2 

(*) 

(') Celle rel.oon se déduit de la formule cla5sique de Plck. S = i t pfl- 1 o~ i el p 
sont les poinls enûers intérieurs ou périphériques d'un polygone entier et S son aire. 
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où S est l'aire de P èt i la «longll~ur riticulair~» de !!ion bord, obtenue en 
comptan' pour 1 la d i tance de deux points enliers consécuufs. Fai' rcmnr­
quable. l~ nombre de points ~lt1ien' de "P fenui est : 

(2) j, ~ SIl 1+ 1.." + 1 
2 

Exemple : 
y 

. 9 1 5 1 2 ',.,~--11 - - n + 
2 2 
9 2 5 

2X - y > 0 ' "==-11 +-n + 
2 2 

X + Y<3" 0 
X- Y< 3n 3 ex 
X + 2Y> 0 - 1 

R~mlJrqlle .-
Pour un système diophanuen hnéa,re homothétique, le polygone associé P, 
est con\'e;ltc. Mais les/ommles (I) el (2) s 'appliquent mime si P" tSI CQnca\,'~ 

(pourvu que son contour soit une courbe de Jordan). 

2. Polytopes eDliers, 

Les nombres ;11 ~t jn d,..s poims emiers du polytope olwen ou femré nP 
10nt e"cor~ d~j' polynômes de degré d (dimen,ion du polytope). Os comp,en. 
aussi le nombre de solution" entières des systèrnes dioplulllûcns stric t.s ou 
larges aSSOCiés. 

Le polynômej" a pourtenne conslanl t et débute par Vn J+ ~'I.d-I où V 
2 

est le volume d-dtmen>tonnd du pol~lopc Pet S la ,,",",urc r~ûculaire» de 
son bord (dun.> chaque race, J'unité eslla b.."e du néseau de points emitrs de 
son hyperplan support). 

Les dénombralHs 'ft ~I in sont liés paf la très remarquable rtlafioll 

li. = (- I)d 1(- n)1 (') 
Nous l'appelons loi de réc:iprodté, <nt on" aussi i , ~ (- I )dj (- nI . 

ail peut call.'uler les co~!ficiems du polyllôml! in par qut!lque.f déllombrt­

(1) La notation 1(-11) désigne II! polynôme obtenu en remplaçant n par - '1 dans le 
polyniime i" a10r.; quel. notation i_o désignerait le nombre de poinls Inléneurs il P-n 
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mellls mlftaux, Ainsi pour un polyèdre de volume V 

i,.= Vn.3- an1+bn_l . 

Connajssant il> ;2 par dénombrement direct, on calcule a el b en résolvant 
V-a + b-l ; i , 

8V - 4a + 2b - 1 ; i, . 

Exemple (prisme droit triangulaire) : 

x < 2/1 
X,Y, Z>O 
Y+Z<2/1 

.r 

z 

2 

2 y 

in ; (n -I)(211 -1)' 

Jn; (II + 1)(211 + 1)' 

3· Polytopes rationnels (les coordonnées des sommets sont des nombres 
rationnels). 

u.s dénombrams i,. O/ljrrd~l polytope Olwen ou ferml à d dimensions sont 
des .polynômes arirhmitiques. (ou polars) d~ degré d .- leurs coefficient. ne 
sont pas LouS constants, m3JS pcuven l présenter des «entiers périodiquesi». 
Par exemple, un nombre de période 3 s'écri t 

ra, b, cl ; 

1 
a~ 

si /1; 1 mod,3 
si Il ; 2 mod.3 
si Il ; 0 mod.3 

On détermJnc les coe ffic ien ls d'un 
.palar. à l'aide de la théorie subtile du 
«produit sommital. d'un polytope muon­
nel.lhéoric qu ' il ser." trop long à exposer 
Ici [JI. (41 · Bomons·nuus à donner i.el), 
pour un exemple : 

X+ Y:>/I 
X+Z Sn 
Y+Z~II x, Y, Z~ O 

x 

z 

y 
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Le domaine pnmitif (II ~ 1) eOl un hexaèdre P, dont quatre sommets sont 

(
1 1 1 ) 

entiers et un seulemeDt rationnel 2" ' 2" '2 . 

i, 211
3
+ 9n

2
+
8

14n + [7,81 11(11+ 1)(2,,; + 711 + 7)11 

où le nombre périodique [7,8J est égal à 7 ou à 8, suivant que 11 est impair Ou 
pair, et où lIAI! désigne J'enùer le plus proche deA. Remorquons que 1/4, pre­
mier coefficient dejn, cst enCore le olurne. de PI' 

Lllloi de ,éciprocitl s'applique oncor. : Pour le système strict 

i , =2113_9I1'+81411-17,8) W"- 1)(2n;-71 +7 l l! . 

4- Polytopes seml-ouverls, 

Si dans un système ruophantien linéaire hOmothétique figuren t à la fois 
des inéquations strictes et larges, le polytope associé PA est ffsemi-ouw!rl» 

(cenains points entiers du bord appartiennenl à p. , d'autres pas). En échan­

geant les signes> ct ~ on obtient le «syslèm~ complémentaire» . Son POIYIO­
pc. associé P',. est dit 4fpo/ylope complémentaire» de PfI , Les déllombrants i" 

de Pn, i '" dl! P 'Ir' som tnlOrt des po/ynbmes ou des polynômes arithmétiqtAes 

dt degré d (di.mension dl! P,J, SU;\'anf que P, est ttlfie,. Ou rarionnel. lis \'ér; · 

fimtla lai de réciprocité ï, = (- 1 ri (- n). 

Exemple (les points enlJers des gro traits sont exclus ; les gros traits réunis 
des deux figures formen t le bord comple du trI.ngle) : 

i = 1 

~-:<~3~ .~~ 
1, = n(3/1-2) ~ 

o J , 

On détermine les coefficI.nL' a, b de i, = Sn' + ml + b (5 = 3 .stl'aire du 
triangle) par deux décomples initiaux i l = J, i, = 8 : 

3+a+b= J 
J2 + 2n + b = 8 

donnent a = -2, b = O. 
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Remarques: Tous nos exemples sont traités en détail dans [3]. Depuis ma 
thèse [1 ] et le üvre [3] qui la prolonge .,Ia méthode des polytopes» a trouvé 
de nombreuses applications. En particulier, nous avons mont:rt que If! volu­
nlt!Mdimensionrttl d '!lll pol~lOp~ entier PI de dimension d est 

V = (i - I)(d) = (j -l)(d) (*) 
d' d! 

la pui .. ance symbolique signifiant que, dans le développement, i,remplace 

i ' . Ainsi, la surface d'un polygone entier SI 

S ;,-2i,+ 1 j,-2j,+1 
2 2 
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(0) Le dernier tcnne de (j - l)(d) est (_dd) mais le dernier Ienne de 

(i _1/d) est (+l) quel que soi t d. Ainsi , le volume d'un polyèdre entier . : 

V =;3-3;2+ 3i. + 1 
6 

. - 3 ' +3' - 1 
i 3 il li . On le contrôle aisément sur le 

6 
cube construIt ,ur le tttraèdre (0, 0, 0) (1 , 0,0) (0, 1, 0) (0, O. 1). 
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