
Les problèmes de l'A.P.M.E.P. 

C~IU rubriqu~ propose de> probl~mes cho;"is pour 1'0r/ginaUlt 
ik I~ur CQTIId~re.' es/Mtique, sublÎ~ inginiewc, voire rtcréatif. 
dont la risolutioll nicesslte initiativu, dimarche invenlive, 
recherche, effort inlellecl~/. 
Elle acc~iIIe tous cewc qui aiment Inv.nrer, chercher ik "beaux 
problim.s .... . si passibhl Irouv~r des solutions, ~I les Invi/e à 
donn~r libre cours à leur imagilUllÎon crialriee. 
Prioriti est lUl/ureilelMnl rtservie alU inonds composts 
par des col/~g~s ~t au dialogu~ ouvert entre eux par le jeu 
des ri panses el des solutions qui sont à ~nvoyer il l'adresse 
suivante (riponses à d~s probltmu diffirettls sur feuilles 
si paries S. V.P., sans oublier voIre nom sur chaque feuille) .' 

FrançoU W JACOMO 
11 rue Juliette Dodu, 

7S010PARIS 
~NONd N° 128 (François LO JACOMO, Paris). 

a 
Montrer que si a et b sont pmnicrs entre eux (0 < a < b), Ch est divi-

sible par a. 

~oNd N°l29 (Laure CHAlLLOUT - Sarcelles). 
~tenniner l'ensemble des foyers des coniques passant par deux points 

fi ..... d' .. cenuicit~ et de distance focale constante • . 

~oNd N° 130 (NoriJen VERDIER, Damas - Syrie). 
Quelles sont les valeurs possibles de dét A, lorsque A. est une mauiee 

~ d 'ordre fi dont tous les çoeffiçients valent +1 ou - 11 (on pourra se 
limiter à cenain ... valeurs de Il). 

SOLUTIONS 

tNONd N° 113 . Mohammed lGUlDER, Sal6-Maroc. 
Soit n(N) le produit de tous les chiffres ~senWlt l'cnticr naturel N 

dans la base d~male (exemple : n(273) = 2 x 7 x 3 = 42). Montrer que si 

N ~ HXKl. n(N) < 213N. 
Peut-on avoir n(N) = N/5 ? 
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SOLUTION de Maurice PERROT (Paris). 
Pr~mièrt question ; 
Ecanons le cas trivial o~ N a un chillR O. 
SOil loK S N S J()K+ 1. Alors K;z, el N s'écril avec (K + 1) cluffres. 
Soil m le plus peUl chiffre de N. 

m ( K+ . ) K N-.z.mm .. . m =- la - 1 eln(N) = m.9 . 
9 

Supposons n (N) ;z, tN 
On ,unUt .or 2 ( 1<+1 ) 

3m9 ~ -EL JO - 1 
9 

(+1 K+l 
3.9 ;z, 2. la - 2 

K+I K+ t 
3.9 ~ 2. JO - 1 (congruence mod 2) 

X+I 1"+1 
3.9 ;z, 2. JO + 7 (congruence mod 9) 

X+I K+ I 
donc 3.9 ;z, 2. JO 

~ )

J<+' 
~ .!Q. 
2 9 

cc qui esl faux pour K ~ 3. 

Donc,siN<!:I000, n(N)<~N 

Deux;~mt question : 
a) Si N a un chiffre 0, el est solution, n CN) = 0 et N = 5TI(N) = a (qui est 
solution). 
Si N est une autre solution, il se termine par 5. 51 n(N) => 25 1 N. 
N n' a pas de chiffre pa!l',(sinon JO 1 n(N) el JO 1 N). il se te",,; ne par 75. 
351 n(N) et 175 1 N (ct 175 est solution). 
N= 175(2P + 1) = 350P + 275. 
P est pair (sinon N se termine par 25). N = 700Q + 175. 
Q est pair (sinon le chiffre des centaines est pair). N - 14008 + 175 
Si 8 <!: l, N ~ 1575 (qui n'est pas solution, donc 8> 1). 

b) Si N = A99 ... 975 avec loK SN < JOK+' , K;z, 3 

91 n(N), 91N, 91A + 7 + 5, 91 A + 3 A = 6, pair, ce qui es! exclu. 
n y • donc un chiffre S7 entre A et 75. n(N ) S 5.72.A.9 K-l. 
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K-J 
d' où P~) < 1,225 qui implique K - 3 < 2 donc K s 4. 3:> K :> 4 

c) Si N a un cbiffre 9, alors 9/ n(N), 91 N 
N= 1575 (2P+ 1) = 3150P+ 1575 1575 /N 
N=6300Q+ 1575 
N= 12600R+ 1575 

Les seuls entiers à considérer sont 5 1975 et 39375 et ils ne sont pas 5Olu
uon. N n'a pas de chiffre 9. 

d) n(N)S5.7' = 12005 N s 60025 NS57 775 

n(N) S 52.73 = 8575 NS42875 NS37 775 

n(N)S35.7J =5145 NS25725 NS 17 775 
n(N) S 5.73 = 1715 NS8575 NS 7 775. 

Compte tenu de N = 1 400R + 175 el R > l. les seules solutioos à coosid~rer 
sont 7175 015775, qui ne sont pas solubons. 

In(N) =~ <=> (N = 0 ou N = 175j 

REMARQUES : 
La formulation de la seconde queslion peut poser pro bl~me. Tout 

d'abord, sugg~re-t-elle qu' il n' y a pas de solution? En d'autres tennes, un 
~noncé de ce type doit- il être formulé différemment suivant qu' il y • ou non 
des solutions? 

Par ailleurs, fau t-,l chercber IOules les solutions, comme l'ont fait : 
Pierre BARNOUrN (Cabris), René BENOIST (Palaiseau), Dominique 
DA VION (Doumettal), Edgard DELPLANCHE (C~teil), Thierry LEGA Y 
(Fontenay-sous-Bois), René MANZONJ (Le Havre), Charles NOT AR! 
(Noé), Dominoque PARINET (Loches), Marguerite PONCHAUX (Lille), 
Pascal PETER (La Rivière), Roger QUENTON (SeiUans), R.RA YNAUD 
(Digne), Pierre SAMUEL (Hossegor), Michel TANGUY (Quimper), donc, 
une majorité de lecteurs, ou faut-il prouver qu'il existe pour le moins uoe 
solution (Maurice BONNARD, Marie-Laure CHAILLOUT (Sarcelles), 
Pascal DEVOUGES, Gérard GOUBY (Bagnac slCélé), Christian JEAN
BRAU (Paris), Radek KRPEC (Ostrava - Rép ublique tchèque), Eric 
OSWALD, Vincent l'HILL (Migennes))? Que doit-on ~pondre à la ques
tion : «POIIVf1.·VOUS me passer le sel ?»? 

Qui plus est, a-I-on besoin d' ordinuleur pour ce genre de problème 1 Y a
t-il des malhématiciens "privilég iés> qui peuvent poser n' importe queUe 
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question de ce type il leur machine? Une solution est-cUe d'autant plus ~M
gante qu'eUe ne fait pas appel il l'ordina~ur? 

Beaucoup de questions classiques auxquelles je laisse cbaque lecteur 
répondre en fonction de son .intime conviction ... le conclurai en signalan' 
que la solution la plus rapide, qui ne fait pas appel lia machillC (si cc n'est la 
calculette ... ), semble ~trc la suivante: 

SOLUTION RAPIDE 
Appelons n,.(H) le produit de tous les cbiffres de N, il l'exception du 

II-t IC 

coefficient de loK. Si Na 11 chiffres, il est clair que :nN = 1: nlO 
"" 

(N) Il wIJ ,.(, . , 

Chacun des nr<N) ~t majo~ par 9" - l , on a la relation: 

(1) : 
N ~ 10' - 1 

n(N) 9' 

mais on a également: 
N 10"-1 10'· ' - 1 
-- ~ +== -'-

(2) : n(N) n •• (N) - 9' 

La premi~re question résulte facilement de la relation ( 1). Quant il la 

seconde, n7H) = 5 entralne que N (donc également n(H» e.t multiple de S 

et non de 10, bonnis pour la solution triviale N = O. 
Donc, en définitive, N est multiple de 15 ct De contient pas de chiffre 

pair, d'où il multe que N = IOOM + 75 et que 

n (N)= 35.n(M) = N =20M + 15 
5 

M vérifie dODC trois conditions : 
(al MD' a que des chiffres impairs 
(h) M" 1 (modulo 7) (car 'lOM + 15 est divisible par 35). 

~<l 
(c) nCMl 4 

La condition (c) entralnc, de par la relation (1), que M ne peut pas avoir 
plus de 5 chiffres. 

Si M a 5 chiffres, la relation (2) et la condition (c) entrainent que 
n.CM) > 6326, ce qui n'est possible que si les qualrC derniers chiffres de M 

sont des 9: compte tenu de la condition (b), seul conviendrail39999, mais 
n(3999975) = 68 8905; de mem., si M a quatre chiffres, n)(M) > 615 et on 
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peUL faire appel à la condition (a) pour éliminer IOules les pos ,bililés de 
solutions. Pour 3 chiffres, 2 chiffres el 1 cMfre, on trouve 6 possibililés pour 
M: 799, 379, 197. 5799 el 1 ; seule la dernihe correspond effectivemenl à 
une solution: N = 175. 

ÉNO ct °215 (Jacques AMON, Limoges). 
SOil! une fonction continue de [D, II --> R. et soit a et b respectivement l'int 
et le sup deJtI) sur [0,1). 

, 1 

Montrer que fo !(I) dl = 0:) fo 1'(') dl S - ab, 

SOLUTION de Marie KOPACKOVA (Ostrava - République Tchèque) 
Evidemment: , , , 
OS fo (b - f(x»(f(x) - a)ti;: =- fo f2(x)ti;: + (a + b)fo !(x)ti;: - ab. 

Nous obtenons: fa '!'(x)dx S (-ab). cqfd. 

AUTRES SOLUTIONS 
Maurice BONNARD, Michel CARRé (Monlpellier), Marie -Laure 
CHAlLLOUT (Soreelles), Régis CHARPENTIER (Evry), Dominique 
DA VION (Chambéry), Prancis DENOYELLE (Cambrai), Pascal 
DEVOUGES (Vitry s/Seine), Gérald GOUBY (Bagnac si Cé"!), Gérard 
HECQUET (Aureville), Christian JEANBRAU (Paris), Odile KERLEGUER 
(Igny), Thierry LEGAY (Fontenay sous Bols), René MANZONI (Le Havre), 
Charles NOTARI (Noé), Eric OSWALD, Dominique PARlNET (Loches), 
Serge PARPA Y (Nion), Mairice PERROT (Paris), Marguerite PONCHAUX 
(Lille), M. VIOlANI (Dijon), el la Sup 4 du Lycée Corneille (Rouen) et une 
solution faus e_ 

REMARQUES 

Plusieurs lecteurs ont fait remarquer que l'hypoth~se de continuité était 
trop fone (il suffit que f soit intégrable), et que l'égalité ne peut .voir Ueu 
que si la fonction pOSItive (h - Jtx»)(f(x) - a) est d' lDtégrale nulle, donc est 
presque panout nulle (panoul, dans le cas où! est conunue): si 1 est conti
nue, l'égalité n'a Ueu que pour fidentiquement nu lle. 

En outre, la classe de Sup 4 du Lycée Corneille de Rouen a cherché des 
généralisations de ce problème. Par exemple, le cas où !est en escalier 5Ug
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gère "énonct suivant: 

soient (M ,) ,_ n points d'un segment [AB ], et G le barycentre de ces n 

poinlS affectés de coefficients mi (i m i = 1) Alors :r.m i GM~ S GA .GB . 
1- l ,_1 

tNONŒ N° 214 (François Lo JACOMO. Paris) 

Un cube, d ' arSte unité, est coupé par un plan. Quelle est 1. surface maxi
male du polygone intersection? Quel est le périmètre maximal du polygone 
intersection? 

RÉPONSE: 
~solé de m'ltre approprié un problème aussi classique! ~s la parution de 
la revue, M. l>ELEHAM (Reims), M.VlDtANI (Dijon) et Charles NOTARI (Noé» 
m'oot signalé que ce problème était résolu dans Articles de mathénuniques 
d'E. EHRHART (Cédic 1985). Sinclrement, je l'ignorais .. . mais peut-être cer
tains lecteurs l'ignoraient aussi ! Ma foi, pourquoi ne pas remettre à l' hon
neur des problèmes classiques en suscilant des d<!monstrations nouvelles? 

.Sous un i~ond simple, écrit Eugène Ehrhart dans l'ouvrage sus-men
tionné, «rtaints qUtstions moIhématiques C<lchent de grand .. dijficu ltl •. En 
voici deux par exemple qui, à l 'essai, s 'aviTenl aussi rifractaires à la 8éo
milrie analytique qu ',} la géomélrit pure : quelle est la section plane d 'aire 
maximale d'un tl,raldre ou d'un cube ? La difficulti est d 'autant plus illal~ 
tendue que, intuitivement, on devine les réponses : JX1ur le tétraèdre, c'est 
une/ace, pour le cube, s 'est une section passant par deux arêles opposées. 

-J'avais posi la première dans Âm.rU:Qn MlIlhemD/kQ/ Mon/hly en 
janvier /962. Rts/ù d 'abord SaM réponse, eUe fu/ final~men/ résolue en 
dlcembre /963 par H.G.Eggl<slon, profes"ur à l'Université de Londres, 
dont l~s ouvrages sur les corps convexes font autorité. 

«Je ~ propose dt résoudre la uconde en m'appuyant sur un lemme 
classique" sur un théor~me importanl, aussi général qu~ simple, relatif aux 
corps convaes, le rhiortme tU Brunn. tTOp ignoré à mon avis» . 

Ce problème est également traité dans 14 Re.ue de Ma/himatiques 
Spicialo. , Mai 1966, nOIO. Le théorème de BRU"'''' sur lequel s'appuie 
Eugène E:HRHART, dit que 1. variation de l'aire de sections planes parallèles 
dJun corps convexe comporte au plus trois phases : croissance, constance. 
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d6:roissance. Plusieurs lecteurs: Jacques AMON (Limoges), René MANzONI 

(Le Havre), Marguerite PoNCHAUX (Li lle), ont proposé des solutions qui ne 
s'appuyaient pas sur ce théorème. 

La solution 1 plus élémentaire cOl peut-être la suivante: compte tenu 

qu'une section passant par deux arêtes opposées a pour aire fi , il suffit de 

prouver que toute autre section a une ilire SY2. 
Si panni les arêtes coupées par le plan, il n'yen a pas deux qui soient 

parallèles, le plan coupe au plus trois arêtes, la sectioa est un triangle ABC 

dont cbaque côté est au plus égal il une diagonale de face n , et dont la sur-

race vaut : 1- , AB.AC.sinA ;5; 1< n . 
2 

Si le plan coupe deux Brêtes parallèles maIS ne coupe pas deux arêtes 
opposées, l' intersection est un trapèzeADCD (vOIr la figure 1), dont la pro 

" 

B A S' r-- ---.;;.',----....,. 

A : 
! 

.-." 
" 

figure 1 

C' 

D 

j ection sur la face contenant AD est également un trapèze AB 'CD. Posons 
" = AD, v = BC = B'C ' , et appelons x la hauLeu r du trapèze prOjeté 

AB'C'D : la hauteur du trapèze ADCD vaut ~, et la surface de ADeD 

donc: -'- (II + \') fi+XT . 
vaut 2 

Mais Il = V + x (tan a + _1_) ~ v + 2x, si bien que la surface de ABCD 
tana 

est majorée par (II + v)~ , fonc tion qui décroît pour tout x car 

Il < 2 n, et qui donc, pour x ~ 0, est majorée par Il , donc par {2 , 

Restent les cas où le plan coupe deux arêtes opposées du cube, en B et D. 
Sul/otln APMEP · If' 393 -A",iJ.l./aJ t994 
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Admettons que ces deux arêles soient verticale.: les droiles porteuses des 
deux outres arêtes venicales coupent le pl.n en A el C. Choisissons un repè
re onhononné centré au centre du cube de leUe sone que l ' cOles a, b, C, d 
de A. H, Cet D respeGuvemenl vérifient: a ~ c. 112 ~ b ~ d ~ - 112. Quitte 1l 
lransfonner la figure pm une syméuie par rappon au cenLre du cube, on peut 
supposer en oulr. que b + d ~ O. ABCD é lanl un parallélogramme . 
a - b ::: d - Ct el trois cas peuvent se présenter: 
- soil a S 112, .uquel cas c = b + d - a ~ - 112 el l' intersecùon eSI précisé-

ment le parallélogramme ABCD (il esl clair que cS b + d est toujours 
2 

S 112). 
- soit 1/2 < a S b + d + 112 auquel cas on a encore c ~ - 112. et l'intersecùon 

es t un penlagune (le parallélo~'Tamme Lronqué d'un triangle de sommet A), 
- soii a > b + d + 112. donc c < - 112 ct l' inter>eclion est un hexagone (le 

parallélogramme tronqué d. deux w angles. l'un de sommel A. l'autre d. 
sommet C). 

Dans tous les cas. la surface du parallélogramme est égale à la nonne du pro-

duil vectoriel :ABAAD =( ~ ) 1\ ( ~ ) dODcà .; 1 + la- hl' + la - tA' 
b- a d-a 

Lorsque a S 112, donc lorsque le plan coupe le cube précisémenl selon le 
parallélogramme A1JCD. on peUl écrire (a _ b)2 + (a-(N S (Ia- bl + la _ dl)2 , 

a ~ b + d cst touJours supérieur à d . m",' si " < b, la - hl + Ia- dl = b -d S 1 
2 

cl s, a ~ b.la - bl + la-di S I-Cb + d) SI . do son. que l'on a loujours 

.; 1 + (a - b)l + (a - J' S fi . 

Si 112 < a Sb + d + 112. donc, si l'inlersection esl un pentagone (voir 

rigur. (2»). il esl clau que AM = a - 112 el ~~ z 
AB a-b 

M " 

AN =~ et com me l'angle iiAN est le / . .") ......... 
AD a-d , . " 0 

• -même que l'angle BA D , le triangle MAN a pour 

aire : la - 1/2)2 (aire du tr iangle ABD) 
(a- b)(a-Ô) 

..... ~ 

Fi figüre 2 

8uI1,lfn APMEP ri" 393 - AvriI-MaJ 1994 

210 

Bulletin de l'APMEP n°393 -  Avril/Mai 1994



(2) 

[J eslclairqucr> 1 ~u ;'V;'O (u-v= (b- 1/2}' - (d + II2)l) Cl que 
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2 
l'mégallté (2) éqUIvaut à: x + 2 + v Z S (x + il + U 2 _ V )1 

x - u 

ou 

Or. il suffit, pour que cene inégalité soit vérifiée, que: 

même, 

<l ' + 2U(" + u ' _ v ' ) + 2(u 2 
_ v ~ <: 2 + \' 2 

(x - Il) 

comme 
U1_V1 2 2 

(x - u) + --- <: 2 YI/ - V 
(x - u) 

ce qui eS l éviden t, 

1 - 211 + ,,2 = _ (b + d)2 li 0 entraine '1" 2 _ v 2 <: 1 _ 1/ 

que 

car 

AinsI s'achève la démonsttaUon de la premi~re question (section d'aire 
maximale). 

Ls dIfficulté du problème est sans doute liée au rail que sur les cinq cas a 
étudJer (lriangle, trapèze. parallélogramme, pentagone et hexagone) qualre 
admeuent le maximum cbercbé COmme valeur limite, el J'hexagone tend 
même vers ce maximum aux deux bornes de l'intervalle. aussi bien pour 
.. - v --> 0 que pour x --> + ... 

Mrus je VOUdraiS revenir sur une phrase d'Eugène EHRHART : «iJltuitive 
ment, on deville les ripo"sts •. Il r.udrait enquêter après de "mathématiciens 
non avertis" pour savoir vers quoi porte notre intuition. Pierre BARNOUIN 
(Cabris) s 'intéresse intuitivemenl aux sections contenant des axes de symé
trie, en nommanl "axes de symétrie d'ordre 3" les diagonales principales du 
cube. Mais si le théorème de BRVNN J)<!rmet d'affirmer que les plans cher
ché. passent nécessrurement par le centre de symétrie - el la d~monSlraùon 
d'Eugène EHRHART s'appuie là-dessus - , JI n'c t nullement évident que les 
tUes de symétrie aienl un quelconque rappon avec le problème. Remplaçons 
le ube par un paraUél~pjpède rectangle: il n'y a plus d'axes de symétrie 
d'ordre 3. La solution du problème t-elle fondamenta lement différente? Je 
serais davantage poussé li raue Jnlervenlt les sommets : les plans cherchés 
conuennent au moins trois sommets du cube. L'idée - que je n'ai pas menée 
à bicn. mais pcut·êlre certains lecteurs l' ont· ib fall ou sc sentent- Îls 
d 'anaque pour le faire - serait que si le pl.n contient au plus deu. sommets, 
il eSt possible de le rait. plVoler de sorte que la surracc soi t une ronction 
dérivable de l' angle. Ne peut-on pas affirmer que ladite fonction es convexe. 
Ct n'admet donc pas de maxunum? 

Venons-en à ln seconde question : «quelles sont les sections de périmètre 
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ma::dmum 1.,. Une fois encore, on s'attend à trouver un plan passant par lrois 
sommets au moins. et il semble que les s.ecuons de périmètre maximal soient 
les mêmes que les seclions d'aire maximale. Coïncidence? Toujours est-il 
que, compte tenu du fait qu'il existe des ,eetions dont le périmètre est 

211 + \'21, il suffit de démontrer que toute aUlre section a un périmètre 

S 2( 1 + 121. El il est possible de le Carre à coup d ' inégali tés , comme pour la 

question précédente : 

Les sections tnangulaires ont un périmètre S 3 fi < 2( 1 + ffl . 
A vcc les notauons de la figure (1 J, les sections trapézoi'dales ont pour 

périmètre : ,,+ l' +,v 1 + AB'z +,v 1 + C'OI . Or AB ' et C'D étant infé

rieurs ' à l , ,v 1 +AB,7 +,vI+C'D ' S( I +A:' ) +( I +C~D) et 

AB' + C'OS fi-JAB, l + C'O' = III - I'){ï . 

Dans le cas du parallélogranune, le périmètre vauL, avec les notalions de 

la première question : 2 (,v 1 + (a - &)1 + ,v 1 + (a _ d') . 
En posanl t = la - hl, nous avons vu que 0 S , S 1 elO S a - d S 1 - t, ct 

on vérifie faci lement que pour tout 1 e 10 , IJ, 

(3) ~;;. 1 + l'fi et ,v2 - 21 +T' _ fi - --'- (ce qui résulte 
1+ 2 I +fi 

par exemple de Ja convexité des deux fonctions). 
Dans le cas du peOlagont:, avec les notations de la figure (2) , n OUS avons : 

MB = 1 - - - 'VI + \O - b : ND= 1--- 'V1+\O -( a- 112) J L )' ( a - 112) J '- J' 
a-b a-d 

MN = " / (a- 112)' + (~)2 "llI- 112) " / (_1 )' + (_1 )' V a-b a - d V a - b a - d 

Si bien que le périmètre "aut : 

2 (,v 1 + Ia- h)' +,v l +10 - 01')-<0 - 112) y 

avec Y Y = A /1 + ~ + A /1 + ~ - A / _ _ 1_, + ~. 
'V Io-~ 'V ~ - JVIa-~- Io-J 

Comme 0;;' a - b :> d + 1/2:> 1 el O!. a - d!. b + 1/2 S 1. on peUL uti liser 
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l'in6galité (3) pour écrire : -V 1 '" Ia - bl2 
... -V 1 ... Ia- i S 2 + 2a- biïd 

1 + 2 
mais ce n'est pas suffisant : il raut en plus prou ver que si y ;:, l ct l ;:, l, 

(4) Yï+Y + ~ ;:, 'fi. ... fY+i 
pour aml'lller que Y 2: 'fi. > __ 2_ ce qui pennet de conclure. 

1 ... V2 
Quant 11 l' hexagone. son périmètre vaut : 

(
2 _ (a - 112) _ (a - b - d - 1/2 )) -V 1 ... fa _ bl ' + 

a - h a-b 

{
2_(a - 112 _ (a - b-d-1I2))-V1 +(a - cl ... 

a- d a-d 

(ca - 1/2) ... (a - b - d- 112») A / :-Lr + _ I- z 
'V (a - ~ fa-bl 

Si a - d S 1 (donc a - b S 1 J, nous sommes ramenés au cas précédent: le 
périmètre vaut : 

2(-V1 + !a-hl' +-V I ... fa-i)-(2a - b - d- I )Y 

avec Y ~ Y2 

Si a - d 1, nous sommes encore ramenés au cas précédent. car CD 

regroupant différemment les lennes. on voit que le périmètre vaut : 

2(~ 1 +(_1 )2 + ~ 1 ... (a-b)/)_ I - (b - d) 
a- d a-d a-d 

avec Z=(-VI +fa-i ... ~ 1 + (:=:f - ~ Ia - i ... (:=:r) 
Comme Q - d 2: Q - b > O. Z 2: 'fi. > 2 fi et l'on retrouve la majora-

1 ... 2 
lIOn souhaitée. 

Mais la solution calculaloire ci-dessus n'est pas nécessairement meilleure 
que celle proposée par Jean-Marie FAURE (Bruay cn ArtOIS), il Y a quelques 
années da .. la présente rubrique (problème n04). et que je ous laisse décou
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vrir en achelan! les 200 premiers problèmes de l'A.P.M.E.P. réunis par 
Dominique Roux. 

COURRIER DES LECTEURS 

À propos de l'énoncé 209, Jean RUFFIN (peyral) m'écrit : «En 1980, -
j'avais beaucoup étudié la fonction (x) = L. J.sin~ [ .. . ]. J'avais interrogé 

/1 = l 

l' Inspecleur Général RAMIS qui m'a envoyé la soluûon uûJisan! les fonc
tions presque périodiques, co précisant qu'cUe dépassait, el de loin, le niveau 
des CAPES •. 

Il me demande par ailleurs des éc/aicissements sur ma mlnoration, p.85 
N 

de L. ~ par un c{IM 
Il = 1 

En ce qui me concerne, c ' est Joseph OESTERLÉ qui, en 1978, m ' a -
soumis le problème : « L. ~sin~ e5l-elle non bornée sur R 1. el la solu-

I!I '" 1 

Lion que je propose n'est pas de moi: c'est, un peu rerédigée. ceUe que m'a 
eovoyée Gérald TENENBAUM en 1986. 

Pour cc qui est de la minoration, le 1béorème de DIRICHLET qui di t. en 
subslance, qU'II y a presque autan l de nombres premiers congrus 11 1 modulo 
n que de nombres premiers congrus 11 3 modulo 1\ (ulle étude plus appmfon
dic montre qu'en réali té il y il un peu plus de nombre premiers congrus à 3 
modulo n que de nombres premiers congrus à 1 modulo Il: voir par exemple 
William J.EUison et Michel Mend~s-France , us Iwmbres premiers, Parls
HermaJln 1975, p.27S el suivanles), peUl se préciser de plusieurs façons , par 
exemple (ibid_, p.293) 

I, Inp ~ _2- + 0 j,thn .rî 
P" I"",d K) <p(K) 

H élanl un réel quelconque, les conslantes du «0» ne dépendant que de H, 1 
élanl premier avec K ct tp(K) désignanlle nombre d'entiers entre 1 el K pre
miers avec K (donc tp(4) = 2). 

En choiSISsant fi = 2, 00 voii que la somme des logs des nombres pre-
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• • ,Iii ~ 
ffilers congrus à 1 modulo 4 et campns cntre t ct e vaut: 

1 -Iii (1 1 4Vne + o ;~ 

Or. chacun de ces nombres vaut: • .r. + 0 (h t.r.) 
Leurs logarithmes valent Vn + o(h) si bien que la somme des mversesde 

ces nombres premicNi vaut: 1..- + o( !n) 
4n n 

En définitive. L .!. = IDm +011) 
r.. p 4 

ppremier SL 
p.1 (e) 

On peul en dire aUlanl de 1: In( 1 + I1p) el donc: 

TI (1 + .!.) = exp(ln ~p, + 0(1)) 
pprem1er $p r P 

p.1 ([l'1)d4) 

d'où le résultaI. vu que p, > r. 

LES 200 PREMIERS 
PROBLÈMES 

DE L'A.P.M.E.P. 
rt.nlt 1'* Domlllfql.oe ROUX 

\ l' 1 1 \1 1 " 
• fAomltrl4t JI 

.... hU""I" ... r ..... -M.E.l". 

- ---,:0:0;----' 
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h(UÜ ~ la foi4 Je uo444. 

~Ia~tiu~ 

Hf,8 .2 t:I.u ''.200 ~ pIUl-

~ Je i'1I.p.Me.p. Il 

A1TENTION 
La solution du problème n· 120. page 73 • 
"sauté" au montage. Celte page manquante 

sera publiée dans le n· de juin du Bullttin. 
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