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Les problémes de I'A.P.M.E.P.

Cette rubrigiue prepose des problémes choisis pour
Voriginalité de lewr caraciére ; esthétique, subril, ingé-
niewx, voire récréatif, dont la résolution nécessite ini-
riatives, démarche inventive, recherche, effort intellec-
tuel.
Elle accueille tous ceux qui aiment inventer, chercher
de «beaux problémess ... si possible rouver des solu-
tions, et les invite d donner libre cowrs & lewr imagina-
lion créatrice,
Priorité est naturellement réservée aux énoncés compo-
sés par des collégues et au dialogue ouvert enire eux
par le jemu des réponses el des solutions qui sont a
envoyer a Vadresse suivanie (réponse d des problémes
différents sur feuilles séparées S.V.P.) :
Francois LO JACOMO
21 rue Juliette Dodu,
75010 PARIS

ENONCES

ENONCE N° 222 (1.-P.FRIEDELMEYER, Strasbourg)
Démontrer que pour tout entier naturel n 2 1, le nombre ; hxO
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ENONCE N° 223 (Igor CHARIGUINE, Moscou)

On inscrit dans un cercle T le trapdze ABCD, de bases [AD] et [BC]. Le
cercle inscrit dans le triangle ACD a pour rayon r, &t est tangent & (AD) en M.
Montrer que le cercle angent aux segments [AM] et [BM] et au cercle I a,
lui aussi pour rayon 7,

ENONCE N° 224 (Frangois LO JACOMO, Paris)
Montrer que guels que soient a et b, entiers non nuls, et pour tout réel

2 u
expl—} - —| =
p‘a) by + 1

SOLUTIONS

£> 0, il existe u et v entiers tels que

£
5
1]

ENONCE N°207 (Marie-Laure CHAILLOUT, Sarcelles)
Combien y a-t-il de fagons de payer une somme de 199,20 F en pidces de
10 centimes, 20 centimes, 50 centimes, 1 F,2F, 5Fou 10 F?

REPONSE de Pascal Peter (La Riviere)

E:d '

«Souhaitant que les longues heures de sommeil repoussé dont ce probléme
m‘est redevable mauront au moins permis d’en approcher la solution, je ne
résisterai pas plus longtemps que la fin de cette phrase & I'envie d'écrire le
nombre que j'ai trouvé, avant que de dire comment : 11 400 817 260»

fondd

SOLUTION d'apris Marie-Laure CHAILLOUT
Cela revient A chercher le nombre A, de solutions dans N de I'équation :

10(10%, + 535+ 24 + Xg) + (Sts + 25+ X7) = n = 10g + r avec qn[-l-”a]

0sr<9,

Pour 0 S/ < g, & chaque solution de 10x; + 5x, + 2xy + 1, =i comespond
T 0(4-i5+ SOIuLIONS de notre probléme, en appelant T'g, ,, le nombre de solu-
tions de Sxs + 2+ Xy = 10k +r.

Si on appelle §, le nombre de solutions de 10x; + 5x;+ 2y + x, =i, ona

q
donc:: N.=Zsir1nw-.|+:

i)
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On commence par calculer 7 ,, : & chaque valeur possible de x; (entre
0 et 2k ou 2k + 1 suivant que r < 5 ou r 2 5) comrespondent :

1+[M}wmiblesdeg{mndam [x] la partie entidre de

2
5110+ -5
x). el xy en résulte, de sorte que Tiokr= 2, 1 +[%—J-] + 500
j=0

s(r) éant nul si r 2 5, mais compensant le terme en trop de la premiére
somme (qui aurait dd s'arréter A j = 2&) lorsque r < 4, soit : 5(0) = 2,
s(D=s2)=1etpourr23,s(r)=0.

{oequan&Lnu:eChallbutﬁcnls(aj-—(l2+[] r|+2+[] r))

L intérét de sommer jusqu'a 2k + 1 est que 1'on peut regrouper les lermes
deux par deux en utilisant la relation vraie pour loul entier

k
xi[g]"'[x; s]=x+ 2, donc Tyoesr=( 2 (10k + 1)~ 10|+ 50)
= =l

[Troes =tk + DBk +r~D+s@] (1)
En particulier, Tyg = 199201.
Si maintenant { = 10x + y (0 < y £9), & chaque valeur de j comprise entre
0 et x correspondent, si 1'on choisit x| = x - j, T}y, ., solutions de
10x; + 51:1 Qv+ r..-l de sorte que

s,=2rm,+,=s):;u+ D+ G- DZG+ D)+ so)le+ 1)
J=0 =0 0
=%x(x+ 1)(x+z)+ @ - D + D(x +2) + (x + Ds(y).
Par ailleurs, sin = 10g + r, Iaformuk(l)donm
Trog-ier =5~ (n+ 4)i + Ta_

i
d'oi: No=Y[5i*-(n+4)i+TJS;
i)
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une simple calculette suffit: comme ¢ se termine par un 9, il suffit de som-
mer (d"abord par rapport & ¥, puis par rapport 2 x) §; , i5; et  S; en utilisant
au mieux les sommes de coefficients binomiaux et les relations :

9 9 9 9
3y -1D=35.Fs0)=4, Tyor-1)=240, Yys)=3 erc..., ce
y=i =0 0 y=0

|0x+ 9 "
quidonne: 3 S,=IOOC:+:+ 35C2+4(x+ 1)
i=10x
10x+9
4 3 2
2 i5:=4000C ;- 1500C ., + 320C ., - 77(x + 1)
i=10x
10re @ . 2
¥ #5,2200000C_, - 202000C",, + 51150C , + 260C ,,
1= |0y
+1745(x + 1)

puis, ¢n sommanl par tapport A x ;
199

4 3 1
ES.‘= lmcn » 35c22 % 4031

i=0
198

L] B 3 1
2is,=4000C,;-1500C,, + 320C,,- 77C,,
=
199

L E 4 3
E 115,320000002,‘ = 2020&)023"‘ 5[ 150012 + 2600:]

i=0
+1745C,,
d'ol
& 5 4
No=1000000C 24 — 8994 000C 11 + 23 169 850C 22

3 3 2
+ 1300C,, + 6333315C,, + 959221C,,

et le résullal est accessible avec une calculatrice normale, d'autant que
chague terme est divisible par 70.
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Autres solutions ;

Edgard DELPLANCHE (Créleil), Francis DREY (Curepipe - Tle Maurice),
Jacques LEGRAND (Biarritz), René MANZONT (Le Havre), Pascal PETER
(La Riviére), Marguerite PONCHAUX (Lille).

Solutions partielles :
Denis HARTEMANN (Cayenne - Guyane) et M, VIDIANI (Dijon)
... et deux solutions fausses,

Remarques

Eugene EHRHART signale un résultat plus simple, traité dans son livre
Polyndmes arithmétigues et méthode des polyédres en combinatoire :
«Combien y a-1-il de fagons de payer une somme de n francs en pigces de 10,

20, 50 ou 100 centimes 7» La réponse étant : N,,=;—(n + 12+ 1)Gn + 6)

Ce n'est en fait qu'un cas particulier du calcul de §; , pour y = 0. Pour y = 2
(donc e nombre de facons de payer n francs el 20 centimes en pitces de 10,

20, 50 ou 100 centimes), on aurait N;.=é{n + 1)2n + 3)(5n + 4).

Alors que Mane-Laure Chaillout, elle, rajoute les pidces de 5 centimes:
le nombre de manidres de payer 199,20 FF en pitces de 5, 10, 20, 50 cen-
times, 1,2, 5 et 10 FF vaut : 3397 980594 955,

Ces nombres semblent énormes, mais, nous dit Edgard Delplanche
(Créteil), il est peut-8tre utile de rappeler le nombre de partitions en entiers
positifs de 200: 3972999029 388, calculé par MacMahon et cité par Hardy
and Wright.

Deux questions se sont posées i propos de cet énoncé: d'abord, dans
quelle mesure a-t-on besoin d'un ordinateur pour faire des mathématigues ?
René Manzoni nous propose deux programmes élémenlaires, 1'un en Turbo-
Pascal 6.0 et 'autre en Turbo-C 2.0, confirmant le résultat qu'il a, par
ailleurs, trouvé «mathématiquement», et dont I'exécution, sur ordinateur 486
DX - 33 Mhz, a demandé respectivement 2h20mn et 2h32mn. C'est le Pascal
qui gagne | et le mathématicien gagne quelques heures de sommeil au détri-
ment de sa machine. Néammoins, les résultats oblenus par ordinateur ne sonl
pas tous exacts, méme si I'erreur est alors imputable. non 2 la machine, mais
au programmeur.

Bullerin APMEP - w2891 - Décenbee 1595
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PROGRAMME EN TURBO-PASCAL (6.0)
PROGRAM Monnaie ;
USEE Crt , Dosms ;
VAR t,u,v,w,x,y,ul,vli,v2,wl, xl,yl,y2:Integer ;
kO,kl,p : Longlnt;
BEGIN
ClrScr ; kO0:=0 ; kl:=0 ; p:=1000000;
FOR t:=0 TO 19 DO
BEGIN ul:=39-2*¢;
FOR u:=0 TO ul DO
BEGIN vl1:=5*(ul-u)+4 3 v2:=vl DIV 2 ;
FOR vi=0 TO v2 DO
BEGIN wl:=vli-2%y ;
FOR w:=0 TO wl DO
BEGIN x1:=2*{wl-w);
POR x:=0 TO x1 DO
BEGIN yl:=5%*(x1-x)+2 ; y2:=y1 DIV 2 ;
FOR y:=0 TO ¥v2 DO

BEGIN
Inc(k0) ;
IF kO:=p THEN
BEGIN
kC:=0 ; Inc(kl) ;
END;
END;

END; END; END; END; END;

Writeln(’ Le nombre de fagons de payer 199,20
francs en pidces de 10, 20, S0 centimes,');
Writeln(’' et de 1, 2, 5, 10 francs, est égal & :');

Writeln ;
Write (' *); Write(kl);
FOR t:=1 TO 6 DO

BEGIN

p:=p DIV 10;
Write(k0 DIV p);
kO:=k0 MOD p;
END;
Writeln;
REPEAT UNTIL KeyPressed;

END.
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PROGRAMME EN TURBO C (2.0}

/*PAIEMENT®* /
#include<stdiso.h>
#include<conio.h>
main({ )
{
int t,u, v, w,x,y,ul, vl v2,wl x1,yl,v2;
long int k0=0, k1=0, p= 1 000 000;
for (£=0; t<=19; ts++)
{(ul=35-2*t;
for(u=0; u<=ul; u++)
{vi=5+%(ul-u)+4; v2=vl1/2;
for (v=0; wv<=v2; vi+)
(wl=vl=-2%y;
for(w=0; w<=wl; w++)
{x1=2*(wl-w);
for (x=0; x<=x1; xX+¢)
(v1=5%(x1-x)+2; y2=yl/2;
for({y=0; y<=y2; y++)
(
k044
if{kl0==p) (kO0=0; kl++;)
)

b ol e |
orintf L Le nombre de fagons de payer 199,20

francs en piléces de 10,20,50 centimes, \n");
printf ("et de 1, 2, 5, 10 francs, est égal a:\mn");
printf (*\t% 147, kl);

for (t=1; t<=6; t++)
{
p=p/10;
printf (*% 1d*, ki/p);:
kO=k¢ % p;
}
printf (*\n");
do () while (! kbhit({ });
]
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Enfin et surtout, la question posée peut 8tre envisagée comme un cas par-
ticulier des développements «@ la Herschell» : le nombre cherché est 1'expo-

sant de x'*% dans le développement en séric de
1

[(1 ~x)A-xD - A=A -2 -2 -1”";}

El ¢'est ce qui a beaucoup préoccupé, notamment, M.VIDIANI (Dijon),
qui en a profité pour tester sur ce genre de développement le programme
Maple sous Windows, sur un 486 A 66 Mhz. Plus précisément, |'ordinateur

“ _Jlﬂﬂf
~0) (A=) -2 (1 =29 (1 -x2) (1 )

1

calcule le polynGme [ u

de degré 512, qu'il suffit de multipliet par l—l—-'w pour obienir lc résultat
'
voulu, Le résultat, aprés quelques essais, est un impressionnant document de
vingt pages obtenu en seulement quelgues secondes, sous réserve que 1" addi-
tion finale est laissée aux soins du lecteur (je 1'ai vérifiée : ¢a marche!).
Toutefois, le fail que cet énoncé puisse éure résolu par une méthode lour-
de mais trés générale ne signifie pas qu'il faille recourir & cette méthode trés
générale pour traiter ce probléme trds particulier. L intérét d'un probleéme de
ce type n'est pas seulement de prouver qu'on peut le résoudre comme cas
particulier d'un probleme classique et général, mais surtout de prouver gu’on
peut le résoudre gutrement, compte tenu de ses particularités, au prix de cal-
culs qui ne sont pas démesurés par mpport au probléme. Je reconnais qu'il ¥
a 1a mati¢re & débat. ..

ENONCE N°208 (Eugéne EHRHART, Strasbourg).

Construire un point dont la somme des distances aux sommels d'un
tétraedre isoctle soit minimum (un 1étraedre «isocéle» est un losange gauche
avec ses deux diagonales).

SOLUTION de R RAYNAUD (Digne).

Soit ABCD un tétraddre isocéle: AB = BC = CD = DA,

Chacun des segments [AC] et [BD)] est dans le plan médiateur de |'autre,
et la droite (//) qui joint leurs milieux respectifs est leur médiatrice commu-
ne.

Soit M un point quelconque de I'espace. Projetons-le orthogonalement en
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m sur (1]} et en H sur le plan BDI ;
(mi) L (1)),

MB + MD > HB + HD A : o
HB + HD 2 mB + mD. ey D s
Donc MB + MD > mB + mD. . AH

De méme MA + MC 2 mA + mC. I} v )
Le point M rendant la somme :

S =MA + MB + MC + MD mini-
male est donc & rechercher sur la c 8 B'
droite (L),

Par rotation autour de (//), amenons [8D] en (8'D'] tel que B'D' ait la

direction et le sens de E(
Pour toul point M de (1), § = 2(MA + MB').
Et § est minimale quand M est le point commun 3 (/) et (AB').

Autres solutions:

Pierre BARNOUIN (Cabris), Michel BIGOT (Octeville), Guy BOUCHER
(Paris), Edgard DELPLANCHE (Créteil), Jean LEFORT (Wintzenheim),
René MANZONI (Le Havre), Charles NOTARI (No€), Maurice PERROT
(Paris), Marguerite PONCHAUX (Lille) et Michel TANGUY,

Remarque :

Ce probléme de la somme dses distances d"un point & trois ou quatre poinis
du plan ou de 'espace fascine beaucoup de lecteurs et revient souvent, par
exemple comme proposition d'article (voir également 'énoncé 181). Voici,
par exemple, un programme informatique proposé an passé par J. COU-
VERT (La Ferté Bernard). pour déterminer des lignes de niveau de
§ = MA + MB + MC et approcher le point de Fermal rendant cette somme
minimale (programme en BASIC GFA).

FERMAT GFA Somme des distances MA+MB+MC = Cste (N%) BASIC
GFA

PRINT *Donnez les coordonnées des sommets A,B,C
(319 x 184)"

INPUT “coordonnées de A:";xa,va

INPUT *coordonnées de E:";:;xb,yb

INPUT “coordonnées de C:Y;xc,yc

INPUT “Valeur de S=MA+MB+MC recherchée ";n%

* tracé du triangle

Bulletin APMEP - o071%9] - Décumbee 1955
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CLS
LINE xa,ya,xb,yb
LINE xb,yk,xc,yc
LINE Xxc,yc,xa,ya
* tracé de la ligne de niveau nt
DIM s8(31%,1%%)
FOR j=MIN(ya,yb,yc) TO MAX(ya,yb,yc)
FOR i=MIN(xa,xb,xc) TO MAX(xa,xb,xc)
ma=SQR((i-xa) "2+ (j-ya)*2)
mb=SQR({ {i~-xb)*"2+ (j-yb)"2)
mc=8QR( (1i-xc)*2+(j-yc]) *2)
s5%(i,7)=INT (ma+mb+mec)
IF s%(i,j)=n% OR s%(i,§)=n%-10 OR s%(i,qj)=n%-15
OR =% (i,3) = nt - 20.
PLOT i,3
ENDIF
NEXT i
NEXT 3
VOID INP(2)

— —

A(30:30),B(250:45),

C(180:180)

§=MA + MB + MC =

355.345.340: 335; 330.

En tireté, les arcs capables de 120° pour les ¢

chiés (AB]. [BC] et [CA].

Leur point commun, F, est le point de Fermat : FA + FB + FC minimum,

Variation non linfaire du diaméire des ovales en fonction de S,

Le point de Fermat ne se trouve pas au cenire de ces ovales?

Nos lecteurs trouveront la solution de l"énoncé 209 dans le Bulletin n° 392,
Hubigiin APMEP - o*39] - Décambre }991
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