
Les problèmes de l'A.P.M.E.P. ' 1 

Celle rubrique propose des probltmes choisis pour 
l'origilJa/ill! de leur caraclb'e: e.flhétique. sublil. ingi­
nieux, voire récriaJlj, dom la résolution nécessite in{­
({Olives. dbnarche invtnfivt . recherche . effort inltller ­
luel. 

Elle accueille tous ceux qui aiment illventer, chercher 
de .. beaux probMmts; . . si possible trouver des solu­
tions. el les [",4ft à dal/ller libre cours â leur imagilla­
t jOl1 créa/ r i c~. 

Priorilé est nalUrellemem réservle aux énoncés compo­
is par des comgues el au dialogue ouvert tIIlre el/X 

par le jeu du ripo""s el des soluliol" qui sont li 
elJvo)er à l'adre se suiwmle (réponse à des probltmes 
dljfü"'1S sur feuilles séparüs S. V.P.J : 

FTançois LO JACOMO 
21 rue JuJielk Dodu, 

75010 PARIS 

ÉNONCÉS 

É ONCÉ N" 222 (J .-P FRŒDELMEYER. StrllSboutg) 
DémonlJ'er que pour tout entier nalurel n ~ 1. le nombre : 

x = 1 + 1 + 1 

• (20052; )" { 2CO S~r (2COS 8
;)" 

est un emicr naturel égal 11: 

x.= L (-I)'3 '-3'~2p C :_2P 

- \ 

~ 

~ 

C) 

21, , 
I~ 

Ho 1/ -

0",""'/31 

Bult,.",.ItPMEP · II ~J91 . Di«fl l br~ IWJ •• 

1((" rUr 
i 
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'-"NONe!';: N° 223 (Igor CHARIGUINE, Moscou) 
On inscrit dans un cercle r le trapèze ABCD, de bases [AD] et [BC] , Le 

cercle inscrit dans le triangleACD a pour rayon r , et est tangent à lAD) en M . 
Montrer que le cercle tangent aux segments [AM] et [BM) et au cercle r a, 
lui aussi pour myon r. 

ÉNONCÉ N° 224 (FrdJ1Çois LO JACOMO, Paris) 
Montrer que quels que soieDl a et b , ent.iers non nuls. et pour tout r~ c l 

e> O. il existe" et. entiers tels que 1 e.p(~) - bv: Ils -7 
SOLUTIONS 

ÉNo CÉ °207 (Marie-Laure CHAILLOUT, Sarcelles) 
Combien y a-t-il de façons de payer une somme de 199.20 Fen pièces de 

10 centimes, 20 centimes, 50 centimes, 1 F, 2. F, 5 Fou 10 F ? 

RÉPONSE de Pascal Peter (La Rivière) 
[ .. ] 
«Souhaitant que les longues heures de sommeil repoussé dont ce problème 
m'est redevable m'auront au moins permis d'en approcher la solution. je ne 
résisterai pas plus longtemps que la fm de celle phrnse il l'envie d'écrire le 
nombre que j'ai trouvé. avant que de dire comment : 11400 817 260" 
[, .. J 

SOLUTION d'après Marie-Laure CHAn..LOUT 
Cela revient à chercher le nombre N, de solutions dans N' de l'équation : 

Hl(lOx, + 5. 2+ 2.f, +.1.) + (5.\, + 2x. + x,) = Il = IOq + ravec q= [l '~] , 

Os rS 9, 
Pour 0 s , s q, il chaque solution de llli, + 5X2 + 2x, + X4 = i correspond 

1" 0<,,-1)., SOlutions de notre problèm , en appelant T, o. .. le nombre de solu­

tions de 5x, + 2. ... + X, = IOk + r. 
Si on appelle S, le nombre de solutions de 10., + 5"2 + 2x, + x. = i • on a 

" donc : N ~"T 
JI = LJ.J, 10 ~q-" ~ r 

i ~ 
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On commence par calculer T,lit., : Il chaque valeur possible de Xs (eolre 
o et 2k ou 2k + 1 SDiV3ll1 que l' < 5 Ou l' "- 5) correspondenl: 

1 + [ IOk + ; - 5XS] valeurs possibles de -" (en nOlanl [x] la partie enti~ de 

,.., [ ] IOk + l'- y 
x). el., en résuUe . de sorle que T ,o,.,= ,L 1 + 2 ~ + s(r) 

J.O 

s(") élanl nul si ,. "- 5. mais compensam le lenne en IfOp de la premitre 
somme (qui aurail dO s'acrêler à j = 2k) lorsque l' ,; 4. soil : seO) = 2, 
s(l) = s(2) = 1 el pour l' "- 3, s(r) = 0 , 

(ce que Marie-Laure ChaiUoul écril :s (ry = HI2 + [f] -ri + 2 + [i] -r) ). 
Lïnrérêl de sommer jusqu'à 2k + 1 esl que l'on peul regrouper les lennes 

deux par deux en uliiisaOl la relalion vraie pour 10UI enlier 

x : [i] +[.t; 51=x+ 2 . donc T,o,.,=~(IOk +r - 1) -10+ s(r) 

1 T,o, .. = (}t + 1)(5* + r- 1)+ s(ïï! ( 1), 

En par1iculier, T,m = 199201. 

Si m.iolenanll = IOx + Y (0'; y!i 9), à chaque valeur de j comprise enlre 
o el x correspondent, si 1'0 0 choisil x, = x - i . T'OI. y soluLions de 
10x, + 5x, + 2xJ + X. = 1. de sone que 

x 

S,=LT,o!.,= 5Lj(j + I)+ (y - I)LU+ 1)+ s(y) ,(x+ 1) 

JJJ j-{J JJJ 

=,lx(x + I )(x + 2)+!(y-1) (:c + 1)(:c+2) + (x+ l)s{y) , 
3 2 

Par :uUeurs. si n = JOq + r, la fonnule (1) donne: 

d'où: 

T, o",-,) " = 51'- (n + 4)1 + T. , 

• 
N. = Lis i l _ (11 + 4) i + T Js; 
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une simple calculeue suffit : comme q se termine par un 9, il suffit de som­
mer (d'abord par rapport à y, puis par rapport 11 x) Si ,ISi et l' Si en utilisant 
au mieux les sommes de coefficients binomiaux et les relations: 

9 9 9 9 

L(y - 1} =35, ~>(y ) =4, Der -I ) =240 , Ds(y) = 3 etc ., ce 
)-0 _.... yJ) yJ) 

1O;r ... 9 :1. 2 

quidonnc: L S. = l00C .. 2+35 C ... z +4(x + 1) 

i .. IO.r 

LO",. 9 

1.10 ... 

L i' S, = 200000C~ .. - 202000C:, + 5J 150C:, + 260C~, 
i _ 10", 

puis, en sommant par rapport à x : , .. 
• l l L S ,= lOOC
'2 

+ 35C '2 + 4C 2I 

/.0 

, .0 

d'où 
6 S • 

N n = 1 OOOOOOC,,-8994 000C,, + 23 169850C12 

+ 1745 (x + 1) 

1 
+ 1745 C 2I 

, , ' 
+ 1300C

" 
+ 6333315C'1 + 959221C;, 

el le résullal CSI accessible avec une calculatrice normale, d'aulant que 
chaque terme est divisible par 70. 

620 

Bulletin de l'APMEP n°391 - Décembre 1993



AulTes solutwns : 
Edgard DELPLANCHE (Crétei l), Francis DREY (CUJ"Cpipe - Ile Maurice). 
Jacques LEGRAND (Biarritz). René MANZONl (Le Havre). Pascal PETER 
(La Rivière). Marguerite PONCHAUX (Lille). 

Solutions pil"I.lles : 
Denis HARTEMANN (Cayenne - Guyane) et M. VID1ANI (Dijon) 
... et deux solutions fausses. 

Remarques 
Eugène EHRHART signale un Iésultal plus simple. trailé dans son livre 

PO/YI/Oilles arithmétiques el méthode des polyM,ts 0 11 combillatoirt : 
«Combien y a-I-i1 de façons de payer une somme de n francs en pièces de 10. 

20. 50 0u 100 centimes 1» La réponseéUlnl : N" = .!.(/l + 1)(2/1 + 1)(5n + 6) 
6 

Ce n'est en rail qu ' un cas particulier du calcul de Si . pour y = O. Pour y = 2 

(donc le nombre de façons de payer 1/ francs et 20 centimes en pièces de 10. 

20, 50 Ou 100 centimes). on aurait N. = 1 (11 + 1) (211 + 3)(511 + 4) . 
6 

Alors que Marie-Laure Chaillou t. elle. rajoute les pièces de 5 centimes: 
le nombre de manières de payer 199,20 FF en pièces de 5, 10. 20, 50 cen­
times. l. 2. 5 el 10 FF V311t : 3397980594955. 

Ces nombres semblen t énormes. mais, nous di t Edgard Delplanche 
(Créteil). il est peut-être utile de rJppeler le nombre de panitions en entiers 
positifs de 200: 3972999029 388, calculé par MacMahon et cité par Hardy 
and Wright. 

Deux questions se sonl posées 11 propos de cel énoncé : d·abord. dans 
queUe mesure a-I-on besoin d' un ordinateur pour raire des mathématiques? 
René Manzoni nous propose deux program mes élémenlll1res. l'un en Turbo­
Pascal 6 .0 et J'autre en Turbo-C 2.0, confirmant le résultai qu'i1 a, par 
ailleurs. trouvé «mathématiquement», et dontl'exécuûon. sur ordinateur 486 
DX · 33 Mhz. 3 demandé respectivcmem 2h20mn el 2h32mn. C'est le Pascal 
qui gagne 1 et le mnthématicien gagne quelques heures de sommeil nu détri­
men! de sa machine. Néammoins. les résultats oblenus par ordinateur ne SODI 
pas tous exacts. même si l'erreur est alors imputable. non " la machine. mais 
au progrommeur. 
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PROGRAMME EN TURBO-PASCAL (6.0) 
PROGRAM Monnaie ; 
USES Crt, Dos ; 
VAR t , u,v,w , x,y , ul , vl,v2 . wl,xl.yl , y2:Integer 

kO , kl, p : LongInt ; 
BEGIN 

C1rScr ; kO: =O ; k1:=0 
FOR t:=O TO 19 DO 

BEGIN ul:=39-2't ; 
FOR u:=O TO ul DO 

p:=1000000 ; 

BEGIN vl:=S· (ul-u)+4 1 v2::vl DIV 2 
FOR v:=O TO v 2 DO 

BEGIN w1:=vl-2*v ; 
FOR w: =0 TO wl DO 

BEGIN x1:=2*(wl -w); 
FOR x:=O TO xl DO 

BEGIN yl: =s*(xl-x)+2 y2:=yl DIV 2 
FOR y:=O TO y2 DO 

BEGIN 
Inc(kO) ; 
IF kO:=p THEN 

BEGIN 
kO:=O Inc(kl) 

END ; 
END; 

ENO;END;ENO;END,END; 
Writeln ( ' Le nombre de façons de payer 199 , 20 
francs en pièces de 10 , 20 , 50 centimes , ' ) ; 
Write ln(' et de l , 2, S, 10 francs, es t égal à ,' ) ; 
Writeln ; 
Write ( , , ); Write (k1 ) ; 
FOR t: =l TC 6 DO 

BEGIN 
p:=p DIV 10 ; 
Write(kO DIV pl ; 
kO: =kO MOD p; 

END; 
Writeln; 
REPeAT UNTIL KeyPressed; 
END . 
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PROORAMME EN 'TURBO C (2.0) 

/" PAIEMENT" / 
#include<s t dio.h> 
Minclude<conio . h> 
main ( ) 
( 

int t,u,v,w,x , y , ul,vl , v2 , wl,xl,y1/y2 i 
long int kO=O , k l =O , p= 1 000 000 ; 
fo r (t=O; t<=19 ; t++) 

(ul=39-2>t ; 
f or(u=O ; u<=ul; u++l 

(vl=5>(ul-u)+ 4; v2=vl/2 ; 
for (v=O ; v<;v2 ; v++) 

(wl=vl - 2~v ; 

for(w=O; w<=wl ; w++ ) 
{xl=2' (wl-w) ; 
for (x~O; x <=xl ; x++) 

(yl=5*(xl- x)+2 ; y2=yl/2 ; 
for(y=O; y =y2 ; y+ +) 

( 

kO++ 
if (kO==p) (kO=O ; kl .. ; ) 

1 1 ) l l 
printE (" Le nombre d.. façons d .. payer 19 9 , 20 

francs e n pièces de 10,20,50 centimes , \n ~ ); 

printf ( " e t de 1 , 2 , 5 , 10 francs, est éga l à : \n " ) ; 
printf (" \tt I d" , kl); 

for (t=l ; c <=6 ; t ++) 
( 

p=p/l0 ; 
printE ("'1; Id" , kO/p) ; 
kO=kO '!; p ; 

printE ( " \n") ; 
do (l while (! kbhit( » ; 
) 

Ilull.erm IJlMEP · .. ·J91 . D ~brt I99J 
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Enfin et surtou~ .... question posée peut etre envisagée comme un cas par­
ticulier des développements «à la H=hell ~ : le nombre cherché est I·e.po­

sant de xl992 dans le développement en série de 

1 

Et c 'est ce qui a beaucoup preoccupé, notamment, M_VlDIANl (Dijon). 
qui en a profité pour tester sur cc genre de développement le progmmme 
Mnple sous Windows, sur un 486 Il 66 Mhz. Plus précisément, l'ordinateur 

• Il _ xlOOI 

calcule le polynôme [(l-x) (1 -_rl) (1-.') (1 _ .10) (1 _ .'0) ( l-rO)] 

de degré 512. qu ' il umt de multiplier par 1 1 pour obtenir le résultat 
(1 _ xlool 

voulu. Le résultat, aptès quelques essais. est un impressionnant document de 
vingt pages obtenu en seulement quelques secondes, sous réserve que l'addi­
lion flOale est laissée aux soins du lecteur (je l'ai vérifiée : ça march !). 

Toutefois, le fait que cet énoncé puisse être résolu par une méthode lour­
de mais très génémle ne signifie pas qu'il faille recourir 11 celle méthode Irès 
générale pour uailer ce problème très particulier. L ïntérêt d'un problème de 
ce type n'est pas seulement de prouver qu 'on peutie résoudre comme cas 
paniculierd' un problème classique et général, mais surtout de prouver qu'on 
peul le résoudre autrement, compte tenu de ses panicularilés, au prix de cal­
culs qui ne sont pas démesurés par rapport au problème. Je reconnais qu'il y 
a là matière à débat .. . 

ÉNONCÉ N' 20S (Eugène EHRHART_ Suasbourg). 
ConslrUire un point dont la somme des distances aux sommets d-un 

tétrnèdre isocèle soil minimum (un léuaèdre .isocèle» esl un losange gauche 
avec ses deux diagonales). 

SOLUTION de RRA YNAUD (Digne). 
Sail ABCD un téuaèdre isocèle; AB = BC = CD = DA. 
Chncun des segments [AC] el [BD) eSI dans le plan médrnleur de l'autre, 

e! la droite (II) qui join! leurs milieux respectifs eSlleur médiatrice commu­
ne. 

Sail M un point quelconque de l'espace. Projelons-le orthogonalemenl en 

BII'MIr" APMF..P . ,,·391 . Db mbn J 993 
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III sur (/J) e l en tI sur le plan BOl ; 
M 

(mH).L ([1) . 
MB + MD <! flB + tlD A 

O' 
HB + 110 <!mB + mD. / -- ·······;·1:( ···· 
DoncMB +MD2mB + mD. " i· 0 

De même MA + MC 2mA + me. 0 0 

J 
Le poim M rendant la somme m 

S ; MA + MB + MC + MD mini· 
male e.<l donc li rechercher sur la S S' 

C 
droite (lJ). 

Par rotatIOn autour de ([J). amenons [BOl en [B 'D' J te l q ue B'D' ait la 

dlfCClion et le sens de CA . 
Pour lout point M de ([l), S ; l(MA + MB'). 
El SCSI minimale quand M est le point commun il (II) el (AB'). 

Aulres solutions: 
Pierre SARNOUIN (Cabris), Mlcllel BIGOT (Octeville), Guy BOUCHER 
(Paris), Edgard DELPLANCllE (Créteil), Jean LEFORT (Wintunheim). 
René MANZONI (Le Havre), Charles NOTARI (Noe), Maurice PERROT 
(Pans), Marguente PONCHAUX (Lille) el Michel TANGUY. 

Remarqlle: 
Ce problème de la somme dses distances d'un poin! il trois ou quatre points 
du plnn Ou de l'espace rascine beaucoup de locleurs et revient souvent. par 
exemple comme proposilion d'article (voir également l'énoncé 18 1). Voici. 
par ",cmple. un programme inrorm atique proposé l'an passé par J . COU­
VERT (La Ferté Bernard). pour dé terminer des lignes de ni veau de 
S ; MA + MB + MC et approcher le point de Fermat rendant ceue somme 
minimale (programme en BASIC GFA). 
FERMAT GFA Somme des diSlnnces MA+MB+MC; Cste (N%) BASIC 
GFA 
PRINT "Donnez l es coordonnées des sonunet.s A. B,C 
(319 x 199 ) · 
INPUT Mcoordonnée de A : ~ ;x a,ya 

INPUT ·coordonnées de B: "; xb , yb 
INPUT ~coordonnées de C: - ;xc 1Yc 
INPUT ·V.lleur de S=MA+I1B+MC recherchée '; n% 
• tracé du tri ngle 
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CLS 
LINE xa . ya , x b, y b 
LINE xb,yb,xc , yc 
LINE xC . yc,xa , ya 
* tracé de la ligne de niveau nt 
DIM 9\(319 , 1991 
FOR j=MIN(ya , yb,ycl TC MAX(ya,yb ,yc) 

FOR i=MIN(xa, xb, xc) TO l-IAX (xa, xb, xc) 
ma=SQR«i - xaI A2+(j-ya)A2) 
mb=SQR«i-xb)A2+(j - yb)A2) 
mc=SQR«i-xc)A2+(j-yc) A2) 
s%(i,j)=INT(ma+mb+mc) 
IF s%(i , j)=n% OR s%(i , j)=n~-lO OR s\(i , j)=n%-15 

OR s % (i . j) = nt - 20_. 
PLOT i. j 

ENDIF 
NEXT i 

NEXT j 
VOID INP(2) 

~ ~_-:--~-... > ~' :::::=::::=::=:~e 

Re P è r ~ ~ 
écran ' '-.... ~ 

x ~ ~, 

A(30;30),B(250;4 5 1. '", 
C(l80; 180) 
S=MA + Mn + MC = 
355.345.340: 335: 330. 
En l in:I~. les arcs apables de 120°. pour Ics C 

côl~S [ABJ. [BC! el [CAJ. 
Leur poinl commun. F.csl le poinl de Fennal : FA + FB + FC minim um. 
VarialÎo/1 11011 Unlair( du dianltNl't dfS Ol.'alt!s (llfonctioll de S, 
Le POIIII de F amaille se IrOl/I'e pas 1111 Cfll/I'e de t'e ~ orales? 
Nos lec/eurs Irouyeron/ la solu/wn de l'énoncé 209 dans le Bulktin nO .192. 

IIlI/St,i,. AP41Er ,,-J9/· Dk"nlw 1991 
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