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- Examens et concours

Agrégation interne

session 1991
Deuxiéme épreuve de mathématiques
Solution(s) : indications
et compétences mobilisées

Christian JEANBRAU

L'énoncé de cette épreuve a é1é donné dans I¢ Bulletin n®384 (juin-juillet 92)
Remarque prélimingire : on nous dispense du détail indigeste et préa-
lable des notations du texte. Bon début !

Premiére Parlie
(€y,) IR+ X))y +(BX+ 3)y + 2y =10
1.7 Ona immédiatement

y=1+ 3 ,ax"
y=ay+ . (nel)apqx"

Xy’ = Zpaghanxl
xy” = Zaar(n+t)nag, ¢ xm
Y- Zas 10{n-1)agx"

(Ep ) s"écritalors .

(2+3a4) + S, [(n+1)(3n+2)ap + 3(n+1)2ap, ¢ |x" =0

Soit: a;=-2/3 e1, pourtout nat & apy =- [ (3n+2)/(3n+3) R,

Intervalle de convergence ; lim , e [@5.9/8, |= 1

Le rayon de conyergence est égala 1
On peul examiner la convergence aux bornes , soil aux points

-1 81+1.0n salt que , si la série entiére T, g a,2" converge au
point Re'® de son cercle de convergence , elle converge
uniformement sur le segment [0, Re'l | et sa somme esl
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continue sur ce segmenl /o nole en fin de celfe partie)

AU point X = -1 :

On applique la régle de Raabe_Duhamel : £, o a,x" diverge .
Aupoint x =1

Zns0 3nX" = Znap @n = Znag (17| @y, |; série alternée . On
pose: ¥p=In |ap,qfa, | =In |2y | =In|ag, ).

La série (X vy, etlasulte (In|a, |) sont de méme nature ; de
plus - In [anl B :1 <k<n-1 Yk

Or,au voisinage de ¥infini , ¥n ~ -1/3n: ia série X v, diverge ,

c’est une série a termes tous négatifs
IMpee Zgen Yk = =
D00 liMm pe In|ap | =- . Soit . lim ., |2, | =0 . La suite |2, |

est tnvialement décrolssante ; c’est le critére spécial aux
séries allernées :le module du terme général tend vers zéro en

décroissant ; X g anx“ conyerge au point x=1,

Bilan ; Zns0 anx" converge sur |-1,1].La fonction_série
entiére 3 g anx" est-elle pour autant sur -1 +1]
solution de (E,) ?

Sa fonction_série dérivée , X, g na,x"  diverge au

point x=1 .

la suite (nap,) est croissante a partir d’'un certain rang et n'a pas
pour limite 0 _.. Bien que convergente sur |-1,+1] , la série
entiére %, g anx" n'est donc solution de (E,) en tant que telle
que sur |-1,+1[.

1.2 Parcontre, soit f(x) = Zp_ g apx"

ona: fg%- 1-(213)x + (519)%x2 - .

or: (1+x)" 213 =1 _(213)x + (519)x2 - ..

Par ia relation de récurrence dégagéeen1.1 ,ona:
ap = (-1)M(3n-113n)(3n-4/3n-3) ... (BI9)(516)(213)(1)
sot © ap=(-1)1[258. .. (3n-4)(3n-1)J[3"n1]
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Crest le coefficient de xM dans le développement en série

entiére de (1+x) 2/3
D'ou la reconnaissance de f(x) comme restrictiona |-1,1]1 ge la
fancton :

X ————> (1+x)72/3

1.3
On connait donc explicitement une solution de (E,)

Les calculs formels effeclués a partir de I'expression
explicite de  pour vérifier qu'il s’agit d’une solution de (Eg) somt
valables surtout intervalle de R\(-1) et on peul donc considérer
( parintervalles , sur R\ (-1} ) comme solution de (E,),la
fonction :

x ——> (14+x)°2/3  30it g cette fonction .

On cherchera alors , sur R\(-1} , les autres
solutions de Eo sous [a forme 'y = g z
D’ou I'équation diﬂérentiolle enz . 3X(x+1).2" + (4x+3)z° =0
O'ol ( surRVW-1

z':z' =~ (4x+3y13x(x+1 )] = -11% - (13).11%41
Dol : 2' =K/x.(1+x)1/3) K = Constante .
On primitive Z° & I'aide d’une intégrale abélienne :
faxrx(xe1)13 s u=(x+1)1/3 -on estrenvoyéd 3 [Budus u3-1
3uud1 - l!u—I + [-u+1]1(u2+u+tj qui se primitive en |
inj(u-1) 7 (e2eus1)112) 4 31 24cctan((2u+1) 1 3 12] (4 C = Cte)

D’ou 'ensemble des solutions de Eo ,sous la forme :
U= ('I+x]”3

y =l K finp(u-1) 1 (U2+us 1) 2131 240ctan ((2u+1 W37 2 Cpu?

Notes sur celle partie :

Les compétences mobilisées sant
classigques :

. notion de série entiére

. calcul du rayon de convergence por la régle de
d'Alembert

. développement en série entiére de & ----> (F+m)™ ,
pour m reel :

. iniagration des dquations différentielles linéoires
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d'ordre 2 connaissant une solution de I'équation
homogéne associée
- primitivation des fonclions rationnelles

. intégrales abéliennes :Iﬂ'u.(auob / cued)' /Myan

Dens le détail , on peul ‘recadrer’ gquelques connaissances
sur les probléemes associés & la convergence d'une série
enliére en un point de son cerclie de convergence :

Résultat ; Si une série de Taylor , X, 4 0,2",
converge au peinf Re'® de son cercle de canvergence |z| = R

, alors , elle converge uniformément sur tout ferme K du
disque |z]| s R n"agant en cammun avec le cercle gue le paint

re'® « conlenu dans un angle de mesure strictement

inférieure & x , de sommet Re'® | de bissectrice [Re'® , 0] .
Elle converge , en particulier , uniformément sur le segment

[0, Re'®] et 30 somme est continue sur ce segment .J{#
démensiration wtilise /a traasformetlion d'8bel; cf. par

exemple , [.Schwartz . fealyse (Topolegie générale ef
ans/gse fonclionmelle) Nermann Fd. Poge 208 .

Appligué sun séries réelles , ce résultal incite & I'étude de
i nature de la série aux bornes de 'intervalle de
convergence , en pue d'un prolongement de I'intervalle de
validité des propriélés de la somme . Une situatlion usuelle ,
quand on & utilisé la régie de d’flembert , est celie du tente

bl

Rlag,y /ogl =1 - a?/n + o(1/m)

$i X .9 9,c™A" , £=1 0w c=-1 , est & termes de signe
fiwe , on peut utiliser la régle de Rasbe-Dubamel :
uy = 1707 ; wg. /ug = (14170078 = 1 - p/m + o(1/m)

aZet ==> (it emiste p) aZ<p<1 ; Upepfug s lag, /e l.R
X u, diverge , donc sussi Xla,|R™ qui n'est sutre que

o c"A" .

aZ> 1 === (}l eniste §) 1 < B < al ; Uy, y/ug 2 la,, /e, 1R
Xu, converge , donc aussi .... Ta, c"A" .

$i £ a,c"R7 est alternée , on peut contriler la convergence
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par le critére spécial aan séries siternées (module du terme
général tendant vers zéro en décroissant) . Le monatonie

de la,|B" est une évideace par le développement limité
associé a la régle de d'Alembert . Por silleurs :

|I.ln“ /laylf = 'lsksu-l“'kﬂ"tl“ , @'ou on tlire :

ollagI8®) = X ;.00 g [1-0Z/k « o(1/K)] + tnlla, IR}
in[la,!n"] apperait comme somme d'ordre n-1 d'une série
numérigque divergente & termes néagelifs . On en déduil :
m o _ jnging 0lley 8" = - O

soit:  HWm , yocini 1950 =0 ... et le
résultat annonceé .

fu pent! eslfimer & | bewre /e lemps
accessaire & la recherche_rédaciion de celle partie .

Deunieéme Partie
2.1 (ap) converge _limp,, ap = A | dONC , pOUr nassez
grand : [a,l<A]+1 ;onaalors:

Bz 0l < (Al +1).12% 0l |

La sérle X, 2"/ n! converge absolument pour tout z , donc
aussl , par cette majoration , 3.5 2,2"/ nl , et le résultat .

En déduire .. Zna0 Up CONYvErge ===>lim Uy =0 et (il
existe S .) lim ., S, =S .0n applique

simplement le résultat précédent aux
suites: ap=Ug, ,puls, a, =S, .

22 B(x) = e *. X, g Spx"/ nl = e X p(x)

B(x) est somme d’une série entiére de rayon de
convergence infini ; ¢’est une fonction intégrable et dérivable

terme a terme surtout R ; son prodult par o™X est évidemment
dérivable . On peut écrire :
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B(X) = eX[ -0 Spx™ I 0t + g Spx(™ 1)y (n-1)1 ]
B (x) = e X [-Zn Spx" I nl + T 0 S(peq)x" /01 ]

B'(x) = ¢ *[Zn,0 (S(ne1) - Sp)x" 10l )

Or.Sins1) - Sp=Up, do0:
B'(X) = 0% (X0 Upx" It ]
ParSg=0,o0na:B(0)=0 ; on peut donc écrire .

B(x) = B(x) - B(0) = Ilﬂ.xl B*(1)dt = JIU.XI e [Zn.g Unt™ nt jat
23

a)L=0
... pour tout ¢ >0 donné , Il existe ng, tel que.

N2 ng===> @n| < €. Avec des abus de notation
évidents , on peut écrire : Zn 0= Zneno * Znano

o Zna0 = (¢ Zneno 1+ ¢ .Znano 1 (9

%X -—> Fneno 5! une fonction polynome

M yoo €% Zncno =0

6* Znanol 2 * Zn no X" Nl <€
Pour tout € >0 donné , on choisil donc n, par &2 , et A>0 tel que
,Pour x>A , e X 3 oo | <ef2 . Par ce choix de ng , pour tout x ,
l2™* Zn.no |5 @2 . Finalement , pour tout x > A, on aura , en
exploitant (*) ci-dessus: |eX.Z, glse .C'estbienia
définition “en ¢’ de:lim 4, ¢ XX, g =0.

b) L quelconque

e X Tnaganx"/nt=e X3 glxPsnte o3 obax"/ni
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e X T olx®Int=Le X E, gx"int=L
... el on applique alors
a [e*3,,0bnx"/nl] lerésuntatdua).

24 Application directe de ce qui précéde :

Zna0 Yn = M ., SN
Par22ona:
e %3008 Int= Ilﬂ.xl e L3 g upt"/nt at
Par2.3 ,ona;
M yoo @ *.Zn0 SnX™ 7 Dl =liM e Sy (= Zna0 Yn )
Donc :
M yeo I[u,x] o*'.zm uptini dt= X, Uy ... ce quin‘est
autre que le résultat demandé .

25 3 u, diverge ...
Soit @ un réel non congru a 0 modulo 2xn ; on peut
poseru,=e "‘; parjunl=1 , 1a divergence de |a série Tu, est

acquise (le terme général de cetlte série ne tend pas vers 0 ... ).
Ona:

T2 Unt® 10l =30 (te )P 1l = exp (te %) wy

] =elcosa+ilsina

Donc :

llﬂ.*""l o™ 3.0 Upt" 0t at - I['-I-I eblgta
(avec:

b=t(cosa-1)+ilsina
d'ou: }

,..-lilbllem]m 4eo[= -1/b {parcosa-1<0 }
C’est un contre exemple tel que suggéré |
e riad -

RAS ! Les notions requises sont clossigues el les
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questions sans difficuité . Moyennan! un peu de soin et
d'atiention , lo partie doit s’étudier et se réediger en une
heure .

Un bon peint supplémentaire pour ["annonce globale , in
fine , da sens de I'étude a suivre

Troisieme Partie

3.1 L'équation différentielle proposée est linéaire et scalalre .
Elle est en outre résoluble en y* sur |0,+| el , dans la
forme obténue , y" = b(x)y + c(x)y , b et c sont des
fonctions continues sur J0,+eef . On peut donc appliquer le
théoréme de Cauchy-Lipschitz : existence et unicité d'une
solution sur |0 ,+ee| répondant a des conditions initiales
données . C’'est le résultat demandé .

3.2 Recherche de y(x) = 3, ganpx" ,aveca,=1.

y = Zpygapx”

2y =  Zpyg20anx(MN ez, g 2(ne1)agn, "

XY =  Zp.0 7nanx”

3" = Zpag 3n(n-1)ax(M) w30 0 3n(ne)ag, 1 x"
3x%y" =  Ep.0 30(n-1)a x"

D'ol

Z a0 (n+1)[(3n+1)a, + (3n+2)ap, ¢ 1Ix" =0
Dol :

pourtout nal : ap,. ¢ =-[(3n+1)/(3n+2)] a2,

Le rayon de convergence esl trivialement 1 .
On pose : F(x)= Zna0 2nX" ;

an - 1

an, =-[(3n+1)/ (3n+2)]a,

3.3 G(x) = Epag anx™/ 0l
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On applique 1a régle de d’Alembert :
et X7 (1017 %D 10l = 3, Al 1xine1 |
Limite nulle , pour n infini , quel que soit x . G est bien

définie comme somme d’une sérle entiére de rayon de
convergence infini .

G(x)= Zp,papnx" /0t

2G°(X) = Enap 20anx™ 1 10l = B0 2(n+1)an, X0 (ne1)l
3xG°(x) = Zp,p 3nanx" 1 nt

3%G™(X) =Zpa0 30(-1)agx™ 1 int = S0 g 3n(n+1)ag, .1 XM (1)

D'ou:

3XG (x)+{(3x+2)G'(x)+G(x) = . g Ppx" 1 1M
avec:

b= [(3n+2)a,, ¢ + (3n+1)a,] 7 0l
Onadonc ,pourtoutn=10 :bn= 1]
G est blen solution sur R de (E4)
34 Pour tout x de |-1,+1[ : F(x) = Z,,p apx"

pour X fixé , u, = apx™ est le terme général d'une

série numérique a laquelie on peut appliquer les
résultats de la partie 2 En particuller , le résultat 2.4 :

Znap Un = I [0, +oo] e L3, gunt" 7 nt at

D’'ou , directement , pour tout x de |-1,1[:
F(x)= Iln‘_‘.-i e-'_zn:ﬂ anx"tn I nl dt

F{n)=l[n‘.,..,[ o l.G(xt) dt
Neles sur la troisiéme parlie

Mémes compelences que dens le poartie précéedente .
Uine remarque toutefois sur la question 3.1 : elle se réduit
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en fait @ un recours (magique !} au théorame de Cauchy-
Lipschitlz dont on n'atlend visiblemant rien d’autre que la
réference @ g faire . On peutl se reporler par exemple aun
cours de mathémoatigues spéciales édités par Dunod (Ramis-
Beschamps-Odoun ; tome 4) ou par Masson (Rrnaudiés-
Fraysse ; tome 3) .

Mais s’agit-il de compétence ou d"énoncé formel 7
Partie facile , quoi qu'il en seil et gui peut se résoudre
/ rédiger environ en 30 minutes .

Quatrieme Partie
4.1 Remarquer simplement gue : < (X.y) | (X', ¥')> = xx’+(112)yy’

est un prodult scalaire sur RZ _Les vérifications sont
triviales el la propriété demandée en découle directement.

4.2 pourloul (x,y) de R2 ,louttnon nul ,ona:
Li(x.y) = ((-2/31)x+yl4 , x)

Il Le(x.y) 112 < k2 ))(x,y)12 équivaut a
(y4 - 2313002 + x212 < k2(x% + y212) soit

U(xy) = (1116 - k212)y2 - xyi3t + (41912 + 112 -k2)x2 < 0

La forme quadratique U(x,y) est de signe fixe si el seulement si
son discriminant A(k,t) est négalif ou nul ; soit :

Ak t)-umz 4(1:16 k212 ;{4rm2+uz~k2)
Ak 1) = Bk21912 - (1/8)(1-8k2)(1-2k2)

A(k,1) = 0 équivaut a : 12 > 64kZ/[9(1-8kZ)(1-2k2))

Le signe , fixe , de U(x,y) est alors celul du coefficient de y2

(ou de x?) , soit le signe de - (1-8k2). Pour k >(1/2)112 , 1-8k2
est négalif et U(x,y) est négalif ou nul pout tout { strictement
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supérieurat, K avec:
lo = BKI[9(1-8k2)(1-2k2)]172

4.3 Globalement , on va écrire la récurrence proposée sous la
forme courte , exploitant le symbole intégral comme

s’étendant aux applications de R dans R? :
Zo() = Vo. Zn = (Xn,Yn)

Zos1®) = Vo + Jiro yLalZn(A) @A

On en déduit trivialement! :

1Z3 )-Zo (0l = 10,1y LAY Al = LAY oI 10,4y &M 7

= ALY QLI o = KIt-1 IV oll

et (majoration de la norme de I'intégrale par I'intégrale de
[a norme :)

1Zn+1 (1) - Zp(OlL= I I to 1] LJILIZn(A} “Zp gAY .t
} [to,t] ILAZp(A) = Zpq (AN dA

g fto,t] K-IZn(A) - Zp-q (A dA

i <] (to,1] HZn(R) = Zpq (Al dA

4.4 Apartir de : |1Z4 (1) - Zg(1)Il = K[t-14lllV ol , on démontre
par récurrence , pourfoultn=1deN:

F (A -

IZ (1) = Zpy-q (D1 = [EP=1o1™ 7 0] IV ol

.. C°est une conséquence Immédiate de [a majoration
intégrale obtenue en 4.3

0On peut écrire , pour n>p ;
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WZn() - Zp(Oll < 24 gyen-p WZpai(V) = Zpai-1 (VI
d'ou
WZn(t) - ZpIl = [y cicn-p (KO-1o)IPH L (P}t LUV gl

qui est |a majoration demandée . Sur tout intervalle [tg,ty], on
aura donc la majoration ‘indépendante de " ;

IZn(1) = Zp(Oll = [Zpeq cpen (K{ty LoD 7 it LIVl

Notons M, , |IVol| ce majorant | My, p, est la “tranche’
] »

p+1<j<n de la série de terme général (k(t4-1g))"n! ,
convergente et de somme exp(k(ty-tg)) . La convergence de ia

série fail de la suite de ses sommes partielles une suile de
Cauchy et permel de rendre Mp,n aussi petit qu'on le yout

pourvu que p soll suffisamment grand. On en déduit
trivialement que 1a suite Z,(t) est uniformément de Cauchy sur

[tp.tyi el , a ce lilre , uniformément convergente sur [ty ty]*

Notes sur la quatriéme partie
R.A.5. Les compétences

demandées sont usoelles .... L'ensemble ext facile el doil
pouvoir étre recherché / rédigé en une demi - heure .

Cinguieme Partie
51 (Eq)3xy" + (3x+2)y +y=10
Y.‘ zvo"uz

y=z.e6%2_(1)2)y2.6°M2
y =z-.e M2 7o M2, (114)z.e7¥2
Dot :
(Ep) 3xz” + 27 - (314)xz = 0

52 Enreprenant la notation t—>2(t)
pour t—-> (X(1),Y(1))
(E3) se it © Z(1) = Ly(Z(1))

Il s'agit d’'une équation différentlelle linéaire et homogéne .
Blleiin APMEP - ° 39 - Décembye 1993
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{ ——> Ly estune application trivialement continue . On sait

qualors , on peut appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz :
existence et unicité d’une solution sur |0,+e| répondant 3 une
condition initiale Z(1,)~ (a,b) donnée .

5.3 La suite de fonctions de la partie 4 est telle que :
pour tout t de [ty , +%| : Z4(1) = Yo = (a,b)
pourtoutnde N: Zpyy (1) =Zo + Il‘ﬁ.l! LA(ZN(A))dA
d'ou
Zni1(lo) =24 =(a,b)
Zne1 () = Li(Zp(1)) *)

Par passage a la limite pour n Infinl : Z(Io) =(a,b)
Par4.2 :
HZ" ne1 (D) = Z a1 (D] = K HZ1(1) - Ze (DIl

La suite (Z',) , comme la suite (Z,,) , converge uniformément
sur tout intervalle [t, .ty ] . Celte double convergence uniforme

est une condition forte , suffisante pour fonder la dérivabilité
Sur [ty +e[ de Z , limile de ia suite (Z,) ,avec Z° comme limite

de 1a suite (Z'p,) .

D’ol , en passant a la limite dans (*) ci dessus
Z'(1) = Ly(Z(1))

Z estblen , sur 1, , +e| , solution de (E3) , répondant en outre
a la condition Intfale : Z(1,) = (a,b)

54 Relecture de (E5) :

xz*+2Z7-(314)x2 = 0 équivauta ...

X=2', ¥=2; Z=(X,Y) avec: Z'()~Ly(Z(1)
soit:  Z solution de (E3)

Soit alors y une solution de (Eq) sur |0, +ee|
soitz,2(1) = y(1).e¥2 ; soita=2Z'(1y) ,b=2(1,) , t4>0
introduit en partie 4 .
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Alors , la solution de Z = (X,Y) de (E3) associée ala
condilion intiale (a,b) est telle que , pour toul ta2t, , Y(1)=2(1),

soit © y(t) =Y(1).e V2

Ona,pard4:

Zn(1) - Zp(O)ll < IYoll £p+1 cmaen K™ (t-1o)Mimi
soil , pour p=0 :

NZ(1) = Zo(Ol = [I¥oll Z1 cman KM(t-15)Mimi
solt:  [IZp(Il = [IZa(1)-Yo) + Voll < lI¥oll + IZn(1) - Vll

NZp(ON = IVl - Z gemen KM(t-1o)™mI
el , par passage a la limite pour n infini :
HZ(ON < (1Yol Z map KT(t-to)™ i mi

soit :
NZ(ON = IV ol eK(-10)
Par ailleurs :
i Z(1) = (X(1),Y(1) ===> [IZ(O] = X2 ()+Y2(1y2) 12

(1= 2120y 2qap2) 12 < 212z < 2112 py jpekit-to)

()] = [Y(t)e V2| = pre 2 < (2112)jv Jje K10y o(K-1/2)t

Toute solution y de (Ey ) sur |0,+e=[ est donc , pourtassez grand
(t=t, avec les notations précédentes) , majorée par une

fonction du type Moe"‘ , en posant :
Mo=2112)1v e K10 ot & = k-172

C’esl la majoration demandée .

55 Onétudie alors l'intégrale | [0, 4] e LG (xt)at

G , on I'amontré en 3.3 , est une solution de (E4) , en
particulier sur [0,+eo . On a donc , au voisinage de I'infini , par
ce qui precéde , la majoration :
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le G (x1)} « Mgel®X-1)

Pour que cette majoration conduise a I'absolue
conyergence de I'intégrale , il suffit que Fon ail : ax-1 <0 soit
k>1/x+1/2

Le raisonnement de 4 4 sur lequel on se fonde , suppose

k > 2712 ) est donc nécessaire (et suffisant) pour obtenir une
vakeur de k par l'inégalité k > 1/x + 1/2 que I'on ait :

212 cix+ 112 soit x <2+ 232

Finalement :
Pour tout x positif majoré par 2+23/2 ot en
particulier , pour tout x de [1,2+23/2[ | le caractére non vide de

rouvert ]2-1/2 1/x+1/2| permet @'y choisir (arbitrairement) une
valeur de k a partir de laquelle la démarche 4 soit applicable ,

avec une majoration exponentielle de G , par 5.4 , conduisant a
rabsolue convergence de I'intégrale figurant dans I'égalité 3.4 .

5.6 G est solution de (E4) . Donc , par 5.1 , 2(x)=G(x)eX/2
est solution de (Ey) .
Ona: G(x) - z(x)e %2

G'(x) = Z'(x)e M2 -(112)z(x)e X2 (V)
x décrit [xq1,%a] , 0 < Xq < xp < 24232
Z étant ia solution de (E3) utilisée en 54 , on a Z=(X,Y) et

X=z' . On peut donc écrire , en utilisant des résultats
élablisen 54 :

pour tout tato 12 ()] = P = [IZ(0)]] = [[vojjek{t-10)
pour tout 1210 [z’ (e V2| < (volje K10)e(k-1/2)1

et donc , par (*) , pour tout tato :
1G°()] < 1z e V2] + (112)jz(e Y2

IG'(1)] = My.e®  avec:
My = |IVoli(1+2 1/2)e K10
a=k-1/2
On en déduit , pour toul x de [Xq ,Xp] , tout xt 2 to:
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e LG (xt)] < My (=T ayec: ax-1= (k-1/2)x-1
ax-1 < (k-1/2)x5-1

Onpose .6 =1-(k-1/2)x5,

Ona:6>0 <=—==>k<1/2+1/x,

En choisissant donc ,
au départ , k sur |271/2  172+11x,] , démarche déja validée en
5.5, puis , ty=to défini en fonction de k en 4.2 , on obtient blen
la majoration indiquée , valable pour tout x de [x{,Xx5] et pour
tout taty :

Ona obtenu , en 5.5, une majoration valable icl pour x sur
[%g,%p] et t 2 ty=to: ¢! |G(xt)| < Mge B

Mais G est solution de (E1) , d’ou:
G™(xt) = -(3xt+2)}(3x1).G'(xt) - G(xt)/3xt
IG*(x1)] = (3xt+2)/3x|G (x1)] + |G(xt)}!3xt
e LIG"(x1)] < [[(3xt+2)M +Mo}i3xt].e B!
La fonction U —> My+(Mo+2M4)/u

est une fonction décroissante de u. Donc , pour u=3xt, avec
XXy et lz2ly , elle est maximum pour u=3x414 .

On pose My = My +(Mo+2M /3%, 14
Pour tout X de [¥,%5] , tout taty=ty = o~ |G™(xt] < MpeB!
Soit donc H , définie sur ]0,2+23/2( par :

H(x) = | 0,4+ ¢~ G(x0)al

H(x) est une intégrale impropre dépendant d'un parametre .
On peut introduire les deux intégrales impropres associées :

U(x) = [{g 4eop te7.G (xt)
V() = J[g 4o 1207tG" (xt)
Par les majorations obtenues en 5.5 et ci-dessus , ces trols

intégrales impropres sont uniformément convergentes sur
[xq,X2] car elles vérifient le critére de Cauchy uniforme pour les

intégrales impropres , globalement résumé par :

(pourtout € > 0) (il existe @ > 0) (pour tous Au de [x, +eef)
(pour tout x de [xy ,X5]) : IJ[,\,,“] o b
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Ona en effet , dans les lrois cas , pour p> A 2 @ 2 lo=ty=i, ,
une majoration du type . [Au]...| sK.e~5%

H: J[A“] i MOI[X“] e'mdt < MOI!G‘H[ O-Eld‘ < (MO‘G)C-SE

u: II[;_;] s M,I[M,] te Slat < My ll.w[le'mdt £ s

Jte 8t « (115 - 1/62)0™8! (+cte) ==> . < [My(abs+1)/52]0~0c
1

vl gt = Mol toe Bt < Molig g 2eBlar <

[t26-BUGt - (1216 -2162 - 2163)e 8! (scte) ===/ ..

d 2 [Mp(a?8242ab+2)/53 e~ 08

Ces lrois convergences uniformes permettent d*affirmer que fa

fonction x —> H(x) est deux fois dérivable sur J0,2+232[ avec
par dérivation sous le signe somme -
H(x) = U(x) ; H*(X) = V()

H coincide avec F (cf. troisiéme partie) sur 10,1]

Le contréle de Iaffirnation selon laquelle * H est solution de
(E) renvoie a un calcul formel ( non explicité) utilisant , de rait ,
les propriétés de la fonction G a travers celles de ia suite (a,).
Ce calcul est validé sur |-1,+1[ , donc sur |0,1], par |’ acquis
global antérieur : ‘F est solution de (E)".

Cette validité formelle se prolonge a tout domaine inciuant )0,1{

sur lequel x -—> Ilﬂ.“'[ o~ 1G(xt)dt est définie ot deux fois

dérivable , donc se prolonge a Iouvert ]0,2+23/2] etméme a
rouvert |-1,2+23/2[ | par utilisation de F sur }-1,0].

Netes sur la cinquiéme partie

Elle est nettement plus longue a rédiger que les
précédentes , méme si , harmis 5.6 , elle reste da méme
miveau de difficulté . |l me semble gqu'une recherche /
rédaction de I'ordre de deus heures n’est pas exclue.

Les compétences requises restent classiques , apec la
nécessilé néanmoins de seigner les références aum
théorémes sur I'intégrale fonclion d'un paramélre . On
pourra se reporter @ I'un des cours de Spéciales déja cités
dans les notles de la partie | : tome 4 , chap. 2 chez Dunod
ou lome 2 , chap. U1l , chez Masson .
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En récapitulant

La duréee cumulée du travail demandé est icl estimeée & ...
Sh . Saufl gressiére erreur d’appréciation , le tente esl
roisonnable ...

J'ol dé ja détaillé les compétences requises en partie | dans
les noles associées . Elles fent la part belle , ce qui est
I"esprit du probléme , aun séries entiéres . Dans la partie 11
, outre le principe constant euploité en 2.1 ( ... dire que la
limite d’'une quantité est a, c’est garantir , sous les
conditions limites , qu'on est aussi prés qu'on e souhaite
de a...) , on utilise un théoréme fondamental de
I"intégrale de Riemann :

f dérivable el 1" intégrable sur un intervalle | ===>

pour toutl (n,me) de 4 s Tim) = fima) + Illl.lll ritdt

Dans la partie 111 , Cauchy-Lipschitz a déji été signalé .
Dans la qualriéme partie , 4.1 nécessile un vernis sur les

normes euclidiennes de RZ . Dans 4.2 , on euploite des
résuitats classiques sur les formes quadrotiques dans AuA :

anZ+2buy+y? . Utilisation , dans 4.3 , de Pintégration des
fonclions vectorielles , essentiellement pour I"inégalité de
Ie norme . On y feil sussi référence sur outils usuels :

. la convergence d'une série est celle de la suite de ses

sommes partielles
. dons R , suite convargente équivout & suite de Cauchy
-. 81 on utilise la notion de convergeance uniforme

d’une suite de Tonclions .
Dans la cinquiéme partie , on exploite justement la
convergence uniforme pour fonder la dérivabililé de la
limite d’une suite de fonctions . Le réfarence deit élre
précise . On gy travaille ( 5.3 )Jdans le cadre :

.| un inlervalle de R

« () n,0 uNe suite d’applications dérivables de | dans

nP
. Io suite (1) converge simplement sur | vers une

application 1
. la suite (I’ ) converge uniformément sur | vers une

application g

Bulletin APMEP - o* 391 - Décembre 1993

608



Bulletin de TAPMEP n°391 - Décembre 1993

. alors : T est dérivable sur l et " =~ g

En fait , lo convergence simple de (1) entraine sa

convergence uniforme sur teut borne de | et , parce gque RP
esl complel , la méme convergence simple peut étre
installée comme simple conséquence de la convergence ,
pour un t, de I, de Ia suite numérigue (1,(1,)) . Mais ici ,

I'acces direct @ la convergence uniforme dispense de ces
détours et on esl d'emblée dans des conditions plus Tortes
que les conditions minimales permettant d’aboutir .

Dans 5.6 , on s'appuie essentiellemnt sur la notion
d’intégrale impropre dépendant d’un parametre , déja citée
en notes.

Le probléme me parait bien ‘gradué’ en termes de
difficultés . Le candidatl peut évenfuellement s"embourber
dans la rédaction de la derniére partie , il a'en a pas moins
eu largement la possibilité , en temps , de réfléchir & 80%
du tesute el d’avancer dans la solution (cf. mes estimations
sia)

Une remarque pour finir , @ prepes du ‘Toul decument et
toutl dictionneire interdits * introductlif .... Quand en
serens nous débarrassés ? Certes , se pose le probléme de
ia limitation raisennable du velume de la documentation
transpertée , mais la pessibilité , pour le cendidet , de
disposer par esemple d’un cours de Spéciales et @'y slier
chercher , rapidement , la confirmation de quelques
énonces lels que ceun évequés (Cauchy-Lipschilz ;
convergence(s) unifermels) ; intégrale(s) & paramétre ; ...)
cette possibilité me semble lui &fre irés abusivement
fermée . |l faudra g repenir .
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