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EII 9/ ·92. ail lycée Marie Cw"ie d' Echlfolles. nOliS a.'ons Irai· 
Il la dérivalion en première S de façon inhabiluel/e. La 
démarclre adoplle.facilemelll adaplable aux aulres stries de 
premUrcs., a permis d'aborder sinmltanimem la dtr/~ 'a1i o " el 
ses applicafions tla ,r~s (Ôl dans l'amj~e. 
La progressioll suiVIe (fonc/ioli déril l~ e , langelile , nombr e 
dÜÎ\'é. fimite en ;~ro) eSll'illverse de la progression cla.u/que 
el Q grandem'III tflé f acililée par 1111 usage modéré mais effica· 
cc de /' illformalique 

Les raisons du choix de la progression 
a) Pourquoi Iraiter II/onction dlr;rt~ 1" QvalJl ~nQmb"e dérivé»? 
On inuoduil habituellement le nombre dérivé avanl le fonction dérivée afin 

NDLR : Une démorohe Identique. élé pré",ntéc par J. PINAUD ill'JREM dé POl· 
TIERS el il 1. Comrnission Second Cycle. Ell •• f.i, l'objet d'un aniçlc <Uns PLOT, et 
elle flSl li rapprocher de ceUedu m.wue) "SPIRAlE" (Bdin) de 1ère S-E. qui parle de 
dérivllùon ert éVltllnlles limites, 
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de pouvoir définir celle dernière avec rigueur. En procédant ainsi. on aborde 
la dérivation par une notion difficile (car faisant appel 11 la notion de limite) , 
doml'intért!t n'appanût pas Immédiatement et qui conduit à utiliser des tech ­
niques provisoires en exercices (obtention du nombre dérivé par un calcul de 
limite). 

Au contrnm:. on peut rulmettre dans un premier temps (à partir d'observa­
tions. de conjectures et de vérifications faites sur des graphiques obtenus à 
raide de micro-ordinateurs) l'existence et le mode de calcul de la fonction 
dérivée pour quelques fonctions Dsuelles ainsi que le lien entre les variat ions 
def ct le signe deI' . on dispose alors d'un outil puissant dont la maî trise eSt 
rapide. l'intérêt évident. et grâce auquel on peut résoudre tout de suite des 
problèmes variés et consisumlS par des méthodes défini tives. On pourra plus 
wd. lorsque cet outil et ses applications seront duminés. s'intéresser 11 la 
façon dont on construil ceue fonction dérivée, c·est·à-dire, traite r l'aspect 
local de la dérivruion dont l'étude sera ninsi motivée. 

b) Pourqlloi se limiter d' abord au., polYllômts el mu fraclions ra/;olllltllts ? 

L'objectif essentiel en première es t l'acquisition de la fonction dérivée et 
son application !lia résolution de problèmes divers conduisant il une élude de 
variation. une recherche d'extremum ou un encadrement de racine. Les fonc ­
tions polynômes et rationnelles permellent de traiter de nombreux exemples 
de ce type sans présenter de difficul tés théoriques (elles sonl dérivables sur 
leur ensemble de définition) et suns nêcessiter un arsenal imponanl de for­

mules de dérivation (celles concemalllx->a/+ ... +a1x+a.etlllv peu­
vent suffire; on peUl y ajouler (ail)' = au' pour les ronctions dans lesquelles 
inlervient une constante üttérale et (Il + \'1' = ,i' + \,' pour éviter les réduc­
lions au même dénominateur). 

Les autres reg.!'s de dérivaùon (aillsi que les problèmes éventuels de déri· 
vabilité que cenaines peuven t soulever) pourront n'être introduites qu'après 
l'étude d'un nombre dérivé et des limites. A ce moment de la progression. ,1 
sera d'ailleurs éventuellement possible de les faire découvrir et justifier par 
les élèves eux·mêmes. 

c) Pourquoi trauer «fOlrgelllt.l/ a~ ' Q1rt ~"omhre déri1'b ? 

Une présenwlion souvent adoptée en première eslla suivante: après avoir 
introduil le nombre dérivé. on se base sur des considérations d'onlre cinéma­
tique pour définir la tangente comme étant la droite de penle 1'(0) passant 
par le point d'abscisse a, 

Or, pour un élève de lycée. ce n'est pa la tangente qui illustre la notion 
de nombre dtrivt mais plutÔt 1. nombre dérivé qui est un outil pour manipu­
ler les tangen tes. n semble donc plus natmel de réfléchir d'abord un peu ln 
B,~".rrH ANrlEP · 11· Jf>/ - DIc_IIlb,., 1993 
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notion de langente, donl les élèves onL encore UDe idée vague, pour la cerner 
un peu mieux, Ceci peut se faire assez rapidement 11 partir d'observations sur 
écrans d'ordinateurs à l'aide de grossissements successifs, De plus. ces 
manipulahOns permeuent de dégager un énoncé crès proche d'W1e définition 
géométrique ngoureuse de la langence. ll\3JS dans un langage crès abordnble. 

On peut ensuite, en utihsant exactement les mêmes arguments que dans 
la présentation classique, motiver le fait qu'on s' intéresse au comportement 

de ((a + h) - [(al quand h devient petit pour approcher la pente de ceue tan­
h 

gente. 

d) Pourquoi . ,rombre dérivé» a~ ' anl ( /imite en =/ro .? 

Lor que, pour introduire la notion de hmite sur un exemple simple, on 

essaie d'expliquer 11 parùr de majorations pourquoi on pose que hl tend vers 
zéro lorsque h tend vers zéro, les élèves ne comprennent pas toujours pour­
quoi on dépense Illnt d 'énergIe pour ela. En effet, ils trouvent le résultat évi­

denl car ~ cst défini pour h ~ 0 donc ils estiment la justirïcation dfulesuré, 
ment compliquée et de plu.. ils n 'ont aucune idée de l'intérêt de la notion 
introdulle . En d 'aulrCS termes, on a introduit une nouvelle notion en voulant 
en donner tout de suite une formalIsation (qui est compliquée) à parti r d'un 
exemple sur lequel l'imérêt de la notion n'apparaît pas du tout (car l'exemple 
est trop simple ct De correspond pas à un probleme qui se pose). 

Mieux vau t donc faire le contraire ; commencer par travaiUer avec une 
idée imuitive de ce qu' est une limite (sans chercher 11 la formaliser dans W1 
premier temps) sur des exemples pour lesquels la valeur de cette Umiu: n'est 
pas évidente mais présente un intérêt. 

Le cas de .< ..... [(0 + ft ) - /\0) est idéal : cette fraction n 'ex iste pas pour 
h 

Ir = 0 (donc la hmite n'cst pas évidente); lïntérel de la limite et de sa Justifi · 
calion découlent des observations faites à panir de la langente (cLc). Eorïn, à 
l'aide du logiCIel GRAPHE qui permet de tracer de façon cinématique plu­
sieurs sécantes successives s 'approchant de la langente ct en même temps les 
pentes de ces sécante., on peUl utiliser ccl exemple pour tntrodUlfC la notion 
de limite qui eSI visuaUsée à l'écran simultanément par le mouvement Cl le 
componemcnl numérique (cf. les possibililés du logIciel GRAPHE, §2.c). 

t.' ) PourqUOI " lUlU d \'Or;OIùm. avalll fi/approximo/ions affines-? 

Le progrumme de Première S suggèrc (mais n'impose pas) d 'aborder 

l'aspect local de la dérivaLion à partir des approximations affines (développe' 
ments bmités d'ordre 1). Nous " Vons cependant préféré commencer par la 

8J J / ~ ",."'PMEP · ,,-. J91· Di .: ~Mllr, /993 
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limite du taux de variation, d'une part parce Que la façon dont la limite imer­
vient y est plus simple que dans le cas de l'approximation affine (qui fait 
intervenir l'idée d'ordre de gl1lndeur, de companùSOIl, et qui néœssite donc 
de ma7triser un peu mieux la notion de limite), d'autre part car elle a une 
application immédiate (vitesse instantanée), enfm parce qu'eUe s"inscrit 
mieux dans la progression choisie, 

L'aspect développemcotlimité lmuve sa place après l'étude de la notion 
de limite, lorsque celle-ci est bien maîtrisée et que l'on peut donc mieux 
comprendre l'énoncé correspondant et être capable de saisir III lien entre les 
deux (onnulations, On pouml Il cCUe occasion l'utiliser pour découvrir etlou 
démontrer les formules de dérivation non données dans le premier chapitre, 
notamment (uv)' = u'v + uv' . 

2. Quelques unes des possibilités du logiciel GRAPHE 
Le logiciel GRAPHE est une réalisation de la société VU·Soft (Amsterdam), 
Il est actuellement distribué par les édition NATHAN, 

a) Option «2 : Tracer des courbesM 

U s'agit d ' un grapheur ordinaire: rcprésenrotions graphiques de plusieurs 
fonctions dans un repère e l possibilité d'effectuer des «zooms., 
b) Op,ioll 3 : . Loupe. 
Il s'agit d'une fonction de _zoom_ qui a la particularité d'afficher imuttané· 
ment le graphique initial et la partie «zoomée,, ; cela permel un meilleur 
contrOle de ta situation en cas d 'agrandissements répétés de la même zone 
car l'utilisateur a la possibilité de remplacer 11 chaque élJlpe le graphique mi· 
tial par l'agrandissement réalisé avant de réitérer le -zoom. (cf. fig, suivan­
le) 

3 · 

2 ' , 

a 

o 0,$ 

•• , ~ cil «HI f,'1 4 
r-1I~tl Ilrllld flllttl ... M .. lIeNt .. lin! 
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c) Option 1C4: D~ri\ · ation. 

Le logiciel peut ttacer automatiquement les cordes successives passant 
par un point fixe de la courbe choisie et par un point mobile se mpprocham 
du point fixe . " affiche simultanément les pentes des sécantes obtenues, ce 
qui peut être une introduction concrète à la notion de limite. 

On peut ré it ~ la manipulation cn réduisant de plus en plus le déplace­
ment du poinl mobile (cf. figure ci-dessous). 

2· , 

1 2 

1. point f\Jœ ut CI,2) 

1 
M 
0,1 
D.? 
D . ~ 

1.1:1'11 
1.7171 
J.lI329 
1.4S13-
1.3314 

Une autre fonctionnalité de l'option 4 du logiciel permet de tracer une 
dérivée numérique approchée de la fonction choisie. 

J La progression adoptée. 
al Chapllr, FONCTION DÉRIVÉé 

- Séance 1 sur micro-ordinateurs ( 1 heure): 
Des fonctions polynômes accompagnées de leurs dérivées sont données. 
on conjecture le lien entre vari.uon de f et signe de f' puis la formule de 
calcul de f ; 00 vérifie Ics deux conjectures en prévoyant le sens de varia­
tion d'aulI'CS fonctions polynômes. 

- Cours : 
On admet r eXIStence pour toute fonction f d ' une fonction privilégiée f' 
appelée fonction dérivée de f dont l'ensemble de défini lion cst contenu 
dans celUI de f et dont la conSlfUCtion sem donnée plus tard. On dit que f 
est dérivable sur 1 lorsque 1 eSt contenu dans l'ensemble de défini tion de 

l' . 
But/t'fI/J MWEP . II I J91 . Dl«rtll1f~ If1!IJ 
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Dérivé. de.t a,.x" + ... + o[x + Uo et de w'v (admis pour l'instant), 

Théorème donnant le lien eO[re le sens de variation de f ct le signe de f' 
(admis) 

- Exercices et I!1lvaux dirigés : 
Etudes de variations et recherches d'extremums Caisant intervenir unique­
ment des polynômes ct des fractions ralionneUes. 

- Cours : 
Dérivées de x --> llx", " + l ', ct 011 (qui permellent par exemple de dériver 

x --> 5-1 sans réduire au même dénominateur ou de dériver 
.r 

x --> krx2 - 3.<) sans développement inuûJe) et éventuellement de "" et 112 

(qui permellent par exemple d ' obtenir plus rapidement la dérivée de 
x --> (x + 3)(2.< - 1)2 ous forme Cactorisée), 
Théorème perme liant de mOnlrer qu'une Con ct ion dérivable réalise une 
bijection enlre deux segments (admis après quelques observa!1ons en acti­
vité d' introduction), 

- Exercices et I!1lvaux dirigés : 
Etudes de variations, recherches d'extremums et encadrement de mcines 
Caisant éventueUement intervenir des Conctions dom la dérivation est facili­
tte par l'utilisation des formules précédentes (par exemple des [onctions 
dépendanr d'une constante liltémlc). 

b) Chapitre NOMBRE DÉRNÉ 
- Séance 2 sur un micro-ordinateur (1 heure): 

Des manipulation répétées utilisant des zooms successifs permellent de 
préciser la notion de tangente: on conjecture ensuite le lien entre coeffi­
cient directeur de la tangente et fo nction dérivée puis on vérifie celle 
conjecture en calculant plusieurs équations de tangentes. 

- Cours : 
Notion intuitive de tangente à une courbe: en grossissanl un l'ois/nage SlIf­
fisammenl pet" du poim cOlls;dir~ , 011 peUiloujolU''s oblenir un dessin sur 

leque/ la courbe soli aussi proche de la droite qU'Oille souholle . 
Equation de la UlIlgenle, 

- Exercices : Equation de la tangenle, 
- Séance 3 sur micro-ordinateurs (1 heure) : 

On observe le componernenl de la corde passant par les points d 'abscisses 
Il el Il + h lorsque il se mpproche de zéro ct on s'operçoil intuitivement que 

f(a + h) -[(u) tend versj'rO) lorsque h tend vers zéro: on déco u' ~e donc , 

" 
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d'une part la IlOlion delimll.c en zéro el son intérêt, d'auue part la façon de 
fabriquer r (a). 

Les plus forts tracent point par point quelques dérivées numériques. 
· Cours: 

Définitions rigoureuses du nombre dérivé el de la fonclion dérivée (la 
notion de limite élant cependant encore intuitive). 
Vitesse instanlanée. 

· Exercices: 
Quelques calculs de nombres dérivés Il partir de la définition, vérification 
de quelques-unes des formules de dérivation données au chapiue précé­
dent. Problèmes faisanl intervenir la notion de vitesse. 

c) Chapitre UMITES 

Traité de façon classiqu , sans s'appesantir sur le sujet; tous les cas de 
limite. asymptOles parnllèles aux 3J<es de coordonnées. 

d) Chapllr< COMPLÉMENTS SUR LA DÉRIVATION 

Lien entre nombre dérivé et approximation affine (développement limité 
d'ordre 1). 

Suite ct fin des formules de dérivation : dérivée de x ~ f (ax + bl. de 

.\" ..... fi (avcc les difficul tés concernant les intervalles sur lesquels ces 

fonctions son dérivables) el éventueUement de Il" . 

4 Quelques remarques 
a) SlIr la progresslol/ .-

· Elle permet d 'aborder la dérivation très tôt et de l'appUquer tout de suite à 
la résoluûon de problèmes d 'exuemums (conformément aux instructions 
accompagnantl.s programmes). 

· Elle eSI facilement adaptable ll lautCs les section de Premières. 
· Elle va du plus simple (fonction dérivée) au plus compliqué (aspecl locaJ, 

limites) 
- EUe IIllTOduillcs différentes notions dans un ordre cobérenl avec les acquis 

antérieurs ct l'intuition des él~ves (il est plus nalurel de s 'intéres er 
d ' abord au (omponemenl global des fonctions, la notion de tangente étant 
plus intUItive que ceUe de nombre dérivé. il est préfér~ble de la Imiter 
avant). 

· Les mélhodes introduites sontloujours des méthodes définitives. 
bl SIIr r lIIiiisorioll de l' Informllrlque 
- Seulemenllrois séances de trJvaux dirigés d'une heure par demi-classe suf­

fisent 
BJJJ~ l iJt M'ME" . ". J9J . Dkt",br~ J 99J 
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. Chaque séance compone un temps d'observation el de conjeclures suivi 
d'ull temps pelldallt lequel 011 vérifie les cOlljuwres ell pratlqUOJl t des 
méthodes définitil'es (par exemple, des la première séallce d'informatique. 
c' tst·d-dire dès la premitre heure de cours cOllsacrée à la dérlvatloll, les 
t/~ve.f dérivel1l des fonctions p o lyfl~11les pOlU' ('fj d~duire les l'arior;ons) . 

. Chacune des séances fail gagner du temps par rnpport 11 l'équivalent réalisé 
«sur papier» . 

5. Énoncés des T.D. 
StolU:.l : introduction d liJ notion delone/ion dérivée 
Choisir l'option 2.«Tracerdcs courbe .. du logiciel GRAPHE. 
103) Trncer les courbes représenwives des fonctionslell' définies par: 
A.t) = .<' - 2<- 1 l'(x) = 2.< - 2 
Quelles remarques peul-<Jl1 faire concernanl le lien entre le signe de l' el le 
sens de variation deI? 
b) Effacer les colll'bcs précédentes Cl recommencer le même travail avec: 
[(x) =".1-:Ix' - .<+ 2 f'(x) = 1<' - 6x-1 
cl Même Imvail avec: 
ftx) = 0.5.1'" - 2x' + 4x - 1 l' (x) =2x' -ful +4. 

2. Nous admeuons que, pour chaque fonction polynôme 1- il exisle une fonc· 
lion pol~nôme privilégiée appelée 10llctioll dMvée de f el nolée l' , ayan!, 
vis·!}-vis de l, les propriélés COnsUltées sur les exemples du 1. 

a) On donne la fonction polynôme 1 (ne pas tracer toul de suile sa courbe 
représenUlûvel ainsi que ln foncli on dérivée : 
1\x) =.r' - 6<' + 9.' - 1 ["(x) = 3:?- - l2x + 9 
Eludier le signe def' el en déduire le tableau de variation deI- contrôler les 
résultaiS en lraçanlles deux courbes représentaûves. 
bl Même travail avec: 
ftx) = X' - 2x' + 3 f'(x) = 4-,,' - 4x. 

3.8) A partir des exemples rencontrés en 1 el en 2, conjeclurer la règle pero 
meltanl d'obtenir rexl'ression def'(x) Il p,utit de celle de/C,), 

b) Appliquer CClie règle pour calculer la fonction dérivée d'uo polynôme 1 
choisi au hasard. puis contrôler ce calcul en traçanl les représentations gm­
phiques de/el def' . 

Séance] : inlroduc/ÏOII our no/ion de tangente et de nombre dérivé 

L Observation dt courbes 
BullO:lrI"l1PMEP ,.- 391 · Dity"JN-~l99J 
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Choisir l'option «3.Loupe» du logiciel GRAPHE 
a) Emrer la fonction f: H 0.2.<' + 1.8 • choisir pour domaine : - 1 S x S 4 , 
- 1 S y S 4. Utiliser ensuite ln ommande ~Autre. pour cntrer la fonction 
g : x H 0.6:< + 1.4. 

Quel rOle semble jouer la droite D représentant g pour lu courbe representa­
tive C defen sont point A d'abscisse a ~ 1 ? 
Pour compléter l'observation du graphique !lU voisinage du poin! A. utiliser 
le «zoom) : 
- 11 l'aide des flèches, pincer la croix sur le point A. 
- sélectionner la taille de la fenêtre qui sem a8flllldie à l'aide de la commande 

dn» 
- utiliser la commende «Zoom ,,_ 
Qu 'observe-t-on lorsque le grossissement est suffisamment grand? Que 
peut-on dire de ln fonction g pour la fonctionfau voisinage de a? 

b) Recommencer le mème lfavail avec: f:.< H -2.<' + 1 Lt - 10 et 
g: H - .<+8pour2SxS5 . 3Sy,,7eLa=3, 

c) Recommencer le même lfllvail avec : f:.t H .,3 - !i.z + 14x - Il et 
g: .' 2,-3pour -1 0".t"15.-10"Y"15c t a~2. 

2 Une conjecture 

Pour chacun des cas a), bl. cl, du §I. calculer le réelf'(a). Quel lien semble­
t-il y avoir enICe [' (a) et la fonction affine g '! EmCltre une conjecture. En 
quoi celle conjecture est-elle cohéreme avec le théorème liant le sens de 
vanation d'une fonction au signe de sa dérivée? 
3.Viriftcalioll d~ la cOlljeclllre 

al En admettant le résultat conjecturé ci-dessus. déœrminer l'équation de la 
tangeme à la courbe C d'équation)' ~ 2rl - 9x + 6 au point A de C d'abscisse 
a = 4. 
Ensuite, en procédant comme au § l, vérifier 11 l'aide du logiciel la validité de 
l'équalion oblC:nue, 

bl Même t",vail avec C: y=.r' - I2x- 1get a = -2 . 

.<-3 cl Même lfnvail avec C: y = - 2-- et a =-1. 
.t + 1 

cl Même travail avec C: y =.rl - O.5x + 1 et 0=0, 

Séance 3 : fabrication du nombre dirivt et dt ln fonction dérMe, 

81ll1l'rm /tPMF:P - n' 39J ~ Dft:Vflbflt /9QJ 
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Choisir J'option «4.Dérivation» du logiciel GRAPHE. Enrrer la fonction: 
J:.r 1-> (2r' -x + 13)n. 
1. Aspect local .- ttude ou voisinage d. J 

Choisir le domaine: 0 S x S 3 , 1 S y S 4, puis l'option <d .Tracer les cordes 
d'un seul point» el eonn donner l'abscisse du poiO! : t. 

a) Utiliser la commande «Tracer>'. Que se passe-t-il sur le g;aphique? Quels 
rense.ignemenLS le logiciel affiche-t-i1 sur le tableau s.itué 11 dmite de l'écran? 
Utiliser de nouveau .Tracer». Qu 'est-çe qui a changé? Redonner 13 valeur 1 
au pas (touelle P ou touche», puis renouveler les manipulations précédentes 
en choisissant l'option -Stop» (U faut appuyer sur «Entrée. 11 chaque étape) 
puis J'option «Vite». 

b) Revenir au pas 1 el util iser plusieurs fois la commande «Tracer>. jusqu'à 
atleindre le pas 0.000001 (ne pas descendre en dessous de celle valeur car 
pour un pas trop petit, le logiciel ne maîtrise plus les erreurs d'arrondis dans 
les calculs). Que semble-t-il se passer pour les valeurs de III colonne de dmi · 
le? Expliquer le phénomène observé. 

e) Répéter les manipulations du b) avec des valeurs négatives du pas: choi ­
sir au départie pas - 1 (louche Pou touelles > el - ). 

d) Quelle est la valeur exacle du coefficient directeur de la pente de ln lan­
genle à la courbe 3U point d'abscisse I? Comparer celle valeur à celles oble­
nues dans la colonne de droite du tableau en b) et cl. 
e} On dil que la pente de la sécante 'end nrs la pente de la tangente lorsque 
fix teod vers ~éro . On dil aussi que la penle de la tangeole eSI la limile de la 
penle de la sécanle quand tu leod vers zéro. Dans la suile. nous utiliserons 
plutôt la nOliuion " que Ar el l'expression «coefficient directeur» que 
«pente». 

On cons idère la dmile D. sécallle il la courbe aux poinlS d·abscis.~es 1 el 
1 + h (faire une figure) . Exprimer le coefficicot directeur de D. en fonClion 
de f et de h. Expliquer pourquoi le nombre dérivé de f en 1 esl la limite de 

(1 + h) - [(1) quand h lend vers zéro. 
h 

2 Aspect 810/)al 

Revenir au menu précédco l pour choisir le nouveau domaine : 
- 3SxS3 , -4Sp;6. 

al Choisir l 'option _2.Courbe du laux d'accroissement» puis choisi r 
,,= 0,00001. A chaque éwpe. /e logicieillacc. d'une pan, lu clIO;le Dh sécan-
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t.e Il la courbe aux points d'abscisses x et x + h et. d'autre pan, le point de 
coordonnées (x . G(x» où G(x) est le coeCficienr directeur de D, • c'est·à-<lire 

que G(x) _Hr+ h~ - f (,x) . 

Le logiciel effectue ces deux tracés pour plusieurs valeurs de x. Lorsqu'iI a 
tenniné. répondre NON Il «retier les points 1 •. Pour bien comprendre ce qu i 
se passe. on pourra éventuelle ment recommencer la manipula tion avec 
l'oplion «Stop_ (pour recommencer, redonner ln valeur de h puis répondre 
OUI à «effacer l'écron 7»). Expüquer pourquoi 13 sécante D, semble tangente 

Il la courbe. 

b) Utiliser la commande «Dérivée» pour entrer l'expression de la dérivée de 
1 Tracer ensuite ln courbe représentative de!, sur le grnphique (commande 
«2.J' (x)_ suivie de «Tracer.). Que constate+on ? Etait·ce prévisible? 
Expliquer le phénomène. La [onction G coïncide-t.elle vraiment nvec la 
fonction!, ? Quelle importance a le choix de la valeur de h dans les manipu­
lations précédentes? 
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