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Certaines racines
échappent
a toute raison.

Yves Baelde
Colléege P. de Ronsard (Paris)

Quand elle n'est pas un nombre
entier, la racine carrée d'un
entier positif est un nombre irra-
tionnel. Comment le prouver, en
ignorant la notion de nombre pre-
micer? Une répétition a {"infini
est a la clé.

Y2 est un nombre imationnel, nous voudrions en couvainere un lecteur
peu avertl. En plus du faible niveau des connaissances requises pour suivre
cette démonsiration-1, 'intérdi de nowre méthode géomérique vient de sa
traduction possible en une preuve algébrique. tacile & généraliser. En cene
matiére. les démonstrations habiluelles utilisent les notions de Iraction imé-
ductible, de nombre premier. ou L notion de nombre pair ou impae. sl
s"git 4" éudier Y2 . Plus récemment, dans des livies pour lycdens, on
exploite le développement en Fraction continue de certunes ricines carrées,
On démontre gue ce développement est infini, parce qu'il est périodigque. On
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en déduit que la mcine carrée en question est irrationnelle. Mais, dans nos
preuves, les concepts mis en ceuvre sont plus fondamentaux. S'il est possible
de trouver une suite infinic de nombres positifs, qui est strictement décrois-
sante, par contre, il est impossible que cette suite soit constituée de nombres
lous entiers, En exhibant la construction absurde d'une telle suite, dans

I'hypothése oit Y2 est égal 3 une fraction quelconque, nous durons prouveé
I'absurdité de cette hypothése. Ensuile, 'existence de la division euclidien-
ne, dans 1'ensemble des nombres entiers naturels, nous permettra de généra-
liser le raisonnement & la racine carrée d’un entier positif quelcongue, qui

n'est pas un carré parfail.
Qu'est-ce qu'un nombre irrationnel ?

Le mot «raison» qui vient en écho, quand on parle de «nombres irration-
nels», ne le prenons pas dans ses premidres acceptions. La raison en question
n'est pas une cause, dans ce contexte, elle n'est pas non plus une faculté de
I’homme de penser ou d'agir selon des principes.

Est ici appelée «raison» la base d'un calcul, ou d'une évaluation. Par
exemple, on dira: a raison de 0.35F la page. Ou encore: la suite de nombres
(3 ; 6 ; 12 ; 24) est une suite géoméirique, de raison 2.
Ou encore ; avec un dérailleur, le développement d'une bicyclette varie en
raison inverse du nombre de dents choisi sur la rove arriére,

La dénomination a un sens précis en mathématiques : un nombre ration-

nel est un nombre égal & une fraction. Autrement dit, ¢’est un nombre f— ’

égal au quotien! exact de deux nombres entiers a el b, Qu encore, un

nombre @ "‘;— , Egal & un nombre entier de fois inverse d'un nombre entier.

Et il existe des nombres non rationnels, qui sont appelés des nombres irra-
fionnels, Est-ce bien raisonnable de vouloir prouver leur existence ?
La géométrie oblige a inventer des nombres nouveaux

Une premiere idée de théorie des nombres est donnée en géométrie, ol
I'enfant, progressivement. appréhende ce qu'est 'exactitude d une évalua-
non, 11 arrive que, dans une figure trés simple, le syseme décimal ne permet-
te pas d'écrire la longueur exacte d’un segment de droite, mais qu’une frac-
tion y pourvoie. La figure 1 en est un exemple.

Dans d’autres cas, aucune fraction ne vaudra [ longueur /, exprimée
dans une certaine unitd «, sauf 4 se contenter d'une valeur approximative de
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L_ . Le rapport % sera alors un nombre irrationnel, On dira aussi que les

longueurs [ et « sont incommensurables .

c Construction de 3 Jongueurs:
_____ | AR L PSS R SR T
s } CME, MN et NF égalesan L
ik M _ .

de 5 cm,

1 em
N

E figure 1

En évitant le théordme de Pythagore, nous pourrons prouver que les lon-
gueurs OA et AB de la figure 2 sont incommensurables, quel que soit le tri-
angle OAB rectangle et isoctle en O. En effet, si une fraction

L

p valait % » Nous pourrions choisir la longueur o—f— comme unité, qui

serail aussi égale 3 A—f- . Allors, avec cette unité-Ia, les longueurs AB et 0OA

seraient entidgres: AB = a, et OA = b. Or, ceci est impossible, ce sera
démontré A 1'issue de notre premier probleme, ivec cetle assertion ; « guel-
le que soit 1'unité de longoeur choisie. il n'existe aucun triangle rectangle
isocele, dont les longueurs des trois cOtés soient des nombres enliers ».
Ainsi, prouver la proposition ¢ nous permettra d'affirmer que, dans la
figure 2, aucune fraction nepeul valoir exactement le rapport des longueurs

AB
A

Pour traiter le probleme de géométre, qui aboutit 4 la conclusion . il ne
serd pas seulement possible d'ignorer le théoreme de Pythagore, mais il sera
nécessaire de 1'ignorer, volontairement ou non. Pour convaincre un auditoire
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de o vérit€ de La proposition ¢, nous devrons oblenir son assentiment sur ce
point crucial : une suite striclement décroissante de nombres entiers posilifs,
qui commence par l¢ nombre k, posséde av maximum & +1 termes. Pour
éviter de décourager le néophyte dés le début, aucun nombre ne sera désigné
par une lettre, pour commencer, mais une valeur numérique sera imposée :
70, comme premier terme de la suite infinie absurde. Ainsi, parce qu'il
n'existe pas une infinité, mais seulement 70 nombres entiers positifs, qui
sont strictement inférieurs 3 70, Ia proposition plus particulidre # sera
démontrée, par 'absurde :

« il n'existe pas de triangle rectangle isoctle, dont les deux cétés égaux
« mesurent 70 mm, et dont la longueur de I"hypoténuse soit 99 mm »,

Nous dirons pourquoi, avec le couple (70 mm ; 99 mm ), les mesures des
segments effectuées par les €ldves restent intéressantes & critiquer, i mesure
que I figure se complique. Mais ensuite. quand le millimétre sera remplacé
par n'importe quelle unité de longueur. et le couple (70 ; 99) par n"importe
quel couple d'entiers (b ; @) strictement positifs, le méme raisonnement
pourra étre lenu, si b < a. Etla conclusion générale ¢ sera atteinte. Voici le
principe de la démonstration.

Le coup gagnant en géométrie.

Sur deux droites d et A perpendiculaires en O, les poinis A et B sont
marqués, de fugon que. dans une certaine unité de longueur u, les longueurs
OA et 08 soient le méme nombre entier strictement pasitif, noté b. La bis-

sectrice de 1'angle 55'5 i

B appelée d|, coupe A au
C point Ay, Lasyméirie d’axe d,

d transforme O en C, el 8 en

di Al A// 8\.

Enfin, nous supposons le

confraire de ce gque nous vou-

0 lons démontrer, a savoir que.
figiwre 2 dans la méme unité de longucur

#. un nombre entier, noté a.

B

représente la longueur AB.
Sur le chemin vers absurdité, 1"étape décisive sera la conclusion suivante,
que nous appelons le « coup gagnant »:
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OA B est un triangle isoctle reclangle en O,
OA = AB-AC =a-b ;
ABi=b-(ab)
=2h=a i ot < OA, < OA,

A partir du triangle OAB, un autre triangle est donc construit, nommé
OA B, qui est aussi rectangle et isoctle en O, et dont Jes longueurs des
cotés sont encore des nombres entiers, si on les exprime dans la méme unité
u.

Encore par I"absurde, démontrons les inégalités : A, # O, et A # R.

— —

Si la longueur OA; &ail nulle, Pangle A1AOQ serait nul, et 'angle QAR ,

—
qut vaul le double de AyAO | serait nul aussi, Alors, le trangle OAB ne
serant plus un trangle. Nous aboutitions & la méme absurdité en supposani

—

que A8 = 0. parce que 'angle A1AB serait alors nul. En admettant que
A1 e [08]. les inégalités sirictes sont done vraies: 0 < 0A; < OB, ou
encore (< OA, < OA,

En répétant le = coup gagnant ». nous obtiendrons une mhanité absurde
de triangles. Voici comment. Supposons un moment gue le triangle donné au
départ ne soit plus OAB, mais gu'il soit OAB;. A partir du triangle rec-
tangle isocele OAB |, nous
pouvons, comme précédem-
ment, construire un aulre tri-
angle rectangle et isocele
en O, l'appeler OA,8,.
démontrer que OA;eN, que
AN el que
0= 0A; < OA.

Les constructions indi-
quéos dans Ia figure 3 per-
miettent d inventer, en tour-
nant autour du point Q. une : figure 3
suceession infinic de tnangles (4, 8; . wous reclangles et isoctles en O, dont
les longucurs des ctiés sont des nombres entiers de fois w. En effet. une
nouvelle longueur sera (OUjours trouvée par une soustraction, 3 partir de deux
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longueurs oblenues précédemment, et la différence entre deux nombres
entiers est encore un nombre entier, On peut aussi remplacer A par A;, e
A, par A, dans la preuve des inégalités strictes 0 < 0A; < QA. Ainsi, on
démontre par I'absurde que 0 < 0A,,, < 0A;. Donc, les nombres entiers
de fois u, qui sont les longueurs OA, OA,, OA,, OA,, elc, constituent une
suite infinie strictement décroissante. Puisqu'il existe seulement b
nombres entiers positifs, qui sont strictement inférieurs & b, ¢'est absurde.
Donc, I'existence du triangle rectangle initial est fausse. Et la proposition ¢
est prouvée :

« il n'existe aucun triangle rectangle isocdle, dont les longueurs des trois
cOtés soient des nombres entiérs d"une certaine unité de longueur »,

Dans 'hypothése ot OA = OB =70 mm, et ol AB=99mm, la

. AB . o [AB .
fraction 22 cllescmqmwdclnmm( ){M‘),m sont :

ﬁ'ﬂ‘ﬂ'l'iﬁ-{-. Ce sont les six premidres fractions de meilleure

approximation de Y2 , dans V'ordre inverse du développement en fraction

continue de Y2

Avec des lycéens, nous pourtions étudier des algorithmes qui générent
ces fractions particulidres, dans un ordre ou dans 'ordre inverse. Mais, dans
le probleme « des triangles trop nombreux », prouver que Y2 est irmation-
nel, ¢'est comprendre que le premier choix des longueurs entiéres OA et AB
n'est pas essentiel, et que la preuve de 1"absurdité est toujours la méme,
quand 0 < OA < AB. Ceci doit apparaitre aux éléves, déja convaincus de la
vérité de la proposition #: « il n'existe pas de triangle rectangle isoctle,
dont les deux cotés égaux mesurent 70 mm, el dont la longueur de 1'hypoté-
nuse soit 99 mm ». Bien sOr, le nombre des étapes avant d'anteindre la
conclusion # rend le raisonnement difficile pour des collégiens, et la généra-
lisation demandée pour démontrer la proposition ¢ réclame un certain sens
de I"abstruction. Mais, au colldge, puis au lycée, il s"agit d’apprendre A déga-
ger une idée principale, pour gue les idées gillent qussi loin que possible.

Le lien n'existe plus entre notre méthode et la théoric du développement

en fraction continue, quand on remplace Y2 par la racine carrée d'un autre
entier natarel, qui n'est pas un carré parfait. Dans I'hypothése ou V2 esl!
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rationnel, une suite absurde est engendrée par les relations de récurrence ;
Gns1 = 2B~ 0n € bas1 = @,— b, . Mais avec Y12 , par exemple, voici les

relations qui interviendront : @ne1 = 1250~ 3aa et buer = a4 -3, |

Dans le développement en fraction continue de Y12 . par exemple, les

deux fractions %H 43 se suivent. A partir des égalités a, = 45,

13
bgp= 13, et des relations de récurrence précédentes, on obtient :a; = 21, el

b; = 6. Centes, gﬁ—l=% Mais %L n'est pas une fraction de meilleure

approximation de Y1z, puisqu’elle n'est pas irréductible. Donc, 1"étude

d’une technigque d’approximation, de Y12 ou de Y2 . par des fractions,
n'est ici qu'une guestion subsidiaire. Et il faudra bien laisser dans 1'ignoran-
ce des collégiens, qui se poseraient la question du choix du couple (70 : 99,
dans |'énoncé ci-dessous.

Des triangles trop nombreux : pourquoi pas en quatri¢me ?

Partie |.

d et A sont deux droites perpendiculaires, qui se coupent au point 0 ; A
est un point de la droite 4, B est un point de la droite A, et ces deux points
sont tels que: OA = OB = 70 mm. La droite d; est la bissectrice de

I'angle 5,;5. Cette droite o, coupe A au point A,. La symétrie d'axe o
transforme O en C, et B en B (les triangles OAB et CAB| sont symé-
trigues 'un de 1'avtre par rapport & ;).
1°) Sur une feuille séparée, faire une figure précise. el écrire I'hypothese,
Mesurer ensuile le segment [ AB] .
2°) Démontrer que B, est un point de la demi-droite [ AO) , et que OA, &,
est un triangle rectangle,
31°) Démontrer gue, si AB =99 mm, alors OB, = (99-70) mm = 29 mm,
4%) Démontrer que les points C, Ay, et & sont alignés, Démontrer que
CAB, est un trangle reclangle isocele,
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—
etque A,B0 =45°

5% Démontrer que OA, B, est un triangle rectangle isocéle, et que CA; =
OB,. En déduire que, $1 AP = 99 mm, alors
Algl = f?()"':g} mim.,

Partie Il.

Dans la méme figure qu'h la pantie L. d, est la bissectrice de 'angle 5;.};. £
Ceute droite o, coupe d au point A;. La syméure axiale d’axe d; transfor-
me O en Cy, et B en B,.

17) Compléter la figure de la question 1.1%, et écrire le complément
d’hypothise.

29) Est-il besoin d'un long discours pour prouver la particularité du tri-
angle OA,8,7 Que valent les longueurs OA; et AB;, si
AB=99mm ?

39 De la méme fagon qu'on & obtenu OA (B, & partir de OAB, et OAB,
4 partir de 0A, B, on peul indéfiniment construire un (riangle rec-
1angle isocile A partir d'un autre,

Tracer OAB+, pour montrer comment on peut ainsi, en tournant
autour du point G, inventer une infinité de segments [OA], [OA,],
[OA4], etc, dont les longueurs sont des nombres enfiers de milli-
miires.

Démontrer que OA > QA > 0A; > 0A;, clc.

Pourquoi est-il absurde de supposer que A8 = 99 mm ?

Partie Ill.

Démontrer qu'il n'existe pas de triangle rectangle isocele, dont les
longueurs des rois cbiés soient des nombres entiers d'une certaine
unité de longueur.

La preuve algébrique peut étre généralisée,

Dans n'importe quel triangle reclangle et isoctle. le rapport de la lon-
guenr de 'hypoténuse & ln longueur d'un autre ¢Oté vaul toujours le méme
nombre pasitif, dont le carré vaut 2. Pour le prouver sans trop d’algébre. on
peut choisir une échelle de reproduction du triangle rectangle isocele. de
fugon que les cOtés perpendiculaires du nouveau triangle mesurent une cer-
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taine unité de longueur, | dm par exemple.

Dans le probléme Edent, I'Gealité AB) _AB t s'éerire :
pr précéde 2 0A, ~ OA peut s"écrire

2b-a
a-b

a e 2 = .
B Cette égalite peut étre obienue par un RUSONNEMEnt purement

algébrique, dans 1"hypothése oa £= V2 . el oil les nombres @ €1 b sont

deux entiers strictement positifs. Remarquer que des nombres positifs sont
rangés dans le méme ordre que leurs carrés, etque : 12<2< 2%, permet de
prouver qué 0< a-h < b. Autrement dit. dins notre hypothése, ke quotient
de la division euclidienne de @ par b est la partie entigre de ¥ s qui vaut T,
Et le reste de cette division, qui vaut a-b. n'est pas nul,

Si a ¢t b sont deux entiers strictement posilifs, tels que Y2 =b£
2b _2-a
alors : 'b‘!="ﬁb’=ﬂ : wu=-b e{peN : < p < b}): e

2h-a € N L'itération permet de prouver Iabsurdité de ['hypothise.

La preuve se¢ généralise sans difficulté, car une division euclidienne par b
n'est rien d'autre qu'une soustraction du nombre b, répeiée autant de fois
yue c'est possible dans N Résumons la démonstration,

Supposons que i =f . pour des nombres entiers n, a. €L b strictement
£ : i ] :
positifs. En notant g 1a partie entiére de p ¢ On prouve que ¢ # 0. et que

I;{f:%  Sia-gb=0, alors ¥ vautlenticrq. Etsi a — gb=0,

nh —qgu
alors 1"égalité §= "::j;— est le « coup gagnant »,

Dans I'étude d'un exemple, il y aura moins de notations que dans le cas
géntral. Une centaine habitude du caleul litéral est pourtant nécessaire pour

traiter le probleme suivant, avec le nombre Y12,

Des entiers naturels trop nombreux.
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On suppose qu’il existe une fraction qui vaut Y12 . Onnote f celte

fraction, o les deux nombres entiers a et b sont sirictement positifs.
Onposcaussi: b, =a -3.b.
1°) Démontrer que b (€N etque O<bh <b.

2°) Démontrer que a. Y12 =12.b, et que
b,.¥12 =12.b -3.a. Endéduireque b,. Y12 € N.
3°) En posant @, = b ,.Y12 . le raisonnement précédent permet d'oble-

nir une fraction f;- , quivaut £, mais dont le dénominateur est

b
strictement inférieur 3 5.

En procédant avec ﬁ' comme avec f‘ . on invenie une fraction
fi- , Qui vaut encore f « el dont le dénominateur b, est un entier

positif strictement inférieur & b . Pourquoi est-ce absurde ?
4°) Conclure sur le nombre *Jﬁ,

2
Pour la valeur de (M ., quel résultat affiche votre

489 061
calculatrice ? Qu’en pensez-vous ?

Une derniere fois, évoguons Euclide. L'annean Z est un anneau principal,
parce qu'il est euclidien. Si x est un nombre réel donné, alors
Ey = [pe Z: pxe Z) est un sous-groupe de Z. Ei il existe un seul entier
naturel b wlque E, = b .Z,

Si b =0, alors v est urationnel. Si b £ 0, el si.x est la racine carrée
d’un entier positif, on peut nommer g la partie entidre de x, posera = b.x,
et prouver que a- gb € E; . On en déduit que @ - gb = 0, et alors
X = g¢. Dans ce cas, x est un entier naturel.

Jadis, les nombres irrationnels €aient un sujet tabou, réservé aux seuls
initiés de la secte des Pythagoriciens. Pour quelle raison? De nos jours, des
films et des livres mythifient I"ordinateur. Et I'exactitude absolue continue de
nous fasciner.
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