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Etudes 

QI/al/d ell e Il ' eSt pas 1/11 lIom bre 
ell tier, la r acille carré e d ' 1111 

ell ti er positif est 1111 I/ombre i r ra ­
tiol/ne l. Comment le p rO IIl'er, ell 
igllorant la lIot iOI/ de I/ombre p re ­
mier 7 V I/ e ,'épé ti tiol/ à l'il/fini 
est à la clé . 

fi CSI un nomhre imli ionllcL nous voudrions en cOllvaim:rc un lecteur 
l'cu uver1i. En plus du faible I1I\'C'1U des connai~sances requises pour suivn~ 
celle démoIlSiralion- là. l 'im ér~ 1 de notre méthode géométrique vient de sa 
tnduction p!,,,,ihle en une pr<uvc algéilriquc. lacile " gén~ r alise r. En celle 
matière. le< démonstrations ""I>iluclles ulilisent les notions de fr:lc tio ll irré­
duclihle. de nombre premier. ou 1:.1 nOfion Je nOOlhrc pair t'U Impair. ~ .;:'JI 

s'agit d 'étudier {2 . Plus réœmmeut. d:lIls t.h:s livres pour lycéens. on 

exploite J..: développement en rr..K1 iun continue d~ t'Crli.UIlCS mcillcs carrées. 
On dêmonfrc '-lue cc d~vc l ()p~lI1~nl C,I infini. parce qu ï l CSI péric.xJlquc. 011 
I/t.Ir.·flll.,r\IFf· " ,vl ·n"'·'·I'Iht-, IW.'· 
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en déduil que la llICine carrée en queslion esl irralionnelle. Mais, dmls nos 
preuves, Ie.~ concepls mis en œuvre sonl plus fondameni:lux. S'il esl possible 
de trouver une suite infinie de nombres posilifs, qui esl striclemenl décrois­
sanie, par conlre, il esl impossible que ceUe suile soil constiluée de nombres 
lous enliers. En exhibant la construclion abslU"de d' une leUe sui le, dans 

J'hypothèse où fi esl égal ~ une fmction quelconque, nous liurons prouvé 
l'absunlilé de cCUe hypothèse. Ensuile, l,exlSlence de la division euclidien, 
ne, dans l'ensemble des nombres entiers nalurels, nous penncum de généra­
liser le raisonnement à la racine carrée d'un entier posmf quelconque, qui 

n'est pru un ~ parfak 

Qu'est-ce qu'un nombre irrationnel? 

Le mol «raison» qui vieOi en écho, quand on parle de «nombres irralion, 
nels», ne le prenons pas dans ses premières acceptions. La raison ell question 
n'esl pas une cause. dans ce coOle Xie, ellc n'esl pas non plus une facullé de 
J'homme de penser ou d'agir selon des principes. 

ESI ici appelée «raison» la base d'un calcul. ou d'une évalualion. Par 
exemple, on dira: à rrusO/l de O,35F la page. Ou encnre: la suite de nom bres 
( ; 6 ; 12 ; 24 ) eSI une su ite géomélrique. de raiso/l 2. 
Ou encore: avec un dérailleur, le développcmelll d'une bicyclelle varie en 
raison inverse du nombre de dents choisi sur ln roue arrière. 

La dénominalion a un sens precis en mathématiques: un nombre rariol/ ' 

Ile/ esl un nombre égal 11 une frnction . Autrement dit, c'est un nombre: ' 

égal 3u quotienl exaCI de deux nombres entiers a el b. Ou encore, un 

nombre a x~ , égal 11 un nombre enHer de fois l'inverse d'un nombre entier. 

El ,1 existe des nombres non ralionnels. qui sont appelés des nombres irra, 
1;(JIIIle/S . Est-ce bien rai Ilnable de voulOIr prouver leurcxistcJ1ce? 

La géométrie oblige à inventer des nombres nouveaux 
Une première idée de Ihéorie des nombres esi donnée en géométrie. où 

l'enfant. progressivemenl. appréhende ce qu 'est l'exactilude d'une évalua, 
tian. n arrive que. dans une figure très simple, le syst~me décimal ne pennel­
le pas d'écrire la longueur exacle d'un segmenl de droite, mais qu'une froc ­
IInn y pourvoie. La figure 1 en est un exemple. 

Dans d'autres cas. aucun fraction ne vaudra la longueur l, exprimée 
dans une cerraine unilé /1. S:IU[ il se conlCllIer d'une valeur approximative de 
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L , Le rapport L sera alors un nombre irrationl/el, On dira aussi que les 
u u 
longueurs 1 el fi sont incommensurables . 

Coostruction de 3 longueurs: 

lem 
•••••••••••• - • - - •• -CM, MN ct NF égales au 

__ --I ~-+..L..--'~M.:......_- __ ,de S CDI, 

lem 

lem 

1 
3 

3 5 
--~r-~--------~~- 2 0 1,66 

2em 

E figw'e 1 

20 
2 

En évilam le théorème de Pylhagore , nous pourrons prouver que les lon­
gueurs OA CI AB de la figure 2 som incommensurables, quel que sail le tri­
angle OAB l'OClaJlgle et isocèle en 0 , En effet, si une[raction 

Q la' AB ' h ' . 1 1 DA ' é . b va LI QA , nous poumons C OISIf a ongueur b cornille "ml ,qUI 

serail aussi égale à A: . Alors, avec celle unilé· là, les longueurs AB et DA 

seraient enlières: AB - a, el DA = b, Or, ceci eSI impossible , ce sera 
démontré 11 l'issue de nOIre premier problème, avec celle assertion c: «quel­
le que soit l'unilé de longueur choisie, il n'existe aucun triangle rectangle 
i ocèle, dont les longueurs des trois CÔlés 'oiem des nombres emiers " , 
Ainsi, prouver la proposition C nous pcrmellrn d'affirmer que , dans la 
figure 2, aucune fraction nepeut valoir exactelllent le rappon des longueurs 

AB 
DA , 

Pour trailcr le problème de géométrIe, qui aboutit à la conclusion c. il ne 
sera pas seulemenl possible d'Ignorer le Ihéoreme de Pylhagore, mais il sera 
nécesS3H'e de l'tgnorer, volonmirement Ou non. Pour convaincre un auditolre 
Bulletin AP/tIEP II Q .lYI - l>lrmrbre I99J 
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de la vérilé de ln proposilion c. nous devrons oblenir son assenliment sur cc 
point crucial : une suile striclemenl décroissanle de nombres enlie", positifs. 
qUI commence par le nombre k . possède au maximum k + 1 lermes. Pour 
éVller de décourager le néophyle dès le débui. aucun nombre ne sera désigné 
par une leure. pour commencer. mais une valeur numérique sera imposée: 
70. comme premier lenne de la suile infinie absurde. Ainsi. parce qu'il 
n 'exisle pas une infinité. mais seulement 70 nombres entiers positifs . qui 
sonl Striclemenl inférieurs il 70. la proposilion plus paniculière P sera 
démonlrée. par l'absurde: 
• II n 'exisle pas de Iriangle reclangle isocèle. don l les deux CÔlés égaux 
« mesurent 70 mm. el donlla longueur de l'hypolénuse soil 99 mm *. 

Nous dirons pourquoi. avec le couple (70 mm : 99 mm ). les mesures de~ 
segments effectuées par les élèves reslent inléressantes ~ criliquer. à mesure 
que ln figure se complique. Mais ensuile. quand Je millim~tre sera remplacé 
par n'impone queUe unilé de longueur. el le couple (70; 99) par n'impone 
quel couple d ' enliers (b ; a) striclemenl poSlufs. le même raisonnement 
pourra être lenu. si b < a. Ella conclu ion générale C sera aneillle. Voici le 
princIpe de la démonslIaJion. 

Le coup gagnant en géométrie. 

Sur deux droiles d el perpendiculaires en O. les poinls A et B sont 
marqués . de façon que. dans une cenaine unilé de longueur Il . les longueurs 
OA et OB soiemle même nombre entier strictement positif. lIolé b. La bis· 

B 

représente la Ion gueur A 8. 

A 

-sec trice de l 'ang le DAB . 

"PP I ~e dl . coupe 1\. a u 
point A, . La symétrie d'axe d, 

d transfo rme 0 en C. et B cn 
B,. 

Enfin . no us supposons le 
contraire de ce que nous vou­
Ion s démontrer. à savoi r que . 

f1gllr~ 2 dans 10 même unité de longueur 
Il. un nombre entier. HOlé a . 

Sur le chemin v"", l'ahsurdilé. l'étape décis ive <CrJ lu conclUSIon suivante. 
que 1I0U.\ appelons le " coup gagnanl »: 

5.>4 
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OA,B, est un orlangle isocèle ",cwngle en 0: 

OA, = AB - AC = a-b 
A,B, = b - (u-bl 

= 2b - a; et 0 < OA, < OA . 

A partir du triangle OAB. un autre triangle est donc construit . nommé 
DA ,B,. qui est aussi reclangle el isocèle en 0 , el dont les longueurs des 
CÔlés sont enco1'e des nombres entiers. si on les ex.prime dans la même unitt 
li. 

Encore par r"bsurde. démonlrOns les inégalités: A, " O. et A, " B . - -Si la longueur OA élrul nulle. J'angle A,AO serait nul. ct J'angle OAB . -qui vaul le double de A ,AO , s.rlUI nul aussi. Alors. le ,riangle OAB ne 

semit plus un triangle. Nous aboutirions il la même absurdité en supposant 

que A ,B = O. palCe que J'angle ,\ ,AB serait alors nul. En admCllanl que 

AIE [OBJ . les mégalités strictes sont donc vraies: 0 < OA, < OB. ou 

encore 0 < OA, < OA. 

En répétant le « coup gagnrull». nous ohticooruHS une infinilé absurde 
de Irinnglcs. Voici çQmmenl. Supposons un mornerii que le Iri~nglc donné au 
départ ne soit plus OAB. mais qu 'i l soit OA, B ,. A par", du orlanglc rec­
tangle isocèle OA,B , . nous 
pouvons. comme précJ!dem­
rncnt construire un ilutre tri-
3ng lc rectangle el isocèl e 
C.n O . J'appeler OA 2B,_ 

démontrer que OA, E N, que 

A ,B, E N e t que 

0< OA, < OAI ' 

Les conslruc tions indi­
quées dans la figure 3 pér­
lllCUcnl ù' invcnler. en (OUf-

nom auiour du l>Olnt O. une 

d, 

o 

succC:ision infinie de triangle . ..; OA l Bi . touS rcc'~ngles t..:l isocèles en o. donl 

h.!:-.. lungueurs ues ôtés sont dcs nombres entiers de rui~ u. EI1 criel. une 

nouvelle longueur ,cr3 IOUi(lUl ~ lrouvéc IJ<1f une SOUSlrdclion, il JlIlnir de deux 
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longueurs obtenues précédemment , et la différence enlte deux nombres 
enuers est encore un nombre entier. On peut aussi remplacer A par Ai, el 
AI par AI+I ' dans la preuve des inégalilés strictes 0 < OA I < OA, Ainsi, on 
démontte par l'absurde que 0 < OA i +1 < OA" Donc, les nombres eotkrs 
de fois u, qui soOlles longueurs OA, OAI' OA , OA l , etc, constituent uoe 
suite infinie strictement décroissante . Puisqu'il exisle seulement b 
nombres enliers p05ilifs, qui sonl strictement inférieurs A b, c'esl absurde. 
Donc, l'existence du triangle recrangle initial esl fausse , Et la proposition C 
est prou vée : 
"il n'exi le aucun triangle reclangle isocèle, dont les longueurs des Irais 
CÔlés soie", des nombres entiers d'une cerraine unilt! de longueur » , 

Dans l'hypolhèse où OA = OB = 70 mm, el où AB = 99 mm, la 

fraction ~! elles cinq termes de la suile (AiBIoA,) ".<S SORl : 

~~ ; ~~ ; g ; t ; ~ el +, Ce SOnt les six premières f ractions de meilleure 

approximation de fi , dans l'ordre inverse du développemenl en fraclion 

continue de fi 
Avec des Iycéeos, nOus pourrions étudier des algorilhmes qui génèrent 

ces fracÛ(lns particulières, dans un ordre ou dans l'ordre inverse, Mais, dans 

le problème" des triangles trOp nombreux », prouver que fi est irration­
nel, c'esL comprendre que le premier choix des longueurs entières OA el AB 
n'est pas essentiel, el que la preuve de l'absurdité esl toujours la même, 
quand 0 < OA < AB. Ceci doi t apparaître aux élèves, déjà convaincus de la 
vérité de la proposition P: «il n'existe pas de triangle rectangle isocèle , 
dont les deux CÔlés égaux mesurent 70 mm, et dont 1. longueur de l'hypoté, 
nuse soit 99 mm". Bien sûr, le nombre des étapes avant d'aueindre la 
conclUSIon P rend le raisonnement difficile pour des coll~giens, et la généra, 
lisation demandée pour démontrer la propoSItion C réclame un cenain sens 
de l'abstraction, Mats, au collège, puis au lycée, il s'agit d'apprendre à déga, 
ger une idée pnncipale, pour que les idées aillent aussi loin que possible_ 

Le lien n'existe plus entre notte mélhode et ln lhéorie du développement 

en [("'..ction conlinue, quand on remplace fi par la racine carrée d'un autre 

enlier naturel, qui Il 'est pas un carré parfait Dans ),hypolhè.se où fi est 

Bt.J/ ~l i ... I1P,WEP· ri' jQ/ · D«t'IJJbN ,r»J 
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rationnel , une suite absurde est engendrée par les relations de récurrence: 

an+l ;0; 2b,. - ail et b M ! == ail - b,. . Mais avec ru. par exemple, voici les 

relations qui interviendronL : 011+1:::;: 12b,. - 3all et b", .... == ail - 3b,. . 

Dans le développement en fraction conlinue de ru, par exemple, le>; 

deux fraclions f et ~~ se suivenl. A paf ti r des éga lités ao = 45 , 

ho = 13, el des relations de récurrence précédentes, on obuent :at = 21, el 

21 7 21 
b l = 6, Certes, 6 = 2' Mais 6 n 'est pas une fraction de meilleure 

approximation de ru , puisqu'elle n'est pas irréductible. Donc, l'étude 

d 'ulle technique d ' approximation, de ru ou de fi, par des fractions , 

n'est i.e i qu'une question subsidiaire. El il faudra bien laisser dans l'ignoran­
ce des collégiens, qui se poseraienl la question du choix du couple (70 : 99), 
dans l'énoncé ci-dessous. 

Des triangles trop nombreux: pourquoi pas en quaoième ? 

Portie 1. 
d et6 sont deux droites perpendiculaires, qlli se coupent au point 0 ; A 

est un point de la droite d , B est un point de la droite 6 , e l ces deux points 

sont tels que : OA = 08 = 70 mm. La drotte dl est la bissectrice de 

l'angle ÔÀB, Cetle droite d, coupe au point At . La symétrie d'axe dL 

transforme 0 en C. et B en B L (les lriangles OAB et CAB L sont symé­

triques l'un de l'aulre par rapport Il d,). 

1°) Sur une feuille séparée, faire une figure précise. el écrire l'hypotltèse. 

Mesurer ensuile le segmen! [ AB]. 

2°) Démontrer que B l eSI un poinl de la demi-droite [ AO) • et que OA 1 B, 

est un Jriangle rectangle. 

3°) DémOnlrer que. si AB = 99 mm, alors OB t = (99- 70) mm = 29 mm. 

4°) Démontrer que les pomls C, A" et B L sont alignés. Démontrer que 

CAB, esl un triangle reclangle isocèle. 

Bull~,J" {tPltjEP · II- 3Pl - DiffMblr IWJ 
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-cl que A,B,O .: 45°. 

5°) Démontrer que GA,B, CSt un triangle ICClilllgle isocèle, CI que CA, = 

OB , . En déduire qu e, SI AB .: 99 mm, alors 
A,B, = (70--29) mm. 

Partie II. -Dans la même figure qu'à la panie l. d, est la bissectrice de l'angle OA ,8, . 
Ceuc droile d , coupe d au point A" La symétre .... iale d'axc d, transfor· 
me G en C" el B, en B,. 

1°) Compléter la figure de la question 1.1 °, Ct écrire le com plémenl 
d' hypolhèse. 

2°) Est-il besoin d' uil long dlscours pour prouver la paniculruilé du tri­
ang le GA, B2 ? Que valent les longueurs OA, el A 28 , . SI 

AB=99mm? 
3°) De la même façon qu'on a oblenu GA,B , à panir de OAB. el OA, B2 

à partir de OAJBJ. OH peul indéfinirncOi construire un triangle rec­

tangle isocèle à pan ir d'un autre . 
Tracer OAJ8 .\. pour monlIer comment on peul ainsi, en tOurnant 
autour du point D, inventer une infinité de segmel\ls [ 0 ,'.1 , (GA,l . 
(O A,]. elc . dont les longueurs SOn! des nombres ent iers de milli ­
mètres. 
DémonlIer que GA > OA, > OA, > GA,. Cie . 
Pourquoi est-il absurde de supposer que AB = 99 mm ? 

Partie III. 
Démonlrer qu'il n'e,is te pas de triangle rectangle isocèle , dont les 
lo n ~ucurs des trois côtés soient des lIombres entiers d'une certaine 
unilé de longueur. 

La preuve algébrique peut être généraljsée, 

Dans n'importe quel triangle rccl3ngle CI isocèle, le rapport d la lon­
gueur de l'hypoténuse il la longueur d'un "UIIe côté vaut loujours le même 
nombre posilif. dom le carré vaul 2, Pour le prouver sans trop d'algèbre, on 
peut choisir une échelle de reproduction du trinngle reclangle isocèle . de 
façon que les côté$ perpcndicuhlires du nouve:!u triangle mesurent une cer-
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taine unité de longueur, 1 dm par e.emple. 

Dans le problème précédent. l'égalité ~ = AB peUl s'écrire: 
OA I OA 

2b - a =!!. 
a-b b Celle égalilé peUl être oblenue par un r:tiSOlinement puremen t 

algébrique, dans J'hypothèse Où ; = fi , e t où les nombres a ct b sont 

deux enliers strictement positifs. Remarquer que des nombres posilifs sont 

r:mgés dans le même ordre que leurs carrés, el que: 1 2 < 2 < 2 2 • permet de 
prouver que 0< u- b < b . Autremenl dit . lIans notre hypothèse. le quolient 

de la division euclidienne de a par b est la pW1ie entière de fi . qui vaUI 1. 

El le reSle de ceue division, qUI vaut a-b . n'est pas nul. 

Si u ct b sonl deu< enliers SlnClemenl positifs. Icls que fi =!!. 
b 

a lors: .!!. = 2b =2b-a 
b a u - b u- h E ( p eN: 0< P < b): e l 

2 b-a E N. L ' iléralion permel de prouver l'absurdilé de l' hypothèse. 
La preuve sc généralise sans diflïeullé. car une division euclidienne par b 

n 'CSI rien d'autre qu'une soustraction du nombre b . répélée aUlaltt de foi s 
que c ' esl possible dans Résumons la démOIlSlrauon. 

Supposons que Iii =!!. , pour des nombres emiers " . a, Cl b slrÎClemcllI 
h 

d 
positifs, En nolant q la parue enlière de b ' on prouve que q '" O. Cl que 

~ = "/: Si a - qb = O. alors .Jij' vaul l'enlie r q . El si (1 - qb '" O. 

Cl nb - qa 
:J.Iors l 'égalilé - = esl k • coup gagnanl » . 

b CI- qIJ 

Dans l' élUde d ' un exemple . il y aura moins dt: no tatIons que dans le cas 
géndr:t l. Une ccnaine habitude du calcul lillèml eSi pourwnl nécessaire pour 

""itcr le problème suivant. avec le nombre (12 . 

Des entiers naturels trop nombreux. 
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On suppose qu'il erule une fraction qui vaut ru . On noie ~ celle 

fraction , où les deux nombres entiers a el b soni striclement positifs. 
On pose aussi : b 1 = a - 3.b . 

1°) Démomrer que b 1 e N el que 0 < b 1 < b . 

2°) Démomrer que a . m = 1 2 . b, el que 

b l .m = 12.b-3.a . Endéduirequeb l·meN. 

3°) En posanl a 1 = b 1 • ru . le raisonnement précédent permel d'obte­

nir une frocuon ~ , qui vaul ~ , mais dont le dénominateur CSI 

striclement inférielU" à b . 

En procédant avec :; comme avec ; . on invente une fraction 

b a~ , qui vaul encore !! , el dOn! le dénominateur b 2 esl un entier 
2 b 

positif striclement inférieur à b t . Pourquoi est-ce absW"de ? 

4°) Conclure sur le nombre ru. 
2 

Pour la valeur de ( 1694157) , que l résultat affiche voire 
489061 

calculatrice? Qu'en pensez-vous? 

Une dernière fois, éVOQuons Euclide. L'anno.,u Z esl un anneau principal 
pa,ce qu'il eSI euclidien. Si x es t un nombre réel donné, alors 
Ex = {p e Z: ln e ZI est un sous-groupe de Z. El il existe un seul enlier 

naturel b ICI que Ex = b .Z. 

Si b = 0 , alors x eSI ilrationnel. Si b ~ 0 , el si x est la racine carrée 
d'un entier po,itif, on peUl nommer q la panic entière de x, poser a = b .. t, 
el prouver que a - q b e Ex ' On en déduit que a - qb = 0, el alors 
x = q . Dans ce cas, x esl un enlier nalllrel. 

Jadis, les nombres ilrationnels élaienl un sujet tabou, réservé aux seuls 
inlliés de la secle des Pylhagoriciens. Pour queUe raison? De nos jours. des 
films el des livres mythifient l'ordin.lelU". Et l'exaclilude absolue continue de 
nous fa.'iClIler. 

BIJltUrtAPMEP · ,.· J9/ . m.Nl'Ifbr" /WJ 

560 

Bulletin de l'APMEP n°391 - Décembre 1993


	Etudes
	Certaines racines échappent à toute raison


