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Une vision projective 
des courbes 

Robert FERREOL 
Lycée d ' Enghien (95) 

Résumé: comment 11/1 programme informatiqlle 
d'une cinquantaine de lignes peut nOLIS faire 
(re)décoIIl' rir de belles propriétés projectil'es des 
courbes, 

Pour illulIer mon artic le sur les sujels d'élude (Cf Bullelill n0379 p, 
309). je souhailerols délailler un exemple qUI en montre 1 ïnlérêl. pour 
l'enseigné comme pour l'enseignanl, 

Voici lïnillulé du sujel que j'ai donné parmi 50 aUlres, donl une diz.1me 
faisail appel à l'oulil infonnalique: Ernrt WI programme en "'Tho-pascal 
qui pemlt/lt dt tractf tks courbrs plollts t ll p,rsptCli"t Obser!'tr les pus
l>erli!'es de qutlques cOl/rbes rlasS/ques fi remorquer quelques ,ul/ts de leurs 
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propri~lts concernait/l,lU compOrtement à l'infini. 

J'avais simplement eu l'idée de ce programme après avoir utilisé dans 
une démonstration le Cail que la parabole est langtnlt ilia droite de l'infini. 
Celle propriété n'est pas intuitive, el se IroUve en générnl énoncée dans des 
cours sur les coniques dans le plan projectif complexe, sans la moindre iIlus
trJlioll (par exemple dans Cagnac Ramis Commtau (Masson 1971) /Orne J 
p.505). EUe devail pouvoir se visualiser à raide d ' un tel programme (dont je 
n'avais aucune idée. priori) ainsi que Ioules les propriétés asymptotiques 
des courbes. De plus, le traCé classique des courbes en repère orthonormé, ne 
dépassanl que rarement le carré ·2 ~ x, y ,,; 2, ne penne! pas franchemenl de 
,'oir ce qUI se passe 11 l'''infini'' . 

Olivier Ramat qui a choisi ce sujel étail en face d'un double problème 
brut : mathématique (car les perspectives coniques el la géométrie projective 
en générnl Sonl quasi exclues de toulle cursus cOlaire). et informatique. 

11 a réalisé un progmmme intéressant à la fois d'un point de vue mathé
malique car il permet de joliment visualiser les propriétés projectives des 
courbes, el inform:1uque par sa conviVIalité. 

Après simplification (el c'cstlà f un des dangers de l'infonnatique : unc 
expression mathématique compliquée se calcule aussi vite sur ordinateur que 
J'expression simplifiée et clarifiée. cl les élèves ont tendance à sarrater li 
partu du moment où "ça tourne'"), les formules de transformation qu' il a 
lIouvéeS SOnt les suivantes: 

Function xecran: REAL; 

Begin 

If y + d <> 0 Then x@cran ._ d ~ x / (y + d) 

End; 

Function yecran : REAL; 

Begin 

If y + d <> 0 Then yeçcan :: h • Y / (y + d) 

End ; 

Il est probable qu' JI rut lIouvé ces formules par examen de la figure qu'il 
voulait obtemr ("donnant l'impression d'une pISte d'atterrissage"), ce qw est 
méritoue, car plus d,f[jcile que de les interpréter de la façon suivante : 
l'espace étant rapponé au repère orthonormé QI)':, les yeux d'un observateur 
se lIouvent en n de coordonnées (O. ·d, h) (h = hauleur depuis le "sol" Ury, 
d = distance à l' "écran" 0)':) t regardent un poinl M(,I', y. l) : les coordon-
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nées xe; "seran el y.; yecran sonl alors respeclivementl'abscisse el 

la cote du point d'intersection N de la droite (OM) avec l'écran. 

Z 

ye 

N 
M---t 

y 

-En effel, la relation !lN = 1.. !lM donne: 

X 

Xe 

Xe = ;( X. d;;«(d+y). ye · h=;«(: ·h) soit: 

figure 1 

dx 
.1",=--

d+ Y 
h Y + d: 

y,- d+ Y ce qUl redonne les formules de tr.lns[orrna-

tion de l'élève si l'on ptend : = O. 

Ces deux formules sont ceUes d'une homo8r.lprue du pl311 projectif dans 
lui-même, qui transforme la droite de l'infini de xOy en la droite Je = h (la 

ligne d'horizon). Mais comme rien ne se perd ni ne se crée. la droite y = ·d 
a. elle. élé rejetée à l'infini de l'écran. Nous allons donc perdre des informa
tions sur les courbes aux points d'ordonnée voisine de ·d . mais en glog"cr de 
précieuses sur les points d 'ordonnée voisine de:l:oo. 

Les fonnules de lmns[onnation inverse, qui nous permettront d'obtenir 
les équations écr.In des courbe. planes réelles , somlcs suiv311les : 

h x, 
.t=--

h · y, 

IU' e 
x~ - -

" - y, 
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Et malmenant, regardons les perspectives de quelques courbes, à commencer 
par les droites d'équation)' = ax + b 

perepocû"". <1e. droite. y - x el y - x • 1 

/" _ L 

r _ ---L-_ _ "---_ 

rig,2 

Leur équati on écran peut s ' écrire : (d + b)y.=ahx.+bh o u encore 

y, - " =..!!..!!.-(x, -t!.) ct l'on constate que le< perspectives des droites paral-
b + d a 

lèles de pcnte a '" 0 passent toutes par le point 11 l'infini I(a)-(d/a, h) (que 
l'on peut appeler le poinl d. f/lile des drOI tes correspondantes), les per!>-pee
ti ves des droites de pen le nulle étant parallèles à la ligne d'horizon. Quart 
aux droites de pente mfinie X-Cie, leurs perspectives passenl par l ( ~) = (0, 
h). Cha4ue point de la ligne d'horizon caractérise donc une direc tion de droi
le. 

. ~ 

fig.:I 
8tdlu", APMEP . >t-391 - D kt'mbr~ 199' 
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Regardons maintenant la peŒpCCtive de la parabole y = xl : 
Voilà enfin une preuve visueUe du fai t que ln parabole est tangenlc à la 

droite de l'infini! 

Détenninons son équation écran : y = xl devicot: 

hZxi -1- d yi 'dhy. = o. C'cst une eUlpse de sommel' 0 et l(oo} ! 

Observons maintenant la parabole penchée réunion des deux courbes 

y=x-.JXety =x -I- .JX : 

_ _________ _ _ _____ ---' figA 

C'est encore unc eUipse, d 'équation écran : 

(dYe - Iu,->, = h.~e<h - Ye) 

Et ce qui est remarquable, c'est qu 'elle esttangenle à la droite de l'infini 
cxactemcnl au point 1(1), le nombre 1 correspoodant 11 la pente de sa direc, 
tion asymptotique. 

Ce résulta. est,il général '1 Supposons que le point M(x. y) aille 11 l'infini 
avec une direction asymptotique de pente a: ceci signifie que lim Ye = h et 

IIm(y/x) ;: a; la relation x,= d } Y
h
• montre que le projeté écran (xe' Ye) 

tend velS (dia . il) = I(a). Autrement dit, toutes les courbes ayant une branche 
infinie de direction asymptOlique de pente a ont une peŒpCCtive qui passe 
par le point de fuite I(a) et réciproquement d 'ai lleurs. Voilà qui pourrait 
peut-être mieux faire passer auprès de nos élèves la notion de direction 
asymptotique. 
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On peul maintenant se demander comment va se visualiser la différence 
entre asymptote et branche parabolique. Un petit calcul nouS donne 

y.- h _ ha . • ce qUI nOUS montre que : 
Te- !L y -ax +d 

fi 

. si la courbe possède une asytnplOle y = ax + b. Sil perspective est 
tange"te à la perspective de l'a..yml'tOCe au point de fuile I(a) (les nomb",ux 
élèves qui confondent tangente et asyml'tote n'ont donc l'as foncièrement 
!Dr! .•. ). 

. si la courbe possède une brancbe parabolique de pente a (y - ax, et 
lim(y . ax) = ~). sa perspective cst tangente à la droite de l' infuti en I(a) , 

El ces rnisonnemen ts s'étendent au cas a = co. Regardons enco", quelques 
exeml'Ies. Tout d'abord y = J lx : 

-------

\ 
fig.5 

On constate que les l'erspcctives des deult branches infinies 
+ -

x -+0 el x ~O se réunissent au point de fuite I(~) et y fonnent un point 

tout à fait ordinaire avec pour tangente la droite xe = O. Vérification : J'équa

tion écran de la courbe Xl = 1 est : 

hdxeYe = (h - Ye'Y 
qui eSI de nouveau une hyperbole (dont 10US les points sont ordinaires) 
d'asyml'totesx, =0 et y, = Mt, + 2h. 

8tl/kt.lllI'lPMI:.'P· .'j9/ · DkUtbn 199J 
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D'un point de vue projectif, une courbe asymplOIe aux deux exu-tmilés 
d'une dro.1e el de pan el d'aulre. ou bien un poinl onIinaire, c'es! la même 
chose ... 

El quand les deux parties de la courbe sOn! il la mame extrémilé de 
l'asymplole ? Regardons y: l/xl : 

L ___ --' 
fig.6 

On obtienl un poinl de rebroussement de première ~ . 

Pour regrouper 10US les cas possibles, on peUl écrire le lablcau de conver· 
sion infini<->fini suivanl : 

Infini " "\ 

fini r 
ordinaire 

\. ) ~ \ ( 

J + ~ 
in1lexion rebroussement 

1 ère espèce· 2ème espèce 
fig.7 

O. Ramai a aussi proposé de regarder les perspectives du cercle Digono
métrique en faisanl varier Je paramèlre d, et il a observé que l'on oblenail de 
très diverses figures, qui ne sonl pas Ioules des ellipses comme on sc l'imagi -
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ne couramment. Avanl de regarder les figures qui suivenl, on pourra déjà 
regarder les figures formées par une pièce de monnaie que l'on rapproche 
horizontalemenl de son œil.. , 

Pour percer le myslère. faisons loul de suile l'étude mathématique : 
l'équation écran de la projection est : 

2 2 '2 ( \ ' 
hx, + dy . =h - y~ 

ce qui donne pour d ~ 1 la forme réduite C): 

h\ ~+ (/ - d(y + lh ) ' =~ 
do l) d ol 

On oblienl donc pour d > 1 (autrement dillcs pieds de l'observateur SOnl 
en dehors du cercle) une ellipse, et plus précisément: 

- pour d> V (1 + h' ) ,c'est une ellipse de grand axe parallèle à Ox, 

el dont le centre se rapproche de 0 quand d croil mais n'est pas égal il 0 , 

540 

- pour d = V (1 + ï?-) , c'eslle cercle d'équation : 

xe' + (y.+ IIhf = 1 + IIh' 

fig,8 
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·. ~ . -J -\ -. _._-
1 
\ 

fig_9 

- pour 1 < d < Y (l + hl) • c'est de nouveau une eltipse mais celle 

fois de grand axe Dy •. 

, 7 

fJ~,-\~ 
- ( " - '\ 

1 \ 

\ / 
,,- --1---

lig.IO 
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- pour d = J, c'eslla parabole d'équation: 2Ye = h(l - xl) 

.--------- _._--------, 

fig, Il 

el enlin pour 0 < d < l, c'est une hyperbole dont il semble que les 
asymptotes soient les perspectives des deux droites x = ±I . 

C'\iw ""l'Cil tt1!rv a'fte 0 < 1. < 1 

._ . ______ . __ __ ___ ....--J 

fig.12 

Mais on sail que ccci esl impossible puisque ces deux droiles doivent 
aussi être des IQII8eniU (une projection conique conserve le conlaCt !). 
Bu/lt!ri" APIIEP II·J9J - DkvrabN. /99J 
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Cependant ce n'est pas très faux car l'équation exacte de ces asymplOtes est : 

)',- hl(1 _dl) =±It(.tY (J _ dl), . Elle s'approxime pour d petit en 

y. - h = ±Itx~ qui est bieu l 'équation des droites supposées. 

Tout ce qui précMe illustre joliment le fait que cere le, ellipse, parabole et 
hyperbole sont diverses formes affines d'une même notion projective : les 
coniques propres. 

O. Ramat a proposé d'étendre son programme aux courbes de l'espace 
(nous avons dOMé les fonnules de transformation ci·dessus) et a observé la 
projection d'une héLice circulaire, ce qui a encore été l'occasion d'observer 
une jolie propriété. 

Choisissons une hélice d'axe Oy et regardons-la avec une hauteur h = O. 

- -------------"-' 
fig.13 

On obtient une spirale dom on aimerail bien connaître le type; l'équation 
de dépan : x = a cos 1 y = b 1 : = a sin 1 devient 

x. = (d a cos I)/rd + b t) 

Y. = (d a sin I)/(d + b 1) 

ce qui donne l'équation polaire p = da/rd + b ) ; on reconnaît une spirale 

hyperbcliq'le p = c /(e· 60) avec 

c = dalb et 6o~d / b. 

n",lI.rutItPMEP· ,.-J9/ · Dk~ J99J 
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Une spirale hyperbolique esl donc une perspective centrale d'hélice circulai
re! 

Ce qui précède es~ je pense un bon exemple de dialogue Crucrue~ entre pro
fesseur el élève oblenu à l'aide d'un sujel d'étude donl ni l' un ni l'autre ne 
savaiI où il allait les mener, Ceci demande évidemmenl un gros investisse
ment de pan et d'autre, mais je crois que le jeu en vaulla chandelle, 

On trouvera en annexe le progmmme qui a servi à faire les figures ci-dessus. 
Je peux envoyer à IOUle personne qui m'adressera une disquelte Cl une enve
loppe de relour affrJJ1Çhie, ce programme. le programme originel de l'élève 
(avec utilisation de la souris. donc plus convivial mais non épuré de ses 
etTCurs) ainsi que le module "graph5tr" auquel il fail appel. 

R. FERREOL 
6. rue des annelets 

75019 PARIS 

ANNEXE 

program TracesEnPerspective ; 
(Olivier Ramat. avril 1992 version sirnpli-

fiée) 

Uses 
crt.graphStr (module dérivé de la bibliothèque 

modulog intervenant pour l es fonctions suiv~ntes ; 
InitGraphique ; IsoFenecreMax(xl, x2 , yI, y2); 
Couleur(n) ; Rectangle(xI , x 2. yI , y2); Segment (xl , 
y , x2, y 2J et Deplace(x , y) dont le fonctions 
de vraient se comprendre d'elles -mêmes }; 

Var 
x , Y, z , xmin. ymin, ymax , t l , t2 , d , h 
1. n : BYTE: 

REAL ; 

Procedure Initialis@r ; 
Begin 

ClrScr: 
n := 1: (nombre de ourbes 4 tracer) 
xmin := -5; ymin :~ -2: ymax : ~ 4 ; 
d := 3: h := 3 ; 
Writeln ( 'Intervalle d" étude 1 tl. t21 ; '); 
WriteC'tl ~ ' J ; ReadCcl), WriteC'c2- ') : 
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Rea (t2); 
InitGraphique 

ymin 1 ymax); 
Couieur{blanc) ; 

End; 

Function x@cran : REAL ; 
Begin 

IsoFene t reMax (xmin, - xrnin , 

If y + d <> 0 Then xecran .- d ' x / (y + d) 
End; 

Function yacran : REAL; 
Begin 

Ir y + dc>O Then yeçran , - Ih • Y + d • z )/(y. d) 
End ; 

Procedure PlacerRapere; 
Var 

t , p: INTEGER ; 
Begi" 

Re c t angle(xmin , - xmin , ymin , ymax) ; 
egmen t lxmin , h , -xmin , h ) ; 

p , : 5; {deml-largeur de la grille) 
x. : = p ; Z ; ::a 0; 
For t := 0 To p Do 

Begin 
y : :;;;; t; 

Segrne nt( - xecran, y8cran. xecran, 
yecran);{horizontal} 

Segment 1 -t, 0 , 0 , h) ; Segment 1 t, 0, 0 , h ) ; 
End; 

End; 
Function xx ( t: real ; i : in~eqel) : r eal ; 

Begw 
if i=l then xx ,= J'co olt ); [cas de l 'hélice 

circulaire} 
End; 

Funct ion y y (t: r:ealj i: int egèt) : rea1i 
Beg ' " 

JE i = 1 Then yy ,- J't; 

End; 
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Fun~tlon Z~ ( t: real ; i : i nteger): real; 
Begln 

If i : 1 Then zz ,: 3' sin(t) ; 
End; 

Procedure Tracer ( i: integer); 
Vltr 

t, yprecedent : REAL i 
J ' INTEGER; 

Const 
pd' =1000 ; 

Begin 
t ,~ t 1; 

x : = xx \ t , U; y : c yy \ t , l) ; z , _ z z (t , i); 

De lace(xecran , yecr~n) ; 

For j :: 1 To pas Do 
B .. gin 

t : = t 1 + j • (t2 - t 1) 1 pdS ; 

x: xx(t , il; yp.eceden t := y; y , 
yy (t , i); z : = zz (t , i ) 

i f z>:o then Couleur(rou~e_cl~ir) else 
Cculeu r ( c Ydn} ; 

If \y + d ) , (yprece en t + d) > 0 Then 
rac~(xecran . yecran} 

Els" 
Deplc.'ice \ x ~Cl·an , yecr .. ,r, ); 

End ; 
ReCldLn ; ReadLn 

End; 

Begln 
Init allse1- ; 
PlllcerPe-ppre; 
Fo r- i : = l Tc n n..J 'l'racer {ij 

End . 
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