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Les problémes de I'A.P.M.E.P.

Cette rubrigue propose des problémes choisis pour I' origi-
nalité de lenr caractére @ esthéiigue, subtil, ingénieux, voire
créatif, dont la réselution nécessite inlttatives, démarche
inventive, recherche, effort intellectuel

Elle accuellle tous cenx qui aiment inventer, chercher de
“beaux problémes” ... si possible trouver des solutions, et les
invite a donner libre cours Q leur imagination créatrice.

Priorité est naturellement réservée aux énoncés composés
par des collégues et au dialogue ouverr entre eux par le jeu
des réponses el des solutions gui sont @ envoyer @ ' adresse
sufvante (réponses a des problémes différents sw des feuilles
sépardes SV.LP.) :

Frangois LO JACOMO
21 rue Juliette Dodu
75010 PARIS.

ENONCES

ENONCE N°219 (Frangois LO JACOMO, Paris).
Trouver le plus possible de fonctions f, de R dans R (ou resp. de C dans
C), vérifiant pour tout réel {resp. complexe) x el tout entier n > (¢

re=g (k) fle)ae-3)

Couradi e
f(*)=0
ENONCE N° 220 (M.ROUSSELET, Herblay)
Soit ABC un triangle quelconque. Déterminer le plus grund mangle équi-
latéral inscrit dans le triangle ABC.

ENONCE N° 221 (M.DELEHAM, Reims).
Soit p un entier = 3; montrer que p est premier si ¢l seulement si le

nombre de quadruplets (a , b , ¢ , d) d’entiers 2 0 iels que
(p=I)=afa+1)+bb+1)+clc+1)+dd+ l)estégald(p+ 1)
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SOLUTIONS

ENONCE N°204 (Miguel AMENGUAL COVAS; Cala Fifueira, Majorque -
Espagne).

On se donne dans R® un paraboloide elliptique. Trouver le lieu des
centres des sphéres qui coupent le paraboloide selon deux cercles.

SOLUTION de René MANZONI (Le Havre).
Dans 'espace euclidien R?, on donne le paraboloide elliptique £ admettant
2

2
fix , ¥, z) = 0 pour équation cartésienne, avec fix , y , z)= +~'fq—-2:

.T_
P
etpzg>0.
1°) §'il existe une sphére S d'équation g(x , ¥, 2) =0,
avec g(x , v, z) =(x—af + (y = bP + (z — ¢/* = * qui coupe £ selon deux
cercles & et &', alors, pour une valeur convenable du réel A, on a 1'identité
fix, v, zl-Aglx,y,2)= (ax+PBy+ =+ 8/ (a'x+P'y+y'z+§) Cela
signifie qu'il existe deux plans # et ', d'équations respectives
ax + Py + 2+ 8 =0cta'x + P’y + ¥’z + 8 =0, tels que
C=PNE=PnE C=Pn"nSs=P NE,

el Cul =SnE=PuP)nsS= (PuPInkE

En observant les termes du second degré, il apparait que la forme

2 2
quadratique Q(x , y.2) = 5+ M+ ¥ +2%) doit eure le produit
(oo 4 By + %2 ) (a'x + f'y + ¥’z ) de deux formes linéaires. Il faut donc que

ki
L-a 0 0
le discriminant de Q(x . y , 2) soitnul.d'oa | 0 ‘?—1 0 |=0.
TP e |
1 2

La valeur A = () ne convient pas, puisque Ofx,y,z) = %4-%“'63(13&5

le produit de deux formes linéaires (sur R bien entendu). Pour la méme rai-
son, Ja valeor A = % ne convient pas non plus dans le cas général od p > g.
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tidsag X 7
WQ(.:.)'.=J="§(E';Q‘ ”}

lavalctt1=;—cstlnmlcpnssibiecldmnc:

L4 y?427= lky—z](ky+.l

2
.,1’ 2 AR
Qx,.y.,3) Tk gt

aveck-{f’:;}.

Ainsi, pour que la sphére S, telle que S m £ = € U &', exisle, il est
nécessaire que I'on ait 1'identité

f(x.y.:)—::stx .y.z)=£—(ky-:+8](ky+:—8')
donc
x:+%y2-—2pz—g{x.y.z}s.t?yz—:z-i- Sky +2) -8 (ky-2)-88"

gx.y, ) =x24+y 427 kB8 (8+8 + ) + 68
Coha=0, b=k(5'-5') c=5+5.

2 . 2 +p .
2
et r?=£z%+p(ﬁ+ﬁ')+pz.

En outre, les intersections considérées doivent &tre non vides. Dans le
plan x = 0, il faut cll:m::qm:laipm-nl:uole:y2 2q¢z = 0 soit rencontrée réelle-
ment par la droite ky -z + 6 = 0 (resp. ky + z - &' = 0), d’ol

V- 2kgy-2g8=0,A"= ¢ + 29620, 52—%?(mp.a'a-f’_“2‘fl}.

Sip=q.ondoit avoir § 20,8 2 0, donc b = 0 et ¢ 2 p, ce qui exprime
I'appartenance du centre (@, b , ¢) de la sphére S5 A la demi-droite £ consti-
tuée des points (x,y . z)telsquex=0,y=0.z2p.

Sip>g,ona 6=c—p+%.5'=c-p—i’- , et il faut donc que

c+ Ia 229 .- k_z P__‘i ce qui exprime 1'appartenance du centre

(a.b, c}delasphémﬁalcnscmblcédcspmms{.r y,z) tels que x =0,
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z +iia 9-%-‘1 z-i’_a E-:L-? qui, dans le plan x = 0, est "intersection de
deux demi-plans.

2°) Réciproquement. & partir de n'importe quel point (a , & , ¢) de L. on sait
retrouver det &', ainsi que tous les objets ci-dessus :
Cas particulier de p= g, donc de k=0 :

Le paraboloide elliptique £ est de révolution. Si I'on donne a =0, b= 0 et

¢ € [p . +e={, on peut choisir arbitrairement & tel que 0 < § < 2(¢c ~ p), d'ol
& =2c—-p)-820. Les plans P ¢t P définis par les équations respectives
z=d¢tz=2c - p) - §, coupent effectivement £ selon les «paralléles» € et
€', qui sont inclus dans la sphére S d'égquation 22+y* +2°—20248[2(c—p)-0]=

0, de centre (0.0 o) et de rayon r=Y[8 - + 2p5 .

Cas généralde p> q, donc de k> 0 :
Le paraboloide elliptique £, n’est pas de révolution. Si I'on donne a = 0,
ainsi que les réels b et ¢ vérifiant ¢ + %2{%{ el c—%z%‘f, on obtient

5=¢‘—F+f— et 5"=C—P*:J—:.Lcsplans?’ et # définis par les équa-

tions respectives &y -:+c—p+%=0 et ky +2 ~c+p+£-={},coupenl

effectivement £, La sphdre S, de centre (0 , b , ¢) et de rayon

2 )
r=af—L—b" +2pc-p admet g (x,y, :) = 0 pour équation, avec

P-4
2 X 3 1 2
g(x.y.z)=x +y +2 =2by -2z + (c-p) "
P-q
On constate que

Pnffx.}'.z)-gfx.}.:)=(k)"f+f‘—P+:—I*)’+=-f+P+%)

Nenrésulte que PN E=P NS, P N E=P NS, ce qui prouve que S
coupe £ selon deux cercles @ et @', Les plans 2 et ?* de ces cercles sont
appelés plans cycliques.

Finalement le lieu cherché est £,
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REMARQUE

Jacques DAUTREVAUX (Alpes Maritimes - Saint André) a sensible-
ment généralisé ce probléme, écrivant entre autres: «j’ai rédigé une étude
compléte générale du méme probléme étendu aux quadriques générales, mais
cela fait une cinquantaine de feuillels manuscrits»,

11 serait difficile de rendre compte de cet important travail dans la présen-
le rubrique, mais les lecleurs intéressés seront mis en contact, & leur deman-
de, avec Jacques DAUTREVAUX.

Autres solutions :
Jacques DAUTREVAUX (Sant-André), RRAYNAUD (Digne), L.G.
VIDIANI (Dijon), et deux solutions fausses.

ENONCE N° 205
Déterminer les applications f de R dans R vérifiant, pour tout x et tout y

réels: X7+ 1y + ) =f)fO) .

SOLUTION de Maurice PERROT (Paris).
{Quelques quantificateurs ont &€ omis pour abréger).
Faisons x = y = 0. Il vient f{0) = [f{0))* donc fi0) € (0, 1].
1- Si f{0) = 0, faisons x = 0.1l vient f{ly |) = 0 ; f est donc nulle sur R ..

Faisons x = y < 0. 11 vient FdyNV3) =[r o) : or Y3 € R, donc
Vy<O,fty)=0.
fest donc I'application nulle, ¢t la réciproque est évidente,
2- 8i fi0) = 1, faisons x =0, Il vient fily 1) = f{y) : f est donc paire.
Faisons x + y = 0. Il vient filx ) = fix) fiy) d'ob fix) = [fix)] et f{ix) € {0, 1}.
a) L'application constanic x + | est visiblement solution,
b) §'il existe x; # 0 tel que f{x;) = 0, on peut supposer x; >0 (f &ant paire).

e R, f(Vx1+x0+3 ) =f ¥ 0)=0.

2
Comme ,_: +x,y+ y? balaie [-?ile 4 m[quandypmom‘t R, fest nulle

8]

V3

En posant "“‘:x"T et en itérant,on voil que pour tout n 1, f est nulle
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|1

(f étant paire).
Pour cette troisigme application, (fix) = 0, sauf ff0) = 1), voyons la réci-

proque |
-six=y=0 f{\‘,t2+xy+y!)=f(0)=l et fix)fiv)=1.

.+=[.Aln[imue.feslnullesurll+- 10} : done sur R - {0)

2
2 2
-six#0,x +xy+y 23':—::»0.;‘(“ +xy+y7)=0

et fixifiy) = 0fty) = 0.
- §i y # (), m&me raisonnement en permutant x et y.

Le probléme admet donc trois solutions :
JSfeonstante =0
S constante = 1
fix) =0 sauf fO)=1.

REMARQUE: )
L'énoncé initialement proposé par Roger CUCULIERE était : «Déterminer
les applications f de R dans R vérifiant, pour tout x et tout y réels,

f('\/x +y J=f (x)f (¥)», ce qui permettait de «croiser des fonctions ¢xo-
tiques», selon I"expression de Michel TANGUY,

Abtres solutions :

Marie-Laure CHAILLOUT (Sarcelles) : Jean GOUNON (Paris) ; Marc
LAVENIR (Saint Vallier) ; Rend MANZONI (Le Havre) ; Eric OSWALD
(Bonneville) ; Bernard POIRIER (Hygres) : Marguerite PONCHAUX
(Lille) ; R. RAYNAUD (Digne) : Genevidve SAMBARD (Saint Quentin) ;
Pierre SAMUEL (Hossegor) ; Michel TANGUY (Quimper) ; Gheorghe Joan
VELCIOV (Timis-Roumanie) ; L.G. VIDIANI (Dijon).

ENONCE N206 (Frangois LO JACOMO, Paris).
Soit a un entier > 0, et (u,) la sutte définie pac up = 0, u; = | ¢t pour tout
n>0, u,,,=au,+ u,_y. Montrer que, quel que soil a, si I'on appelle m la

partie entitre de ‘310: +2), le produit  u,.t; ... i, est divisible par !
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DEMONSTRATION
En notant [x] la partie entitre de x, l'exposant d'un nombre premier p
dans la décomposition de n! en facteurs premiers vaul précisément:

H'[ff] [?] < A car Vintervalle [1 . ] contient [.:_] ey

tiples de p, dont [ﬁ’] multiples de p?, dont ... L%] multiples de p* ...

Le probléme se raméne & prouver que, pour toul nombre premier p, cet
expasant n'est pas supéneur  celui de p dans la décomposition en facteurs
premiers de u;u,...u,, pour tout nombre premier p.

Commengons par quelques lemmes:

@ vxe RH{‘E—] car I'i

@ VnzletVikzl

My g k1= Uy My gl (1

Crest évident pour k= 1 et £ = 2, ce qui permet de le démontrer par récurren-
ce sur k.

@ Sid divise n, u divise u,. car, d*aprés la relation (1),

Mg o 1ja= gy o [+ Uy qugetce lemme 3 en résulte par récurmence sur k.

Des lors, distinguons deux cas:
A) si p divise a, alors p divise 43 = a, donc p divise uy pour tout £ 2 1 3

i— ne contient pas d’entiers.

I'exposant de p dans u;.u; ... u,, est donc 2 12'-]=E-{n+2l]>§n> A 1
p_

dés que p = 3. Or, pour p = 2, uy = ata® + 2) est divisible par 4 puisque a est
pair, donc iy est divisible par 4 et U'exposant de p est donc
a[%]Jf[%]: §4ﬂ-z=n d'od le résultat lorsque p divise a.

B) si p ne divise pas a. le plus petit entier g el que p divise y est<p + 1.

Plusieurs démonstrations de ce résullat sonl possibles, celle faisant appel
au minimum de connmssances et de calculs semble étre la suivante :

Considérons la suite des u’, = w, modulo p. ', € Z/pZ et appelons g le
plus petit entier 2 [, s'il existe, tel que p divise «,, donc el que ', = 0 (si
tous les u', sont non nuls, on pose ¢ = + =),
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Pour toul 1 <k < g, les v,a LA™ Z/pZ existent lous et sonlt lous dis-

.t
tincts, car §i deux d'entre eux étaient égaux, vy = v avec &’ < &, la relation de
récurrence définissant w, qui vaut également pour u', et entraine donc

Ve=a+—— (pour k 2 2), impliquerait : vp _| = v4_,. et donc, de proche
Ye-1

en proche, vy _; = vy lant que j<k', d'o v, =a=v,.avec

n=k+l=k'(2sn<qg). Comme M, o3 = @Ql'y *+ W,a - 1o

= "'=a=u,, 1 =0, en contradiction avec la définition de g. Or,

V= v,
dans Z/pZ, les v, ne peuvent pas prendre plus de p valeurs distinctes; il en
résulte que ¢ - | = p.

Dés lors, l'exposant de p dans le produit u;.up....4, €St

>[a=lsbilbe

Pour p = § : soit &* = 1 (mod 5) auquel cas, ug est divisible par 5, soit
@’ =4 (mod. 5) auquel cas uy est divisible par 5 ; dans tous les cas, g < §,

m|_| 4 n
donc I'exposant de p est = [?]‘ l'l?‘" & 2'] 2 L‘]

Pour p= 3, @ = | (mod. 3) donc uy est multiple de 3, mais cela ne suffit
pas! Il nous faut refaire appel & la relation (1) du lemme @ pour écrire

] des quep27.

Uy =Ugllay o+ W, _ (3,

ﬂ‘-"(“"‘uil'4‘1+“ll-l“\ltli-.'|l+“ll|- I“Jzunfl“w'J

=3“ll(“ﬂ L l’ 1 "i"r‘uu el i]
prouvant ainsi que si 4, est multiple de 3, i, est multiple de 3u,. Donc, pour
out nt = 4k.3% u, est multiple de 3% * * (par récurrence sur @), et donc
I"exposant de 3 vaul au moins

3 8 1] M 5 e 0 M 2 Mo

est précisément égal & I'exposant de 3 dans (2 - 2)! et donc au moins égal &
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I'exposant de 3 dans al.

Reste A étudier: p = 2, @ étant impair, car non multiple de p, &* + 1= u=2
(mod.8), donc uy =3 a (mod.B), us = 5§ (mod.8) et u; est divisible par 8. Qui
plus est, i, = ug (Uy + ug) est divisible par 16, car us et u, sont tous deux
impairs (= 5 (mod.8)). Donc ['exposant de 2 vaut au moins

MlsaBllBlo il M Bl 4 wp-2 } 3
[3] 6+12>3+3+12 4 =n-2 Comme il est strictement

supérieur & n - 2 (donc au moins égal & n ~ 1), il est au moins égal & I'expo-
sant de 2 dans nl, qui est strictement inférieur & n, donc au plus égaldn - 1.
Ce qui acheve la démonstration,

REMARQUES.

1- Notons que ce résaltat ne peut pas &re amélioré dans le cas général: le
coefficient 4/3 est imposé du fait que ¢’est uy et non r, qui est divisible par 3.
Par ailleurs, .1, ... ky3 n'est généralement pas divisible par 16! Toutefois,
le résultat pourrait &tre amélioré dans des cas particuliers, par exemple si
a=6.

2- Les propriéiés utilisées résultent de propriétés classiques ¢t plus générales
de ces suites de type Fibonacci, mais elles sont suffisantes pour notre proble-
me, ce qui permet de se limiter A des démonstrations élémentaires. On aorait
pu prouver, par exemple, que si PGCD(n , m) = d, PGCD{u,, , u,J) = u;. Ou
encore que si g est le plus petit indice tel que u, 50it divisible par p, pour tout
n = qkp*®, u, est divisible par p** . En étadiant plus précisément la suite u, et
son équation caractéristique r* —ar — | = 0, on prouve que

-sia® + 4 = 0 (mod.p), u, est divisible par p,

-sia® +4 est résidu quadratique, u, _, est divisible par p,

-sia’ +4 n'est pas résidu quadratique, , , ; est divisible par p, mais cela ne
fournit pas le plus petit ¢ tel que u, soit divisible par p: cf. le cas p = 5, ou
encore, dans le cas de la suite de Fibonacci, u,, = 89, donc, pour p = 89,
g = 11, alors le résuliat ci-dessus prouve seulement que ¢ divise p— 1 = 88,
Autres solutions : Edgard DELPLANCHE, René. MANZONI.

Solution pardielle :

Marguerite PONCHAUX.

ct une solution fausse,

SOLUTION TARDIVE
Enoncé n°201 : Jacques AMON (Limoges).
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