
Les problèmes de ['A.P.M.E.P. 

Cette rubrique propose dt< probltmes choisis pour l'origi
lIalilé de leur carortère : es,Mlique, sublll. ingillieux. ,'aire 
crtalif, dOIl/ /a réso/ulioll IIhessilf illitlalives. démarche 
inventive. recherche, effort Ifllellerwel 

EUe aceut/lle tous ceu.t qui aimtflf illvtmer, chercher dt! 
"bealLt problèmes" . .. si possible Irouver des SOlUlioll$ , el les 
Invile à donntr libre cours à leur imagi/lalioll créalrlce. 

Priorité est lIalurellemellt réservée mL< blOncés composés 
par des collègues el au dialogue om'eYl enl" eux par le jeu 
drs ripoll"'s fi des sO/III/ons qui sam à en\'O)'tr à /' adresu 
suivallle (réponus à des problèmes différenls $lU des feuilles 
séparées S. V P.) : 

François LO JACOMO 

li me JulieU. Dodu 

7S010 PARIS, 

ÉNONCÉS 
ENONCÉ N"219 (François LO JACOMO. Puris). 

Trouver le plus possible de fonctions/. de R dans R (ou resp. de C dans 
C). vérifianl pour 10ui réel (resp. complexe) xelloul enlier Il> 0 : 

f (x)" "i:. 1 f(!.:!:.!) [(i )::~ - ~) 
t. O n 1.. 

ÉNONCÉ 0 UO (M.ROUSSELET. Herblay) !" ~........v l e--, 
" - 0 

Soil ABC un lriangle quelconque. Délenniner le plus grand lriangle i!qui
laléral inscril dans le lrianglc ABC. 

ÉNONCÉ N° Ut (M.DELEHAM. Reim.). 
Soil p un enlier 2: 3; mOnlrer que p esl premier si et seulemenl si le 

nombre de quadruplels (a • b , C , d) d' nriers <: 0 lels que 
(p - /) = ara + J ) + b(b + 1) + cie + J) + d(d + 1) esl égal à (p + J ) . 
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SOLUTIONS 

ÉNONCÉ N°104 (Miguel AMENGUAL CQVAS; Cala FiFuciro. Majorque. 
Espagne). 

On sc donne dans Rl un paraboloïde elliptique. Trouver le lieu des 
celllres des sphères qui coupent le paraboloide scion deux cercles. 

SOLUTION de René MANZONT (Le Havre). 

Dans l'espace euclidien Rl. 011 donn le paraboloïde elliptique & admellant 
2 , 

f(x , y , Il = 0 pour équation cartésienne. avec ft .• , y , zl = :!...- + L - 2z p q 

etp'i!.q>O, 
1") S'il existe une sphèreS d 'équaLiOll glx ,y , :1 = O. 

avec glx , y , z) = (x - aJ' + Iy - b)Z + 1= - d - r"- qui coupe & selon deux 

cercles e et (J' . alors. pour une valeur convenable du réel À.. on a r identité 

flx ,y, =J - ).8(X • y , z) = (ax + IlY + y: + li) (Q'X + poy + y'; + li'), Cela 
signifie qu'il existe deux plans 1> et 1>', d'équations respectives 

lU + Ily + y= + li = 0 et Q ' x + Il'y + l ' z + ô' = 0, tels que 
(J = 1> nS =1>n E., (J' = 1>' nS = 1>' n E. , 

e l (Jue' = SnE.=(1)u1>·lnS.= (1) u 1>')n& 

En observant les termes du second degré, il apparaît que la forme 
, l 

, x + L À.(.t 2 + y' + .2) . , quadmtJque Qlx , y . zl = P q - • dOIt être le prodwl 

(QX + Ily + y: 1 la' x + !l'y + 'r'z 1 de deux formes linéaires. Il raut donc que 

le discriminant de Q(x , )' , z) SOil nul. d'où 

L;. 0 0 
p 

o 1 - .< 0 q 

o 0 -). 

= 0. 

l l 

La valeur À. = 0 ne convient pas. puisque Qlx , y , :1 = :!...- + Ln'est pas 
p q 

le produit de deux formes linéaires (sur R bicn entendu). Pour ln même rai -

son, la valeur À = ! ne convient pas non plus dans le cas général où p > q, q 
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=Q(x , y, l) = -;(p; q/ H 2

} 

La valeur À = t eSlla seule possible el donne : 

Q ex . y , ;;) = x l + ~ _1!x 2 + y 2 + : ~ = ll,ty _ =) {ky + zl p q p p 

avec k = V P ; q , 

Ainsi, pour que 111 sphère.$. leUe que.$ n e = a u (J' , existe. il esl 
nécessaire que l'on .ill 'identiU! 

f (x. y . z) -! g ex , y, z) =! (ky -!+ ô) (ky + 1 - ô') 
P P 

donc 
2 2 2 l '2 

x +P.y -2p:-gex.y.z)=ky - : + ô(ky+:) - ô' (ky - z) - gg' q , 

g(x, y,:) = x 1+ yl + zl- k(ô-ô')y-(ô+ô' + 2p);; + gg' 

d'où a = 0, b = k(Ô - ô1 , c = Ô + ô' + p , 
2 2 

el 

2 

/ _ Mô - Ô' ) + p(ô + ô') + / . 
4q 

En oulre. les inlersecûons considélées doivenl être non vides . Dans le 

pian x = O. il faui donc que ln parabole f - 2q;; - 0 soi! renconlrée réclle
ment par la d,oilo ky - ;; + 0 = 0 (,esp . ky + ;; - 0' = 0) , d ' o~ 

1'- 2kqy - 2qô = 0, 0' = ,t2ql + 2qô '? 0, Ô'? - P.::.!l (resp.Ô· '? _ P.::.!l ). 
2 2 

Si p = q, 00 doi! avoir Ô '? O. ô' '? O. donc b = 0 el C '? p. ce qui exprime 
l'appartenance du centre (a , b , c) de la sphère.$ 11 la demi-<lroile.L consti

luée des poinlS (x , y , : ) lels que x = 0, y = O.: '? p. 

Si p > q. on a Ô = c - p + !!., ô· = c - p _!!. , el il faul donc que 
k k 

c + iL '? P.2.S.. c _ iL '? P.2.S. , ce qui exprime l'appartenance du centre 
k 2 k 2 

(a , b , c) de la sphère.s à l'ensemble ,l. des poinL5 (.f, Y , :) lels que x = 0, 
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z + t <: e...ts., : _or. ~ e...ts. qui. dans le plan x - 0, eSll'intersection de 
k 2 k 2 

deux demi-plans. 

2') Réciproquemenl, à partir de n 'impone quel polnl (a, b , ei de L. on sail 

relt\lllver 6el ô', ainsi que Lous les objets ci ·dessus : 

Cas porlicu/kT dB p - q, donc de k ~ 0 : 

Le p'U1Iboloïdc elliptique & eSl de révolution . Si l'on donne a - 0, b = 0 el 

c e [p , +00{, on peUL choisir arbitraUemeni li Ici Que 0 S li S 2(e - pi, d'où 
Ô· = 2(e - p) - li <: 0, Les plans ~ el~' définis par les équations respectives 

: ~ li el : - 2(e - pi - Ii, coupenl effectivemen t & selon les «parallèles .. (! el 

(!', qui sonl inclus dans la sphère 6 d'équation ).2+:} +z' - 2Cl+li[2(c-p ) ~ 1 ~ 

0, de centre (0 , 0 ,c) el de rayon ,. - ../{'O - cl' + 2pS . 

Cas génira/ d. p > q, donc d. k > 0 : 

Le paraboloïde el~pûque &, n'csl pas de révolUlioll. SI l'on donne a ~ 0, 

ainsi que les réels b et e vérifiant c + f <: y Cl e - ~ <: T ' on obtienl 

li~c-p + ~ el li' ~e-p-~ . Les plans ~ CI~' défmis par les équa-
k k 

tions respectives ky - : + c- p + ~= 0 et ky + z - c + p + ~-O. coupenl 
k k 

effecliv.menl &. La sphère 6 , de centre (0 . b . e) e l de rayon 

r= - l...Lb' +2pe - / admel li (x , Y . :i - 0 pouréqualion, avec 'V p - q 
2 2 l 2: '2 

8 (x • y. :i = x +)' +z - 2b)' - 2ez + (r - pl _ .....!l- b . 
p-q 

On conslale q uc 

pllx . )', ;i - g lx . y • zi = (l:)' - : + C - P + Hk)' + : - C + P + H 
Il en résulte que ~ n & = ~ (') 6,~' n & = ~. (') 6. ce qui prouve que 6 
coupe & selon deux cercles ct el ct' _ Les plaos ~ et ~. de ces cercles sont 

appelés plaos cycliques. 

Finalement le lieu cherché esl 1-. 
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REMARQUE 
Jacques DAlITREV AUX (Alpes Maritimes - Saine André) a sensible

ment généralisé ce problème. écrivant entre autres: «j'ai rédigé une élude 
complèle générale du même problème étendu aux quadriques générales. mais 
cela fail une cinqunnlaine de feuillets manuscrits>. 

11 serait difficile de rendre compte de cet important trnvail dans la présen
te rubrique. mais les lecteurs intéres.<és seront mis en con lac!. b leur deman
de. avec Jocqucs DAUTREVAUX. 

Autres .wlulions: 
Jacques DAUTREV AUX (Sant-André). R.RA YNAUD (Digne), L.G. 
VIDIANl (Dijon). et deux solutions fausses, 

ÉNo CÉN° 20S 
Déterminer les applications f de R dans R vérilinnt. pour tout .r. et tout y 

réels: f('fx2+.t) , + y2)=f(.r.).f(y) • 

SOLUTION de Maurice PERROT (Paris). 
(QI/elques qualIIiftcoleurs 0111 été omis pour obri ger) . 

Faisons.t = Y = 0, Il vieneRO) = (fiO)]' doncfiO) e 10. 1) , 
1- SiflO) = a. faisons x = a. Il vientflly 1) = a ;lest donc nulle sur R+. 

Faisons.r. = y < O. Il vient fdylY3)=[rM)\ or lylY3 e R. donc 

'ft Y < O,f(y) = o. 
/ esl dOliC l'application nulle. et la réciproque esl évidenle, 
:t- SiflO) = 1. faisons x = 0, Il vient fil)' 1) = fly) :fest donc paire. 

Faisons x + y = O. Il vienlRIx 1) = fix)I()') d'où/(x) = (fixl]2 et/(xl e la. 1) . 

a) L'application constante.r. H 1 est visiblement solution. 
b) S'il existe r, '* 0 tel queflx,) = 0, 011 peut supposer x, > 0 ({élanl paire). 

'ftye R, /(";x; +x,y + /)= / (X ,Y<.)') =0. 

Comme x ~ + X ,Y + l' balaie [ ~: , +- [ qu.1nd y parcourt R,f est nulle 

sur[x , ~ .+-[ 
En posanl x. + , = x, Y3 el en itéranl,on voit que pour 10Ul1l ~ I ,f05I nulle 

2 
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sur [XI (V;)' . + .. [.AI3timile,fesl nullesurR+-IOI ;doncsurR- IOI 

(f élalll paire) . 
Pour celte troisième application. (f(x) <= O. sauf /10) = 1), voyons III réci

proque: 

- si., = y = a [('/.r2 + xy + y') =[(0) = 1 et {(x}f(y) = 1. 
2 

l 2 3x [(~ 1 ') 0 - si x;< 0, x + xy + y ~ _ > 0 , 'x + xy + y = 
4 

et [(xif(y) = 01 (y) = O. 
- si y;< 0, même raisonnemem en permutant x et y. 

le problème admet donc trois solutions : 
[constante = a 
{constante = 1 
ftx} = 0 saufj(O) = 1. 

REMARQ E: 
L'énoncé initialement propOsé par Roger CUCULIÈRE était : "Déterminer 
les applications f de R dan R vérifiant. pour tOul x el lout y réels, 

[("'x 2 + /) = [(xlf (y)>>. ce qui permettait de «croiser des fonctions Cl<o

tiques», selon l'expression de Michel TANGUY. 

AulT.s solutions: 
Marie-Laure CHAlLLOUT (Sarcelles) ; Jean GOUNON (Paris) ; Marc 
LA VENIR (Saint Vallier) : René MANZONI (le Havre) ; Eric OSWALD 
(Bonneville) ; Bernard POIRIER (Hyères) ; Marguerile PONCHAUX 
(LiU.) ; R. RA YNAUD (Digne) ; Geneviève SAMBARD (Saint Quentin) : 
Pierre SAMUEL (Hossegor) : Michel TANGUY (Quimper) ; Gheorghe Joan 
VELCIOV (Timis-Roumanie) : L.G. VIDIANI (Dijon). 

ÉNONCt N"l06 (François LO JACOMO. Paris). 
Soit a un entier:> O. et (flJ la suite définie par flo = 0 , " 1 = 1 et pour lout 

" > O. fi •• , = au. + u. _1' Montrer que. quel que soil n, si l'on appeUe ni la 

partie entière de t (n + 2), le produil : U,.II" " fI",esl divisible par Il! 
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DEMONSTRATION 
En !IOtanl [x] 1. partie entière de x. l'exposant d 'un nombre premier p 

dans la décomposilion de .1 en facteurs premiers vaul précisément : 

~] + [;-] + ... + [?J ... < p : 1 car l'inlervalle [1 • Il] contient~] mul-

tiples de p. dont ~2] multiples de pl, dont .. . ~ .. ] multiples de p" .. . 

Le problème se ramène à prouver que. pour toul nombre premier p, cet 
exposanl n'cst pas supérieur 11 celui de p dans la décomposition en facleurs 
premiers de ","l",um pour toulnombre premier p, 
Commençons par quelques lemmes: 

<D ';f XE R. [ff] = [f] car l'intervalle Iff· fi ne contient pas d 'entiers. 

@ ';f,,;, 1 et';f k;, 1 

ltlt + .t _ I=14 I11U.+ll", _ IUt _( (J) 

C'est évidenl pour k = 1 el k = 2. ce qui permet de le démontrer par récurren
ce surk. 
<3l Si d divise n, "ddivise u •. car. d'.pres la relation (1). 

u(' , (}of = u"pd + 1 + U," _ I UJ el ce lemme 3 en résulte par récurrence sur k. 

Dès lors, distinguons deux cas: 
A) si p divise a. alors p divise U2 = a. donc p divise ''» pour loul k ;, 1 

l'exposanl de p dans u,.u2 '" umest donc;' [ml =[ ~III + 211> '?cil > _1/_ 
2 3 J 3 p-l 

dès que p;' 3. Or, pour p = 2, 144 = ala' + 2i eSt divisible par 4 puisque a est 

pair, donc u., eSI divisib le par 4 e l l'exposanl de p est donc 

;, [~] + [~] > 3;, _ 2 = Il d'où le résuhat lorsque p divise a, 

B) si p ne divise pas a, le plus petit entier q IcI que p divise uq eSI ~ p + 1. 

Plusieurs démonstrations de ce résultaI sonl possibles, ceUe faisant appel 
au minimum de connaissances et de calculs semble être la suivante : 

Considérons la suite des u' , = Un modu lo p, LI' n E ZlpZ el appelons q le 

plus petit entier ~ 1. s'i.1 e~isle. lei que p divise u., donc rel que u' q = 0 (si 
IOUS les u' • solll noo nuls , on pose q = + ~) , 
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Pour IOUI 1 S k < q,le. Vt~ /l',,. 1 E ZlpZ exiSlem lOUS el sont lous dis, 
Il • 

tinelS, car si deux d'entre eux élaienl égaux, v,. ~ v, avec k' < k, 13 relalion de 
récurrence définissant l4,. qui vaul égalemenl pour u·. el entraîne donc 

1 v. ~ a + -- (pour k ~ 2), impliquerail : v~ _ 1 = V, _ l' el donc. de proche 
V.I:_1 

en proche , "" _ } = 1'._; lant que j<k·. d'oil l'l=a= v • . ,avec 
I]=k+ I-k' (2Sf/<q) . Comme . ' •• , = al/ ' . + /J ' , _ }, 

u· •• l ' 0 di . 1 d'f' .. de Or \ ' " =: - ,-;;;;; a=> U ft _ 1 = ,en contra CUon aveC 41 .... mJlIon q. . 
" , 

dans ZlpZ, les v. ne peuvent pas prendre plus de JI valeurs distinctes: il en 
résulte que q - 1 S p. 

Dès lors, l 'exposan l de JI dan s le produil u' .• 2 ... . /l m est 

Pour p = 5 ; soil a2 • 1 (mod 5) auquel cas. Us est divisible par 5, ail 

a2 " 4 (mod. 5) auquel cas Il) esl divi ible par 5 ; dans IOuS les cas. q S 5, 

donc l'exposllnldep eSI ~ [~ ] = [I~ (n + 21] ~ [~ ]. 

Pour JI = 3, ti' • 1 (mod. 3) donc u. esl multiple de 3. mais cela ne SUffil 

pas ! Il nouS faul refaire appel à la relation (1) du lemme @ pour écrire ; 

Ul n = unUù .. 1 + u jj _ IUl.ll 

=U .. (UJln*l+ Il ,.-1 1111+1)+ ul1 _luJ211" t- l -allJ 

2 
=3u tl (u ........ IU,. ,) + Il,,u~UII . 1 - tilt)! -IJ 

prouvanl ainsi que si .,esl multiple de 3. "" esl mulliple de 3.,. Donc, pour 

lOUI 1] = 4k.3 a . ", eSI mulûple de )a. 1 (par r~currence sur al, el donc 

l'exposant de 3 vaul au moins; 

[~ J + [~ ;J + ... + [4:;UJ + .. . =[" ; 2J + [" ; 2] + ... + [faJ] + .. ce qui 

esl précisément égal à l'exposant de 3 d:lI1s 1" - 2)1 el donc au moins égal Il 
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l'exposanl de 3 dans Il!. 
Resle 11 éludler: p = 2. a élam impair. car non multiple de p. a2 + 1= u,-2 

(mod.8). donc JI ... 3 a (mod.8). Us .. 5 (mod.8) el "6 esl divisible par 8. Qui 
plus eSI. "12 = "6 (U7 + us) esl divisible par 16. car Us el ", SOnl tous deux 
impairs ( .. 5 (mod.8». Donc l'exposanl de 2 vaUI au moins 

[ml im] [ml (m m m) 2 . . - + - + - > - + - + - - 4 = n - Comme ,1 CSI Slnclemenl 3 6 12 3 3 12 . 

supérieur à" - 2 (donc au moins égal li" - 1). il esl au moins égal à rexpo
sanl de 2 dans 111. qui est striclemenl inférieur 11 Il. donc au plus égal il Il - 1. 
Ce qui achève la démonstrntion . 

REMARQUES • 
• - OIons que ce résultaI ne peul pas être amélioré dans le cas général: le 
cocfficienl4/3 esl imposé du fait que c 'est JI, el non "3 qw est divisible par 3. 
Par ailleurs. u).U2 .. . Un n'esl généralemenl pas divisible par 161 Toulefois. 
le résultat pourrail être amélioré dans des cas particuliers. par exemple si 
a = 6. 
1- Les propriélés utilisées résullenl de propriétés classiques el plus générales 
de ces suites de type Fibonacci, mais eUes sonl sumsantes pour notre problè
me, ce qui permel de se limiter à des démonstralions élémentaires. On aurait 
pu prouver. par exemple, que si POCD(II , m) = d, POCO!u. ' ".) = "_ . Ou 
encore que si q est le plus pelil indice tel que u, soit divis,ble par p. pour 10ul 

Il = qkp". ". eSI di,'isible par pa. '. En étudiant plus précisémenlla suile ". et 
son équation caractérislique ,., -ar - 1 = O. on prouve que 
- si dl + 4 . 0 (mod.pl, "pest divisible par p, 

- si a2 + 4 esl résidu quadratique, up _' est divisible par p. 

- si a l + 4 n'cst pas résidu qu.1dralique. ",. 1 est divisible par p. mais cela ne 
fournit pas le plus petit q lei que u. soit diviSible par p: cf. le cas p = 5, ou 
encore, dans le cas de la suIte de Fibonacci. "II = 89_ donc, pour p ; 89. 
q = 11, alors le résultat ci-dessus prouve seulement que q divise p - J ; 88. 

Autres solu/io"s : Edgard DELPLANCHE. René.MANZONI. 

Solulion partitUt : 
Marguerite PONCHAUX. 
el une solution fausse. 

SOLUTION TARDIVE 
Enoncé ,,°201 : Jacques AMON (Limoges). 
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