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L es mathématiques ne se réduisenl pas au symbOlisme. qui n'en est que 
la livrée : clles 001 leur beauté et leur difficulté propre: cependant, 
celui-ci peut amplifier l'un comme l'nuire. Le choi. de la notalion uli­

lisée revêt donc une imponance considérnble: ici, la symétrie des caractères 
sera le reflet de celle du problème ; là, des signes mal choisis voileront l'har­
monie des concepls ou ajouteronl à l'âpreté intrinsèque. 

L'un des écueils proprement syntaxiques que J'on rencontre tÔt ou trud en 
étudiant des mathématiques est la DOlion de variable muelle. ou de varloble 
liée , comme disent les logiciens. n n'est pas étonnant que nombre de nos 
élèves ne franchissent jamais cet obstacle. Mais ln complication. réelle. du 
phénomène ne sera pas leur seule circonstance atténuanle. ainsi que nous le 
montrerons plus loin. Et cependant. compliqué. le phénomène l'cst: ou plu­
tOt. il e t surprenant. Qu'un signe graphique, par la seule manière dont on le 
combine avec d'autres. perde loute signification, voilà une situation proba­
blemenl unique parmi tous les lungages écrils. 

Des exemples 

Dans le premiers des six assemblages ci-dessous, la variable; est muette ; 
dans chacun dcs cinq suivanll, c'cst 1:1 variable x; ccci pour suivre l'usage 
plus courant dans ce genre de siluation: nous le verrons plus loin, le nom de 
la variable muelte est indifférent. 
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2. f bj{x) dt : 
• 

3. mjn 1(x) : 
J- IIIlQ;bj 

4. Hm JtX) : 

5. {x E X 14>(.<») : 

6. l'Vx E X}<I>(x). 

Les aulreS variables (dan. le premier exemple. n ; dans les deux suivants, a, b 
et!: dans le quat:rième, a ct!; dans les deux derniers, X et les évcntucUes 
variables de <1> autres que x). chaque fois. som significatives, ou libres. 

«MueHe-: pourquoi? 

Quel critère nous pennet d'affirmer que telle variable est muelle? Que 
l'assemblage en cause peut être remplacé par un autre, une de ses évalua­
tions, dans lequel la variable muette n'apparaît pa . Ainsi, 

\. i i ' =.!.n(n + 1)(211 + 1): 
.-1 6 

b 
2, f 1(x) dt = F(b) - F(a), si F ' =! Sur [a;bJ; 

• 
3. mjn JtX) = f(a + b} par exemple, si f. continue, est décroissante sur 

.r_L4j.b) 2 

la première moitié de 1'i00ervalie [a ;bJ et croissante sur la seconde; 

4. lim!(x) = f(a), par exemple, si f est continue en a: ..... 
5. Ix E x l <1> (x ) l = 0, par exemple. si aucun élément de X ne satisfait la 

condition tl>(x) ; 

6. l'Vx e xl<I>~t) <=><I>(x,) 1\ <I>(x21 A <I>(x3),parexcmple si 

X = (x"x"x) }. 

De ce Crilère de mutisme, il resson Qu'une variable muelle peUl être rem­
placée par n'impone queUe autre. Il l'exception notable touterois de elles qu i 
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app3Cllissen1 déjà dans le même conlexle. Ainsi, 

J o JO J' · • fCx)dt ~ • fCy)dy ~ • f(t)a ~ J. f(Ç)d!; ~ .. . 

comme nous ne manquons pas de le faire remarquer Il nos élèves, mais on ne 

peut écrire J °f(b )dJ • car la variable b, qLÙ intervient trois fois. jouerait 
• 

deux rOles différents. (En réal il ,aucun principe ne s'y oppose. les logiciens 
admellent qu'une même variable ai t des occurences ltbres à cOlé d'occurences 
liées. Mais on peutloujours l'éviter, et cela vaul beaucoup mieux.) 

Observons ncorC sur chacun de nos exemples, que la variable que l'as­
semblage mulific. leur fail disparaître dans les limbes figure deu fois, 
comme si la seconde occurenCC venait annihiler la première. Ne disons-nous 
d'ailleurs pas (nous, mathématiciens; bon nombre de ' praticiens" présentent 

• les choses différemment!l que, dans J f(x)dt.le rôle du dx est de rappeler 
• 

que x esl la variable d'intégration (,l. 
Évidemment. les habitudes de notation pourraienl être différentes, ne pas 

ex iger celle duplication de la variable muelle. L'expérience montre cepen­
dant que J'on pcrd alors en clarté; un exemple sera donné plus loin. 

Une analogie peut aider nos élèves Il sunnonter la difficulté: ceUe de la 
bOÎt. noire. Pensons à un appareil électrique. un redresseur de courant al ter­
natif, par exemple : c'est un boitier, muni d'une prise d'entrée, Il laqueUe on 
foumit un courant allematif, et d'une prise de sortie, qUI débite en re tour du 
coutant continu. Entre les deux, cachés par l'cnveloppc, se trouvent vraisem­
blablement d'autres connexions, des composants, comme par exemple des 
diodes, que sais·je? Je ne puis que l'imagIner, et SuflOUL ce n'est pas mon 
problème, t'(st de la cllis/ne illleme. De la même manière. lorsque je tra-

vaille avec l'assemblage i:. /2, il ya la prise d'entrée: la variable libre Il , el .. , 
la prise de sonie : la valeur de la somme; lorsque je branche la prise d'entrée 
sur ln valeur 3. j'obtiens Il la sonie la valeur 14 . EnlrC les deux? Je n'en sais 
rien. et cela ne m'impone p3.S; la variable i . c'est dt' la cfusille tnlt!" ,f' . 

Lorsque je regarde la boile noire i:. / l sans la démonter. la variable muette 
• ·1 

f '" 1- Un~ écnlwe tout nussi cohérente serait Iv )d\, 
.~ 
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i, je ne la vois pas, eUe m'est cachée pat l'assemblage, 
Le prunJlèle est encore possible avec la programmation des ordinateurs, 

• 
Si un programme a besoin de la valeur de la somme Li ' , le programmeur 

j-l 

en déléguera utilement le calcul à un sous-programme, qui recevra le parn­
mètre n ct fournira en retour la valeur de la somme, Entretemps, de manière 
interne, il aura utilisé i comme variable local. : mais celle-<:Ï ne sera jamais 
accessible au programme principal. 

D'aulres choix 

Puisque le variables muettes n'om pas de comenu sémantique CI que, pat 
là même, elles introduisem de.'l difficultés, au moins pédagogiques, pourquoi 
les utiliser? Ne peut-on remplacer les assemblages qui les contiennent par 
d'autreS écritures d'où elles SCIlliem absemes 1 Dans bon nombre de cas. c'est 
possible: cenains assemblages mutifiicateurs ont des synonymes sans 
variables liées: 

1. i:. i'·I'+2'·3' .. 0"'; .. , 
2, f bf(tldx = f "f: 

• • 
3. nUn {(xl = lIIiqf = minf ([a: bD 

..... L-.b Lo.bJ 

4. lim,/(x) = limf· 
,~ . 

Tout ceci appelle des commentaires, 
Le synonyme proposé en J est en fait un retour en arrière: historique­

ment, le symbole de sommation a été introduit comme substitut compact à la 
somme de droite, qui n'est guère pratique: l'écriture est longue. les points de 
suspension donnent une impression de nou: et parfois , les débutants se 
demandent si, dans celle écriture, il est licite de donner à 11 les valeurs 2 ou 1. 

Dans la dernière des e.pressions SOu 3, on prend le minimum d'un 
ensemble de réels, e qui a bien DO sens (mais peut ne pas eltÎster, naturelle­
menr): pat contre, il y a un abus d'écriture de peu de gravité, à désigner pat 
la même lettre la fonction f: R .... R el la fonction f : PR PR qui s'en 
déduit si l'on pose f(X) = V(.r) l.r e X 1 pour lout ensemble X de nombres 
réels; ceci est standard et ne risque pas d'enlmÎner de confusion. (En fail, 
celle seconde fonction est l'image de la premi~re par le foncteur "parties" 
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covariant et devrait être notêe Pf.) 

Les synonymes 2 ('), 3 ct 4 onl un défaut commun: s'ils sont p:ufaits pour 
décrire la théorie. ds s'essoufflent dès qu'on passe à la pratique. car peu de 
fonctions ont un nom propre: seules quelques fonctions transcendantes béné-

f <Il. f ln' ficient de ce privilège. Ainsi. il est possible d'écrire 0 sin ou 0 ""p. 

3 
mais comment se débarmsser de la variable mueLLe dans f [,., + 2)dt 1 La 
fonction polynomiale 0 

R-+R:XH,2+2 
n'a pas le privilège de poner un nom. Uno solution eXISle. mais elle esl fort 
lourde: puisque la fonction x H x est l'identilé la. notre amIe CI-dessUS est 

(1,.)' + 2, Ou plus précisément (IR)' + k,. si l'on refuse de confondre un rêel 

et une fooction onstante. Bex et Breny vonl assez loin dans ce sens. ulilisanl 
}' + 2.tO pour désigner notre fonction polynomiale (cf.[2J. p.CX. p. 192). Une 
autre solulion: utiliser les nOlation du À-calcu!: pour les spécialistes de celle 
branche de la logique (aujourdhui fon appréciêe des infonnalÎciens théori­
ciens, sail dit en passanLl, la fonction en question C 1 désignée par 
M.(x' + 2). qu'on comprendra comme "13 fonction appliquant .t sur x' + 2" : 
on voit qu'en pnncipe. cela revicot à dire: la fonction x H .cl + 2. et donc 
eelll réintroduit. 11 un autre endroit. une variable mueue. Dernière possibilité, 
laisser un blanc il la place de la variable : ' + 2: malheureusement. un tel 
blanc risque fort de passer inape!,\,u li la lecture. Cl il vaul mieux Uliliser l'un 
ou l'autre stralagème pour marquer la ·plllee" (la "mortaise" dÎ.<;CnI les anglo-

phones): ( )' + 2. (.l' + 2. H' + 2. #' + 2; la demière notation. avec un dièze 
pour indiquer ln place. est empruntée à certains langages de programmai ion ; 
elle a ceci d'attrayant qu'on peut l'uLÎliser, avec des dières indicés. poUf 
représenter des fonctions de plusieurs variables. Félix et Lavendhomme ont 
récemmenl proposé une autre solution. assez élégante (cf.[3]) au lieu des 
dières (éventuellemenl indicés), ils utilisent des leures soulignêes d'un tilde; 
ceci a l'avanlage d'être plus parlant. puisqu'on se ménage la possibililé de 
"mlllljuer la pillee" par un symbole qui rappelle la variable qu'on 'lUtait utili-

sée 11 cet endroit. On poUJ11l ainsI parler de la fonction If' + 2 • 

Quoi qu'il en soil. i je suis prêt. pour moi-même. 11 écrire 

2- M .... hm urili...., pat exemple ri ; of.(4J p373 

457 

Bulletin de l'APMEP n°390 - Sept/Oct 1993 - Fev/mars 1994



J Jo (H
1

+21 

je ne me vois pas faire de même devant des élèves el je pense que les 
variables muelles onl encore de beaux jours devsm elles. même si nous pou­
vans les [aire reculer sur quelques [ranIS. Que ceci ne SOil pas une excuse. 
cependanl. pour absoudre la confusion cOIre une fonction el son image en un 
poim. même si cela eSI aussi "générique que.t eSI censé .l'êlte ('). 

Les n0131ion8 ulilisanl des variables muelles conslÎluenl un phénomène 
inlrinsèquemem compliqué. TI n'csi cependanl possible de les éliminer toutes 
qu'au prix de lourdeurs pires. En loul étal de cause, donc. nos élèves devront 
3pprendre il les apprivoiser. F3isons-nous loul pour le leur facililer 1 A celle 
question. je rtponds sans hésiler: non. pour la simple mison qu'un cenain 
nombre d'entre nous n 'y voieOl pas dlir eux-mêmes. 

(3) Ceue confuSlon. malheun:usemenl. est ommprésenle. AmSI. l'opérateur de dériva­
tion, souvent not~ par un accent. transrorme une fonction en une autre. On devrait 

donc écrire sin 'x et oon (sim)' ; mais comment corriger (.Tl + 2)' ? Les puristes écri· 

l'Onl (1 ..... ,2 + 2)''') ou (Ir + 2)'''); je ne jel~ ... i P" la premi~re p",rre aux autr ... 
s'ils sont tonSClcOlS de hbus qu'ils COn\nl~Uenl . 

A l'OppOsé, si l'on ~U I adm~llfe if:) comme syTlonyrn~ d..:/,(x) li. condll10n de n'y 

voir 3uçun quotient. !IL n'~ pas de. scns ; de: le même monihe. les no tai ions 
<lx 

1L ct ~ pow les dérivées panieUes d'W1e fonction de dcu.l variables IiOnt malcncon· ax av 
treuses. Pour ma part. j'Ulihse. depUiS peu. iJ.t~1 <l{(nlais DVel Ds!' conVIennent tout 
aussi bien; FI et f' 2 risquent d'entrer en conflil avec les ~rivées des comJX)santes 
d'une (onction vectoneUe d'u~ \'anable réen~: c'est pire encore avec Il et!l' qu'on 
rençonUe quelquefois. el dans lesquelles rien n'auire l'auentiQn sur la dénvaLÎon : 

a,/. aYlou DJ, D,lne résolvenl rien). 

Pour être honnête. il faut cependant observer que les malhématiciens professionnels 
publiant dans des revues de qualité. s'autorisent des abus; en vOÎci deux ~emptes.. 
recueillis en quelques minules 5eUlemenf: 

([ 1]. p.I02) 

• a (x) = (al (x) •. _. a,<,)) E C'(R" .R"). ([5]. p. 87) 
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Les notalions utilis<JIll des variables mueues constituent un phénomène 
intrinsèquement comptiqu~. LI n'est cependant pos ible de les éliminer toutes 
qu 'au prix de lourdeurs pires. En lout étant de cause. donc. nos élèves 
devront apprendre à Ics apprivoiser. Faisons-nous tOUt pour le leur faciliter? 
A cette question. je réponds sans hésiter: non. pout la simple mison qu'un 
cenain nombre d'enlre nouS n'y voient pas clalt eux-memes. 

Des enmples ~ ne pas suivre: 

Voici quelques "perles" renconltées au hasard de leclures. 

• hm/(x) = s 
1 

• On utilise aussi l'expres ion "limite de la fonction 1 - ou deflxJ - quand x 

tend vers a" et l'on nOie indifféremment l;m / ,Ii. ml (x), lim 1· ô " x...,..J 

Le mauvais usage réside ici tant dans le langage que dans le .-ymbolisme 
mathématique. 

• F(b)-F(a) se noleauss; IF,.)e. 
Il s'ngil d'un cas de mUlificaleur qui n'a pas été évoqué plus haut. Les 
manières cohérenles (vis-à-vis de la règle de duplication de la variable 

muelle) de noter les ho es ne seraienl-elles pas: /{.<)1: : ou [FJ!? et 
cependanl. on ne les renconlre nulle part! Etles seroicnt cependant bien 
utiles pour s'y retrouver torsque, calculanl une intégrale double au moyen 
de théorème de Fubilli. on esl amené à une expression de la forme 

f · "''', fr(x,y)J.;..:.d\: ; 
• 

même si le COllleXle permet. en d~[jnitive. de trancher, n'eSi-il pas plus clair 
de noter 

. (- 1)" 
• La sine L - n- converge .. . 

• REMARQUE : Lorsque l'ensemble parcouru par l'indIce i esl connu. on , 
remplace souvent, pour simplifier les écritures y par L . 

0-1 

Les séries posent un autre problème. On ulilise souvenl la même 1\01111ion 
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~ u. pour désigner unc série el sa somme; la première éllllll définie 
• _ 0 

comme la suile de ses sommes partielles. celle confusion revicnt exactemenl 
11 amalgamer une suile (0.). E N el sa limite lun_a • . le proposerais. avec 

. ~ 

Mawhin (cf. [4 ). p.249) el d'au ireS, de noler 1: ,". la série ( Î: UP) E el ".N \,-0 Il 

1: Il,, sa somme lim 1: Il, 
n~ --'-"p=O 

Pour conclure 
Nous. mathématiciens-enseignants. enseignanl~-mlllhémaliciens. tenOns 

beaucoup il cc que nos élèves raisonnent corrCClement el tout aulllllt (au 
moins) 11 ce qu'ils rédigent co.-reclemenl leur argumcnlmion_ (On pourrait 
paraphraser Boileau !) Combien de foi ne rageons-nous pas de voir sur une 
copie une mulùludc de ":>" Ou de "donc" qui sont aulanl de non-sens. sinoo 
de contre sen . (Combien de fois, aussi. ne passons-nous pas loui simplement 
l'éponge sur ces problèmes, malheureusement !) Dans le même espnl, 
devons-nous. je pense. insister pour que les jeunes que nous voulons former 
fassent bon usage des variables que nous leur confions_ El pour cela. com­
mençons par leur montrer le bon exemple. 

J'adreSSt! mes p{U,f }:ifs ren~rcienU!nJs ci Nicolas Roudte pour a\'oir bien voulu 
l,Tt! une "ersion pr~/jntil1(Jtrl' dt Ct! IUle. qui a pu blnifu;~r de plusieurs rVtJafques 
cOlmruc';\'t's. 
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