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Motus!

Pascal DUPONT
Faculté des Sciences de Gembloux
UER de Mathématiques

Ossabandus, nequeis, nequer
porarium, quipsa milus.

MOLIERE,
Le médecin malgré lui, 11, 4

Ia livrée ; elles ont leur beauté et leur difficulté propre ; cependant,

celui-ci peat amplifier I'un comme 'autre. Le choix de la notation uti-
lisée rev@l donc une importance considérable: ici, la symétrie des caractires
sera le meflet de celle du probleme ; I, des signes mal choisis voileront I'har-
monie des concepls ou ajouteront a I'dpreté intrinsdque.

['un des écueils proprement syntaxiques que I'on rencontre 18t ou tard en
Etudiant des mathématiques est la notion de varigble muetie. ou de variable
lide, comme disent les logiciens. Il n'est pas élonnant que nombre de nos
&léves ne franchissent jamais cel obstacle. Mais la complication, réelle, du
phénoméne ne sera pas leur seule circonstance atténuanie, ainsi que nous le
montrerons plus loin. Et cependant, compligué, le phénoméne l'est: ou plu-
(6t il est surprenant. Qu'un signe graphique, par la seule maniére dont on le
combine avec d'autres. perde toute signification, voild une situation proba-
blement unigue parmi tous les langages écrits.

Des exemples

Dans le premiers des Six assemblages ci-dessous, la variable i est muette ;
dans chacun des cing suivants, c'est la variable x; ceci pour suivre |'usage
plus courant dans ce genre de situation: nous le verrons plus loin, le nom de
la variable muette est indifférent.

l es mathématigues ne se réduisent pas au symbolisme, qui n'en est que
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=y i’

i=1

2. f &ﬁx)dt g

i
4. lim flx):

r=+a

5. [xe xX|®w):

6. (Vx & X} ).

Les autres variables (dans le premier exemple, n; dans les deux suivants, a, b
et f;, dans le quatrigme, a et f; dans les deux derniers, X et les éventuelles
variables de @ autres que x), chaque fois, sont significatives, ou libres.
«Muette» : pourquoi?

Quel critére nous permet d'affirmer que telle variable est muette 7 Que
l'assemblage en cause peut &re remplacé par un autre, une de ses évalua-
tions, dans lequel la variable muette n'apparait pas. Ainsi,

1.3 42 =é~n(n + 1)@2n+1);

im]

2. J' "fx)de = F(b) - Fa), si F* = sur [abl:

3. min fx)=f (ﬂ-—;—é-). par exemple, si f, continue, est décroissante sur

56 [ah
la premidre moiti€ de l'intervalle [a;b] et croissante sur la seconde ;
4. 1im flx) =f(a), par exemple, si f est continue en a;
E=s g

5. |x e X|®(x)} = @, par exemple, si aucun Elément de X ne satisfait la
condition ®(x};
6. [Vx & X)®(x) &®(x;) A D(xy) A ©(x1), par exemple si

X = {x;. x5 X3}.
De ce critdre de mutisme, il ressort qu'une variable mueite peut ére rem-
placée par n'importe quelle autre, 3 I'exception notable outefois de celles qui

454



Bulletin de I'APMEP n°390 - Sept/Oct 1993 - Fev/mars 1994

apparaissent déja dans le méme contexte. Ainsi,
f:f(t)dr =f;f(y)dy =L’f(:)d =J' HOE=...

comme nous ne manquons pas de le faire remarquer A nos éléves, mais on ne
b
peut écrire f Sf(b)db | car la variable b, qui intervient trois fois, jouerait

deux rdles différents, (En réalité, aucun principe ne s'y oppose. Les logiciens
admettent qu'une méme variable ait des occurences libres 3 cOié d'occurences
liées. Mais on peut toujours I'éviter, et cela vaut beaucoup micux.)

Ohbservons encore sur chacun de nos exemples, que la variable que ['as-
semblage mutificateur fait disparaitre dans les limbes figure deux fois,
comme si la seconde occurence venait annihiler la premiére, Ne disons-nous
dailleurs pas (nous, mathématiciens; bon nombre de "praticiens” présentent

o
les choses différemment 1) que, dans f F(x)dx. le rle du dx est de rappeler

que x est la variable d'intégration (').

Evidemment, les habitudes de notation pourraient étre différentes, ne pas
exiger cette duplication de la variable muette. L'expérience montre cepen-
dant que I'on perd alors en clarté ; un exemple sera donné plas loin.

Une analogie peut aider nos €éléves A surmonter la difficulté ; celle de la
boire noire. Pensons A un appareil élecirigue, un redresseur de courant alter-
natif, par exemple : c'est un boitier, muni d'une prise d'entrée, A laquelle on
fournit un courant alternatif, ¢t d'une prise de sortie, qui débite en retour du
courant continu. Entre les deux, cachés par I'enveloppe, se trouven! vraisem-
blablement d'autres connexions, des composants, comme par exemple des
diodes, que sais-je ? Je ne puis que limaginer, ¢l surioul, ce n'est pas mon
probleme, c'est de la cuisine interne. De la méme manitre, lorsque je tra-

vaille avec l'assemblage X i* il y a la prise d'entrée : la variable libre n, et

i=
la prise de sortie: la valeur de la somme ; lorsque je branche la prise d'entrée
sur la valeur 3, j'obtiens i la sortie la valeur 14, Entre les deux ? Je n'en sais
rien, et cela ne m'importe pas; la variable {, c’est de la cuisine interne.

Lorsque je regarde Ia boite noire ¥ i* sans la démonter. la variable muette

=]

At
1- Une écriture tout aussi cohérente serait Sl ydx.
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i, je ne la vois pas, elle m'est cachée par l'assemblage.
Le parallele est encore possible avec la programmation des ordinateurs.

Si un programme a besoin de la valeur de la somme f‘, i?, le programmeur
i=]

en déléguera utilement le calcul 3 un sous-programme, qui recevra le para-
métre # et fournira en retour la valeur de la somme. Entretemps, de manidre
interne, il aura utilisé i comme variable locale; mais celle-ci ne sera jamais
accessible au programme principal.
D'autres choix

Puisque les variables muettes n'ont pas de conlenu sémantique et que, par
Ia méme, elles introduisent des difficultés, au moins pédagogiques, pourquoi
les utiliser 7 Ne peut-on remplacer les assemblages qui les contiennent par
d'autres écritures d'ou clies seraient absentes 7 Dans bon nombre de cas, c'est
possible ; certains assemblages mutifiicateurs ont des synonymes sans
variables lides:

L § #-1142%3% . onk:

=1

2, f:}um -f:f:

b0 =g = min e 0D

4 limf ) =l

Tout ceci appelle des commentaires.

Le synonyme proposé en 1 est en fait un retour en arridre: historique-
ment, le symbole de sommation a été introduit comme substitut compact  la
somme de droite, qui n'est gudre pratique : I'éeriture est longue, les points de
suspension donnent une impression de flou: el parfois, les débutants se
demandent si, dans cette écriture, il est licite de donner 3 » les valeurs 2 ou 1.

Dans la dernitre des expressions sous 3, on prend le minimum d'un
ensemble de réels, ce qui a bien un sens (mais peul ne pas exister, naturelle-
ment) ; par contre, il v a un abus d'écriture de peu de gravité, i désigner par
la méme lettre la fonction f: R — R et la fonction f: PR — PR qui s'en
déduit si I'on pose f(X) = {f(x) | x € X' ] pour tout ensemble X de nombres
réels; ceci est standard et ne risque pas d'entrainer de confusion, (En fait,
cette seconde fonction est l'image de la premitre par le foncteur "parties”

450



Bulletin de I'APMEP n°390 - Sept/Oct 1993 - Fev/mars 1994

covariant el devrait &tre notée Pf)

Les synonymes 2 (%), 3 et 4 ont un défaut commun: 5'ils sont parfaits pour
décrire la théorie, i1ls s'essoufflent dés qu'on passe A la pratique, car peu de
fonctions ont un nom propre : seules quelques fonctions transcendantes béné-

7
ﬁciemdecemvﬂege.msi.ﬂmmbled'mf sin ouf

mais comment se débarrasser de la variable muette dans [x’-rlldt?l.a
fonction polynomiale

R-oR:x 242
n'a pas le privilége de porter un nom, Une solution existe, mais elle est fort
lourde : puisque la fonction x - x est Iidentité Iy . notre amie ci-dessus est
(Ir)*+ 2, ou plus précisément (Ig)* + k. si I'on refuse de confondre un réel
ct une fonction constante. Bex et Breny vonl assez loin dans ce sens, utilisant
1% + 2.1° pour désigner notre fonction polynomiale (cf.(2], p.ex. p. 192). Une
autre solution : utiliser les notation du A-calcul; pour les spécialistes de cette
branche de la logique (aujourd'hui fort appréciée des informaticiens théori-
ciens, soit dit en passant). la fonction en question est désignée par
Ax.( + 2), qu'on comprendra comme "la fonction appliquant x sur 2 + 2":
on voit qu'en principe, cela revient 4 dire: la fonction x 15 x* + 2, et donc
cela réintroduit, i un avtre endroil. une variable muette. Derniére possibilité,
laisser un blanc A la place de la variable: ? + 2; malheureusement. un tel
blane risque fort de passer inapergu & la lecture, ef il vaul micux utiliser 'un
ou l'autre stratagdme pour marquer la "place” (la "moriaise” disent les anglo-
phones): ( ) + 2. ()* + 2, ()% + 2, #* + 2 la demnidre notation, avec un didze
pour indiquer la place, est empruniée a certains langages de programmation |
elle a ceci d'attrayant qu'on peut l'utiliser, avec des didzes indicés, pour
représenter des fonctions de plusieurs variables, Félix et Lavendhomme ont
récemment proposé une autre solution, assez élégante (cf.[3]) au lieu des
diezes (éventuellement indicés), ils utilisent des lettres soulignées d'un tilde ;
ceci a l'avantage d'8ire plus parlant, puisqu'on se ménage la possibilité de
"marquer la place” par un symbole qui rappelle la variable qu'on aurait utili-
sée i cet endroit. On pourra ainsi parler de la fonction x°+ 2 .
Quoi qu'il en soit, si je suis prét, pour moi-méme, & écrire

2 Mawhin utilise par exemple [ £ ; c£(4] p373
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fn’muz)

je ne me vois pas faire de méme devant des éléves el je pense que les
variables mueties ont encore de beaux jours devant elles, méme si nous pou-
vons les faire reculer sur quelques fronts, Que ceci ne soit pas une excuse,
cependant, pour absoudre la confusion entre une fonction et son image en un
point, méme si cela est aussi "générigue que x est censé 1'8ire (%),

Les notations utilisant des variables muettes constituent un phénoméne
intrinséquement compliqué. 11 n'est cependant possible de les éliminer toutes
qu'au prix de lourdeurs pires, En tout état de cause, donc, nos éleves devront
apprendre & les apprivoiser, Faisons-nous tout pour le leur faciliter? A cetie
question, je réponds sans hésiter: non, pour la simple raison qu'un certain
nombre d'entre nous n 'y voient pas clair eux-mémes,

(3) Cette confusion, malheureusement, est omniprésente. Ainsi, 'opérateur de dériva-

tion, souven! noté par un sccent, trainsforme une fonction en une sutre, On devrait
donc écrire sin'x et non (sinx)”; mais comment corriger (+* + 2)" ? Les puristes &ori-

ront (1= 1 + 2)'(x) ou (# + 2)'(x); je ne jetterai pas Ia premidre pierre aux autres,
s'tls sont conscients de P'abus qu'tls commentent.

A l'opposé, si I'on peut admeltre %I—) comme synonyme de /' (x) & condition de n'y
voir aucun quolient, % n'a pas de sens; de la méme manigre, les notations

EaL el g{ pour les dérivées partielles d'une fonction de deux variables sont malencon-
x
treuses. Pour ma part, jutilise, depuis peu, d,f et dyf (mais Dyf et D,f conviennent tout
aussi bien; f7; el f'5 risquent d'entrer en conflit avec les dérivées des composantes
d'une fonction vectorielle d'une variable réelle; c'est pire encore avec f| et f;, quion
rencontre quelquefois, el dans lesquelles rien n'attire 'attention sur la dénvation:
9, f. 8yfou D, f. D, [ ne résolvent rien).
Pour &re honngte, il faut cependant observer que les mathématiciens professionnels
publiant dans des revues de qualité, s'autorisent des abus; en voici deux exemples,
recueillis en quelques minutes seulement :

d
« X '—"'a? U{LI) ([l.]‘ p.lﬂ.?)

*a(x) = (a(x). ... a(x)) € CA(R"R"), (51, p. 87)
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Les notations utilisant des vanables mueties constituent un phénoméne
intrinséquement compliqué. Il n'est cependant possible de les éliminer loutes
qu'au prix de lourdeurs pires. En tout étant de cause, donc, nos éldves
devront apprendre 2 les apprivoiser. Faisons-nous tout pour le leur faciliter ?
A cette question, je réponds sans hésiter: non, pour la simple raison qu'un
certain nombre d'entre nous n'y voient pas clair eux-mémes.

Des exemples i ne pas suivre;
Voici quelques "perles” rencontrées au hasard de lectures.

i li}nf(.t) =9

= On utilise aussi I'expression "limite de la fonction f - ou de f(x) - quand x
tend vers @" et 'on note indifféremment lim f lim £ (x), lim f -
Le mauvais usage réside ici tant dans le langage que dans le symbolisme
mathématique,

« F(b) — F(a) se note aussi la"{.ﬂf X

Il s'agit d'un cas de mutificateur qui n'a pas éé évoqué plus haut. Les
manidres cohérentes (vis-a-vis de la régle de duplication de la variable

muette) de noter les choses ne seraient-clles pas: F(X)fimaoulFL 72 et
cependant, on ne les renconire nulle part ! Elles seraient cependant bien
utiles pour §'y retrouver lorsque, calculant une intégrale double au moyen
de théoréme de Fubini, on est amené i une expression de la forme

b x
J’ [Pty oo ;

méme si le coniexie permet, en délinitive, de trancher, n'est-il pas plus clair
de noter

& y="(x)
f [yl = qund ?
« La série E(';) converge ...
* REMARQUE: Lorsque I'ensemble parcouru par l'indice / est connu. on

P
remplace souvent, pour simplifier les écritures ‘)-:: par X .
Les séries posent un autre probléme. On utilise souvent la méme notation
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Y u.pour désigner une série et sa somme ; la premitre étant définie
n=0

comme la suite de ses sommes partielles, cette confusion revient exactement
& amalgamer une suite (a,), - 5 €t sa limite lim a,. Je proposerais, avec

 =h

Mawhin (cL.[4], p.249) et d'autres, de noter I M. Ia série (,E,"').. et

»
Uy § lim £ u, |
LU sasomme lim T Uy

Pour conclure

Nous, mathématiciens-enseignants, enseignants-mathématiciens, tenons
beaucoup & ce que nos éléves raisonnent correctement el tout autant (au
moins) & ce qu'ils rédigent correctement leur argumentation. (On pourrait
paraphraser Boileau !) Combien de fois ne rageons-nous pas de voir sur une
copie une multitude de "=+" ou de "donc” qui sont autant de non-sens. sinon
de contre sens. (Combien de fois, aussi, ne passons-nous pas toul simplement
I'éponge sur ces problémes. malheureusement !) Dans le méme esprit,
devons-nous, je pense, insister pour que les jeunes que nous voulons former
fassent bon usage des varables que nous leur confions. Et pour cela, com-
mengons par leur montrer le bon exemple.

Jadresse mes plus vifs remerciements & Nicolas Rouche pour avoir bien voulu
lire une version préliminaire de ce lexte, ui a pu bénéficier de plusieurs remarques
construclives.
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