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Etudes

Présentation

des courbes de Bézier

Y.HAUBRY
L.EE.G.T. Troyes

Vers 1962, Pierre Bézier, ingénieur chez Renaualt, mit au point une
méthode pour obienir dés courbes planes ou dans I'espace, ainsi que des sur-
faces. La présentation donnée dans cet article est basée sur le calcul barycen-
trique. Elle peut donc étre utilisée dans les classes du second cycle de Lycée
en travaux pratiques ou dirigés, comme application du barycentre,

L idée directrice est de racer une courbe en déplagant le barycentre d’un
certain nombre de points, appelés points de contrdle et affectés de coeffi-
cients dépendant d'une variable, En modifiant ensuite la position des points
de contrble, on déforme progressivement la courbe jusqu'a I'obtention du
profil recherché,

Seul I"aspect “courbe plane” sera traité ici.

Dans toute cetle présentation, le plan est muni d'un repére (0.1 ,/)
orthonormal et £ est un temps réel variant de 04 1,

1°) Exemple introductif avec trois points de controle.
Fixons rois points My, My, M; non alignés.

A, est le barycentre de My (1 — 1) et My(1):

A est le barycentre de M\(1 =) et Mz (h);

M est le barycentre de A (1 = 1) el Ay(1).
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M1

figure I (1 = 1/4)

a) Détermination vectorielle ou calcul barycentrigue.
Nous pouvons écrire ;

OA =(l — 1) OMy + t OM,

@z(l—r}O_M:HO_.m ()

et O_ﬂ».f=ﬂ-r)6;:+10_.4;

En remplagant OA: et OA1, il vient:

ri;{:}:{l -:)’()T'f;‘r?r(l -1)6;;1 + :’(Ff’z (2)

Le point M est le barycentre du systéme
(Mo (1 =10)% s M, 2t (1 = 1) ; M, *}ce qu'on aurait symbolisé par I'arbre :
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ou l'on retrouve que M est barycentre de
(Mo . (1=0); (M, 2 (1 = 1)) ; (My, %))

On remarque que les coefficients des points M, sont de la forme ;
Ci(t -1~ pourie (01,2}

od =21 coefficient binomial.
G he-i "

On pose B'z(r) = C;(l -2 "¢' |; ces termes, on le verra, joueront un

rdle particulier par Ja suite,

b) Détermination paramétrique,
Les points My, M, et M, sont définis dans le repére {O.T. }.} par leurs
coordonnées :
My (Xo . 30) 1 M| (g, 3) s My (3, ).
Le point M a pour coordonnées (x , ).
La relation (2) nous donne alors:
x=(1 =1 xg+ 21 =0) x + Fxp
== yp+2(-0)y+Fy
Nous obtenons ainsi une définition paramétrigue de la courbe décnite par

M lorsque ¢ variede 02 1.
Cette courbe est dite courbe de Bézier de degré 2.

¢) Propriétés de la courbe.
Pour 1 = 0, Ia relation (2) donne OM(0) = OMo. Le point M est en M.

Pour ¢ = 1, nous obtenons a}(l)';a_.m.l_epoimuestmu,.
Tangente i la courbe.
Calculons la dérivée du vecteur OM() :

Vi) = %‘.ﬁ!‘_’:hzu—r;ﬁﬁw 2(1 - 20)0My + 2 10M+

Pour1=0 V(0)=-20Mo + 20M: = 2MoM,

Pourt=1 ;(]) =—2.OTI.1 + 25—M2 =2M M
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Lorsque ¢ varie de 0 2 1, la courbe part du point My, avec MoM,; pour

vecteur tangent et aboutit en M, avec M1 M2 pour vecteur langent.
Pour obtenir la tangente en un point courant de la courbe, dérivons la
relation :

OM(1) =(1 - )OA, + tOAs .

[l vient : E'-Q“—‘=-O_;: +.(E+(1-:}W_AL+;QQ:§.K
dr d dr
el, en dérivant les égalités (1):

%:-OE*-EE

d_o£i=-—OTf.1 +£T‘H".r

(Les vecicurs OMo , OM; et OM: élant fixes, leurs dérivées sont nulles),
En reportant dans V', il vient:

E’%‘imrAuu-U(—oTﬂwﬂ)u:-o_ﬁ + OM)

=A1A:1 - 0A + 0OAq =244,

%@.:E-[(l—!}?ﬁhiﬂéﬁ]*‘[ﬂ ~ 1)OM, +farﬁl
dOM

e |9

En M, la courbe admet donc A:Az pour vecteur Langenl,

La courbe se construil point par point : pour chague valeur de 1, on parta-
ge [MyM,] et (M M,] dans les rapport 1, 1 - 1, puis le segment [A,A,] dans les
mémes rapports. La courbe s’obtient comme une enveloppe de droites. (figu-
re 2, page suivante).

d) Nature de la courbe.
On démontre que la courbe obtenue est un arc de parabole.
Plagons I"origine du repére en M, :

e — Y b
(2) = OM(t) =21 (1 = NOMy + 1~ OM3
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figure 2

et sous forme paramétrigue :
{ x=2 (1 =1 + £xy
y=2(1-0y +
Ces équations sont de la forme:
{ x=a’+ b
y=o+fr
aveca=x-2q b=t 0= -2y,etfi =2y,

a et @ ne peuvent pas étre nuls simultanément (on aurait X2 - J1 et les

LI |
points M, M, et M, seratent alors alignés),
2 2
#* Sia=00ua=0,o0nobticntalors:y = % x" + Bxoux =4, by
b b i B

La courbe est alors une parabole, d’axe Oy ou d’axe Ox.

* Sia el one sont pas nuls:

le rapport i:w_*g a pour limite & quand 1 tend vers 4= ou ~ o, ce qui
¥ 1 o + d

donne la direction asympiotique de la courbe,

o
Calculons p= ¥y ——X :
d
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p= (t_rp;‘nb}, et af — b = xy, — Xyy;. Xy ~ Xpy; n'est pas nul, les

points O, M; et M, n'étant pas alignés; p tend donc vers + o= quand ¢ tend
vers + oo, La courbe n'a pas d"asymptote mais admet pour direction asymp-

totique la droite d'équation y =%x.

On peut en obtenir une équation cartésienne a partir de y-%x =ml en

reportant ¢ dans x ou dans y, ce qui donne ; (ox—ay)”~ (Bx - byXap -bat) = 0.
On reconnait [a I"équation d’une parabole dont I'axe a pour équation
a

=—x,

2- Généralisation 2 un nombre quelconque de points,

g 0D 0 0
Soient n+ | points de contrdle, non tous alignés: Mo M, M,.. . M;.. M,

a) Construction de la courbe.
0 1
Chagque couple de points (M':- s M?) donne le barycentre M; (el que

—— —_ s —

] [}
OM,=(1—()OM;_,+10M; puis le procédé est itéré:

——a

[ - =R | n
OM;=(1 - l)OM,._ Il + JOM: jusqu'a l'obtention du point terminal M,

= -1 =1
défini par:OM, =(1 — 1)OM. _,+1OM,  .Celte construction se présen-

te sous la forme de "arbre dessiné page suivanie.

NdIR (due 3 Paul-LouisHENNEQUIN).

Les courbes de Bézier généralisent les polyndmes de BERNSTEIN.

On rappelle pour mémoire que le polyndme de Bemstein associé & une fonction f
continue sur [0,1] est défini par :

Par)= T Chttl —xr‘“ﬂ%)

k=0

Ainsi, la courbe représentative de P, est la courbe de Bézier associée aux points de

coordannées (t .f(i))DSkSn.
n n
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0
My TSl )
0 <~'I “‘*-Mz k
M M} o 2 \\\\
2 ~.
My = 4 R
by . 1 M,

" 3 e S
HI-_] : f !‘ n-] L
\‘H: ;* /Mn
q / !‘ L _.&M‘

. |' !
| M,
M a / figure 3

Suite de la note de Paul-Louis HENNEQUIN

C'est d ailleurs pour cette raison que Bernstein a introduit ces polynémes : il voulait
donner une démonstration probabiliste constructive du théoréme de WEIERSTRASS:
«S1 x est la probabilité de succes dans un schéma de BERNOULLI & n coups,

P.L¥J=E{f(-s—"—)} ol §, est le nombre de succéss. En effet,
n

L] n ) 7]
E {;[S—]} = £ P, =brfh)- £ Clxta-a ) =pa,
n k=0 Al k=0 n

On déduit ensuite facilement de la loi forte des grands nombres et du théoréme de
HEINE-BOREL que f est limite uniforme sur [0,1] des P, quand n tend vers +es, c&
qu'on aurait pu faire de manidre plus élémentaire et plus directe par I'inégalité de
Cebicev.

Les polyndmes de Bemstein sont en général - et je 1'al par exemple vu récem-
ment & "oral de Iagréghation marocaine - connus des candidats, mais pas 'idée qui
les a introduis,

En posant : Bf{r)=Cf(l -0 "2 on peut écrire:

oM!= ¥ B, '(t)OMi (6)oi p et g sont des catiers fixés. q < p.
k= iTpey

Cette formule permet de calculer Ie vecteur de rang i dans la colonne p 4
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partir des vecteurs de la colonne ¢. Et en remontant jusqu’aux points de

0 T ' i 0
controle, M ; , nous obtenons : |OM | = I'; B: N"’(.r)Oth'(B)-

kei-p

(3) se démontre par récurrence sur p. Toat en laissant au lecteur le soin
de mener A bien les calculs en détail, voici I'idée qui permet de passer du
rang (p — 1) au rang p: si I'on suppose (3) vraie jusqu’au rang (p — 1),

e = a0 i Mitp—1 0O
OM;=(1-n ¥ B,,OM;+t ¥ B,, oM,
kwlp k= ip+l
0 0 Lig, ki, bisp-1]___ 0 g8
=(1-0B, 0M;,+ 5 [a-nBy " +B)"" om.+ B lom; -
k=i—pol

1] 0 -1
Or, (1-0B,.1=B,.et (B, =B, . la somme intermédiaire étant

— il " _8
cnmpusécdclemaxdelafm:u:[u-nla‘ +tB¢]OM;

o
et o =(C:+ C:M){l T s

mel
e g (b ) don|a =B |

Ainsi, W = B:'MOMS .etdonc:

— u_-o jul g "_.n _.ﬂ
0M:=Bp0.l'df'._'+ ¥ B:-'”GM.+B:OM‘

b=i-p 41
i E-isp =% et
= ¥ B, OM, .(3)estdonc vraie au rang p.

tewi—p
La formule (3) montre que chaque barycentre, & partir du rang 2, décrit
une courbe de Bézier de degré 2, puis 3. ... puis n en prenant les points de
contrdle 3 par 3, puis 4 par 4, elc.

Une précision apportée par Paul-Louis HENNEQUIN :
@ 11 est possible de donner une définition probabiliste s simple de la

0
courbe de Bézier de points de contrdle Mo, M? Lt M: .
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Considérons la marche au hasard suivante :

0
M

0
-Onpartde My
0
-Onpassede M; & M., avec la probabilité

- On reste en M.D avec la probabilité (1 - p).
- On effectue ainsi n pas.
Soit A le point (aléatoire) ol la marche s'arréte, E (A) son espérance
mathématique ou point moyen. E (A) dépend de p, et quand p variede O a 1,

o 0 0
il décrit 1a courbe de Bézier de points de base Mo . My, ... M, .

La construction précédemment décrite s’obtient alors en conditionnant
par le premier poinl. @

La formule (3) se projette sur les axes du repére el donne la définition
paramétrigue de la courbe:

Xi= i‘, B:.(l),:,-
i=0 n
ob M (. y) et Malx . y)

y= ﬁu B.0)y;

— ey —

1 o ) = |
Pouri=0, OM () =0OMg ctpourt=10M(l)=0M, .

[
La courbe part du point Mo et se termine en M:.quand:vm-icdcl}hl.

b) Propriétés de tangence,
En dérivant (3). nous obtenons :
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q-_-.ll I —
v odoM,_ ¢ BLY 0
df i=10 d!
1- Calcul des dérivées des B .

CB«()

BN =C1-0""'t aon =(i—m)CL1 - 0" ),

B _ (i —nr)
v ((1-r)

80il encore ; ——— B,,(:)

Remarque :

Les B:. sont donc des solutions de I"éguation différentielle :

s (i =ni)
1{1=r)

2- Tangentes & la courbe aux extrémités.

0 2N
Pour ¢ = .dB_,,{U} el a8 40)

¥ | équation & variables séparables,

= n. Les autres dérivées ayant 1, 7, ...

- en facteur sont toules nulles. Le vecteur tangent est alors

— — _—
= 0 0 00
V=enOMo+ nOM ) =nMoM .,
Pour 1 = 1, seules les deux dermitres dérivées ne contiennent pas le fac-

=1 fn
. dB, (1) dB (1)
1= = bt i N8
teur (1 =), d'on T n et % n

- 0 T 0 00
Le vecteur dérivé est alors: V =— nOM ,_; + nOM , =nM , (M,

La courbe est tangente au premier et demier segments du contour polygo-
nal des points de contrdle.

3- Tangente au point courant.
Les résultals obtenus pour rois et quatre poinis permetient de conjecturer

—

que d:::f.. = nM:::M:'I-
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La courbe serait donc tangente au dernier segment formé par les avant-der-

niers barycentres.
Démonstration ;
= -1 n-l
OM = (1 = 1)OM .\ + 10M 4
n — — ] n-1
- dOM, -1 el M . M
Dérivons: V = =—OM,,+OM, +(1 _:}do Uy 20N,
dr dr dr
a - n-l -l
— 4l dOM . oM
N i NG O S i

dt de

Or, la construction barycentrique nous donne ;

n-1 nld n2 n-l n2 n-2
OM 1 =(1 =OM 2+ 1OM .y L OM,, =(1 - DOM 5y + 1OM , .

En dérivant ces vecteurs et en reportant dans V', nous obtenons :

—

a-l el a-l nd
V =H;-1M: = (1 - l)OMllll + EOMN"IJ

2 n-2
+ (1 = )OM 1 + 1OM
oM OM " dOM A
+( =1 L PR T P Neadial CPNE s
[ & [

0 2 o P | n-2 n-1
Or, (1 = )OM a2+ 1OMuy = OM it (1 = YOM a1+ 1OM s =OM .y .

D’od

20k n-2
=y - a-l 2 i
VadMonls + & 85 ”m-dif:'—.

i=n—-1

a-2 -3
En exprimant le vecteur OM; & l'aide du vecteur OM: et en dérivant,
nous obtenons :

— n-3

_— wl 7l A+ 3w

V=M.t 5 B (2Mi
=n-3 dr

—

]
L'idée est de poursuivre ce procédé jusqu'aux vecteurs OM; dont les dén-
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vées sonl nulles. A chaque étape du calcul, un nouveau vecteur M oM,
vient s ajouter,

V =M M,

Finalement :
Toutes ces précisions vont bieén siir apporier une aide précieuse a la

construction de la courbe. Celle-ci ne nécessite pas d'autres connaissances

que de savair diviser un segment dans un rapport / (ou 1 — ).

- La courbe est soumise 3 I'influence de tous les points de contrble, et Ia

modification de 1 position d'un seul point entraine une déformation de toule

la courbe. On a vo comment on peut mesurer 'influence respective de

chaque point,

- Si I'on veat renforcer I'influence d'un point particulier, on peut prendre

plusieurs points de contrile confondus, les coefficients B:, correspondants

s ajoutant alors (voir les figures 5 et 6),

- Un auntre avantage des courbes de Bézier est que leur programmation est
relalivement facile, du fait des propriéiés récursives des polynomes de
Bernstein.

') M i My=M3
4 ]
0 0
b H: i Mi
" T | A o
A )| R R
M
’;H: ' % OH: R
fig.s fig.6

Dans la ligure 6, deux points de contrdle sont confondus : la courbe se rap-
proche davantage du point M r,l =M : :
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4°-Algorithme de construction d’une courbe de Bézier.
a) Relation entre les B,.

Considérons, pour n fixé, B0)=C.(1-n™"r

& B::i(f):.ci_i(l _ ‘)a.bl {fvl
or: C:.=u_i.+lrc:; (a)
1= i |'=_i#] .- n—-h-l. -1
o - a- 0 o
(a) et (b) donnent alors ka}:(lir)(n_ii-l}a (r‘ (8)

A . i c
La relation (4) permet d'obtenir les B, successifs, & partir de B, pour
chaque valeur de ¢ :

= L]
] e X0 CT e

Tl t Yn-2+115" _n(n—l} _ -2
B,{1) ‘l-:)("__z )B,,(r} X1 - 1)

€lc....

b) Algorithme de caleul d’un B,
De la relation (8), nous tirons 1"algorithme :

[Fonction Bln, 1 : entier ; t : reel) ;
Début

Si i =0 Alors Be— (1 - t)"

Sinon Bd—( H _'+l}.B{n.l—l 1)

FIN

Remarque : certains langages de programmation, comme PASCAL, ne possédent
pas d'opérateur «puissances. (1 = )" peut alors étre calculé par
exp(n » {n(l = 1)),Les fonctions exp et fn &lant disponibles (f = 1),

II est aussi possible de eréer une fonction puissance :
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Fonction PUISSANCE (t : entier , % : réel) ;
Début
Bi n = 0 Alors PUISSANCEe—1
Sinon PUISSANCE~—x*PUISSANCE (n-1, %)
Fin.

¢) Algarithme de calcul d’un point de la courbe,

PX et PY sont des tableaux contenant les coordonnées x; et v, des points
de contrdle.

X, Y sont les coardonnées d"un point de la courbe

BZ est une varinble destinée au stockage lemporaire des valeurs B:

Calcul 1
Début
- P Yuo @
Pour i de @ & n faire
début
BZ «— B(n, 1, t)
X<«—X + BZ * BX(1) ;
Y«—% + BZ " PY(1) ;
£in.

d) Autre algorithme de calcul.
Cet algorithme est construit sur la méthode de construction barycentrique

—_—

= ) |
OMey = (1 - DOM,  + 1OM 1y

- PX et PY sont les tableaux de coordonnées des points M?. initialisés aupa-
ravent par entrée au clavier par exemple.
- ¢ est l¢ parametre que 1'on fera varier pas & pas selon le nombre de points
désiré pour tracer la courbe.
- m est le degré de la courbe.
Calcul 2:
Début
1 - @ ;
Pour 1 de § a n - 1 faire
Début
PX(i + 1) & (1 ~ £) *PX{1)+t*PX(i + 1)
PY(i + 1) & (1 ~ £)*PY(1) +L*PYV(1' 4+ 1) :
i3+ i '
fin.
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Les coordonnées du point & afficher sont alors dans PX(n) et PY(n).

Cet algorithme modifie les PX(i) et PY(1). 11 faut donc les sauvegarder au préa-
lable et pour chaque valewr de f rémitinliser les tableaux de coordonndes.

Le tracé de la courbe peul se faire point par point ou alors par petits seg-
ments joignant deux points consécutifs obtenus pour des valeurs de ¢ voi-
sines,

On peut prévoir également la possibilité de modifier un ou plusieurs
points de controle afin d ajuster la courbe au profil recherché.

¢) Algorithme de tracé point par point.
Tracé BZPT ;

PX, PY : tableaux de coordonnées des M?
i, n, nb : wvariables type entier ;
t, pas : variables type réel ; X, Y : raéels
coord. du point courant.
Début
Entrer le degré n ;
Initialiser PX,et PY ;
Entrer le nombre de points désiré pour le
tracé : nb
pas <« 1/nb ;
C=— pas ;
Afficher le point PX(®), PY(Q) ;
Reépétear
Calcul 1 ;
Afficher le point X, Y ;
t «— £ + pas
jusqu‘a £ > 1.

Ein.

Remarque

On peut également faire apparsitre le comtour polygonal des points de contrdle, les
langages graphiques possédant des procédures d'affichage de segments (draw ou line
s

f) Algorithme de tracé par segments.
Les variables utilisées sont les suivantes :

1]
PX, PY tableaux des coordonnées des M .

i, n. nb variables de type entier;
X. Y, Xi. Y1, , pas : variables type réel ;
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Tracé BZISEGC ;
Début
Entrer le degré n ;
Entrer les PX(i) et PY(i) :
Entrer le nombre de points nb ;
Fas == 1/nb ;
L e pas ;
X1 & PX(@) ; Y1 = PY(Q) :
Répétar
Calcul 1 ;
Afficher le segment (X, Y1) = (X.Y) :
Xie— X ; Y1 =— Y ;
Ce=t & pas ;
jusqu'a t > 1
fin.

Remargue :
Pour la programmation en PASCAL, on peut utiliser les types suivants :
POINT = record
XY : real
end ;
POLYGONE = array(@. . 50] of POINT ;

0
51 PL est une vanable de type POLYGONE, les coordonnées du point M sont alors
PLIi).X et PL[i].Y. Ceci évile la mampulation de deux tableaux PX et PY.

Attention : Le temps de calcul augmente avec le degré de la courbe ; Ie calcul
de B(n , i, 1) nécessite n appels consécutifs de la procédure, ¢t pour chaque
valeur de £, 2(n + 1) multiplications et additions sont nécessaires pour calcu-
ler les coordonnées d'un point.

Conclusion
Jai essayé de présenter le modele de Bézier sous le point de vue bary-
centrique. 11 est évident que la généralisation & un nombre quelcongue de
points ne peut, faire l'objet d’'une application au niveau premiére Ou lermina-
le, quoiqu’elle figure au programme des BTS Informatique Industriclle.
D'autres aspects ont €t¢ volontairement négligés:
- point de vue probabiliste (voir note),
- poit de vue matriciel,
- point de vue suites numérigues,
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- point de vue nombres complexes.

Le modtle de Bézier est un modele global : tous les points de controle ont
une influence sur toute la courbe. Il n'en est pas de méme dans d'autres
modeles, les B-splines par exemple, ol les points de contrble n’ont qu'une
influence locale. Ce pourrait &tre 1'objet d’un autre exposé.

Je n'ai pas voulu développer I'obtention de surfaces en trois dimensions
par un maillage de points de contrble, pour limiter la longueur de cet article :
le passage du plan & I'espace peut s¢ concevoir en imaginant un plan, conte-
nant les points de controle se déplagant dans une direction orthogonale, ke
polygone se modifiant & chaque éape : les courbes de Bézier obtenues dans
chaque plan engendrent alors une surface.

* Deux questions
{qui nous viennent elles aussi de Paul-Louis HENNEQUIN):
Etant donnée une courbe définie paramétriquement dans le plan par:

{ x=90 O<isleiqy C,
y=y
on peut lui associer la courbe de Bézier
X=P,0n
Y=P,0

ou P, et Q, sont les polyndmes de meilleure approximation (pour une norme
A préciser de X et Y).

17/ Comment construire pratiqguement les points qui déterminent (P,, Q,)?

29/ Que se passe-t-il si I'on change ke paramétrage ? ( = 1) o rest €™ et
croissante telle que ((0) =0 et (1) = 1).
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