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La naissance et le développement des géomeétries non-euclidiennes est un exemple
remarquable d'une aventure mathématique européenne. Ce sujet est done bien adapté
au théme des journdes 1992 de 'AP.M E.P.*. [l Pest d'autant plus gque nous fétons
eette année les 200 ans de la naissance de Nikalad Lobatchevski, un des créateurs de
ces glomelries.

Plan de 'exposé

e & o & 8 @

L'aziome des paralléles en géomdirie cuclidieune

Lo décounerte des nouvelles géomélries

Quelgues modeles de la géometme hyperboligue

Développenments ol controverses aulour des nowvelles géoméirees
Role actuel de ces géamélries

Un apergu sur dewr vésultals récents en giemétrie hyperbolique

Quelques thémes récurrents

Un des objectifs poursuivis dans cel expost est d appeler 'atiention sur un certain
nombre de thémes récurcents dans notre histoire ;

I'influence dautres sciences sur les mathématiques (des questions ssues de
mesures physiques ou astronomiqgues ont joug un role important) ;

le role des idées mathématiques en philosaphie, aver son couttepoint |'idée
des philasophes sur les mathématiques (un theme moins & la mode) ;
Pimprévisibilité des découvertes, netamment les plus remuarquables®™ ;
souvent, en mathématiques, la nocme n'est pas la bonne fagon de fonction-
aer 3 pour avaucer, il se révéle quelquelois décisil de disposer de plusieurs
points de vue ;

les mathématiques sont une aventure humnaine ; on y rencontre done des
aventuriers, qui se perdent quelquefois dans les méandres de leurs idées, et
on constate qu'un certain nombre de pistes poursuivies avec énergie quelque
temps se révelent &re des culs-de-sac (1nais pour combicn de temps 7).

* Je la remercie pour son invitation & peésenter wne conférence dans ce cadre. Je remercie

aussi Catherine Francois et Jean-Lue Bellon pour 'aide apportée dans la saisie de ce texte,
** Despire que les quelques representants du monde politiyne piésents lors de Vexposé oral

ont pu entrevolr pourquoi les cherchenrs vont répélant avee tant de conviction gu'exiger gu'ils

disent & 'avance or qu'ils yont trouver est bien souvent la millenre fagon de les stériliser,
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L'axiome des paralléles en géométrie enclidienne

Avant Euelide

Comme vous le savez, la nadssance de la géométne rst historiquenent lide & des
préoccupations pratiques ; comme l'étymolagie 'indique, les counalssances géometri-
ques ont été essentiellement induites par des problémes posés par la mesure de terrains
(notamment pour la détermination des impots!) et des considérations sur les astres
(ef. [15]). Un savoir s'est aiusi aceumulé au fur eb & moesure des apndes, ot braucoup
de civilisations différentes ont participé & la constitution de ce savoir geométrique ; Les
Babyloniens, les Egyptiens, les Chinois, ... Les Occidentaus que nous sommes avous
tendance, parmi les apports auciens, & privilégier celle des Grees. Leur démarche
visant & faire de la gfomélrie une science déductive élall exemplaire el originale | elle
a joud un role jusqu'a nos jours dans le modele de développement des mathématinques
dites “pures”.

Le premier géometre dont le nom a Lraversé les siccles est Thalés de Milet. Pour
Pythagore, nutre figure illustre de la géométrie, les mathématiques sont intégrées de
fagon étroite a sa philosophie : il ne sépare pas les muathématiques de ["astronomie
ou de la musique par exemple. Cltons eofin Platon & qui on devrail la devise de son
érole qui a été florissante  “pul n'entre il §'il n'est péometee”,

Tout ceci atteste que les mathématiques, et la géomélrie en particulier, ont occupd
une place importante dans la pensée des Grecs.

Euclide ot ses “Eléments”

Le nom d'un mathématicien est depuis cette épogue associé do fagon presqiin
mséparable & celui de géomeétrie : il s'agit d'Evelide, dont les dates de naissance at de
mort ne sont pas vraiment connues. Il aurait véeu & pou prés trois cent ans avant notre
#re. Son ceuvre s'appelle “les Eléments™. On dit souvenl que ee document, qui est
une somine des conpaissances mathématiques de son temps, est le livee de Phistoire de
I"Humanité le plus lu, & part les livres religieux, Il est divisé en treize livees. Nous al-
lons nous concentrer sur ceux qui parleat de géométrie, et spécialement le lives 1, Dans
ce document est exposée une méthode originale, un peu 'aboutissement de la réflexion
des Gress 4 propos des mathématiques, la methode ariematigue, Le développement
est trés systématique avec Pintroduction d'un cerlain nombre de postulats. Dans
ce livre, adoptant un point de vue qu'on appellerait aujourd’liui syntheiigue, Euclide
prend la peine de définir ee que sont les points, les droiles, ce que veut dire Uincidence
d'un paint 3 une droite, IMincudence de deux droites, ete..

Examinons un peu les premiers postulats des Eléwents d'Euclide. Des quatre
premicrs, citons seulement le premier :

“nar deur poinls distincls passe une el une seule droite”,

Les suivants (les postulats deux, trois ot quatre) parlent aussi de proprittés fon-
damentales : le caractére archimédien de la droite, d'autres propriétes élémentaires
des cerelos ou des angles droits,

Evidemment, pour notre propos, le postulat ceniral est le postulat numére cing,
souvent appelé le postulal d'Euclude, car il joue un role particubier. 11 est ainsi farmulé

dans les Eléments :
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“si deur droiles sont coupdes par une lrowsiéme en formant des
angles wmternes du méme ¢atd, dont la sowmme es! mférienre & un
angle plal, alors elles se coupent du coté de ces angles, s elles sant
prelongces suffisanment loin™,

a+ 0 < 2 droits

Figure 1. Des droites non paralldles selon Euclide.

Il differe des autres parce qu’il fait intervenir U'infini @ en effet il ¥ est affiemé
que quelque chose doit se passer en prolongeant les droites suffissamment loin. La
définition suivante est souvent substituée a celle d"Euclide : “par tout point extérieur
& une droite passe une seule droite parcalléle & Ia droite qui est donnée” (rappelons
gue des droites sont dites paralléles si elles ne se coupent pas, meme si on les prolonge
indéfiniment). Il semble qu'Enclide soit conscient du fait que ce postulat n'est pas
comme les autres puisqu'tl ne le fait apparaitre dans la liste des postulats que beaucoup
plus tard. Avant de V'énoneer, il prend la peine de dériver vingt neuf propositions et
théoremes, déduits done seuleinent des axiomes de | & 4.

Plusieurs des conséquences de ce postulat sout lout & f&it importantes @ il se
révile par exemple nécessaire pour élablir que “deux droites paralléles & une méme
traisiéme sont paralléles entre elles”, ou encore que “la somme des angles d’un triangle
est £gal & un angle plat”, propriété qui nous eccupera beaucoup dans la suite, Voila
done la situation telle qu'Euclide la laisse.

Les continuateurs d'Fuclide

Ce postulal pose trés vite un eertain npmbre de questions aux mathématiciens
postérieurs A Euclide | en effet beancoup ¢'inquittent du fait qu'l serait peut-gtrs
possible de le déduire des précédents. On trouve trace de nombreuses tentatives pour
prouver le postulat auméro cing. Il n'est done pas question de les énuinérer toutes ; les
seules retenues correspondent a des reformulations du probléme posé par le postulat
d'Buclide, qui se sont révélées ultérieurement intéressantes,

Proclus, gui vit au Véeme siécle, essaie de travadller avee une autre définition des
paraliéles ; pour lui des paralleles “sant des droites qui restent & une distance con-
stante”. 1) eroit avoir démontré le postulat d’Euclide mais sa démonstration est. er-
ronée. L'Histoire est ainsi remplie de preuves erronées din postulat d’Euclide, Dans la
démonstration de Proclus est caché le fait non évident suivant (il est méme équivalent
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au postulat d'Euclide) 1 “les points & distance constante d'une droite forment une
droite”.

Ou peul mentionner des conteibutions trés impottantes d'un certain nombre de
mathémaliciens arabes. ¢t de beaucoup de mathématiciens walions pendant la fe-
nnissance,

Le mathématicien anglais John Wallis (1661-1703), plus connu pour un eertain
nombre de formules intéressantes en Analyse, prouve 'axiome des paralléles en sup-
posant qu'il existe dans le plan des triangles ayant des cotés arbitrairement grands
semblables & un triangle donnd. 11 obtient done une démonsiration rigoureuse du
postulat d'Euclide avee une hypothese supplémentaire. Il faul pour cela de nouveau
caotoyer Uinfini dans la mesore oit il 8'avire nécessaire de considerer des triangles
dont les longueurs des cotés sont arbitraicement grandes tout en gardapt les angles
constants,

Sacchery

Parmi les travaux qui ont suivi, relevons cenx du mathématicien italien Saccheri
(lﬁﬁ?-1733). Il étudie beaucoup une figurs particuliere, ¢ qui vaul & cette situstion
d'etre quelquelos appelée le guadrdatére de Saccher,

|/ '\

Figure 2. Le quadrilatéee de Saccheri

Toute ['étude vise a montrer que les deux angles dont la miesure n'est pas connue
a priori sont droits. Saccheri n'y arcive pas Lout & fait | par contre il parvient a
déemontrer une propriéte qui frappera par sa force, it savoir @ "si la somme des angles
d'un triangle du plan est égale, supdrieure ou inférieire & on angle plat, cette propriélé
est vraie pour tous les triangles du plan”. Auteement dit, Saecheri [ait apparaitre une
ligne de démarcation entre Lrois types de géomélrie, un fail important comme nots
allons le voir par la suite. Muis son travail a uae autre conséquence : devant 'énergie
qu'il consacre a la démonstration du postulat d"Euclide et la résistance de ce probleme,
Uidée qu'il pourrait exister d'autres géomeétries que la geotnétnie d'Euclide progresse
Paur d'Alembert, cette incertitude est “le secandale de la gdomdirie”.

Lambert et la géométrie sphérique
On doit & Lambert (1728-1777), mathématicien suisse né 4 Mulhouse, la réfuta-
tion de 'hypothise de l'angle obtus pour un espace infini. Dans un livee intitalé la
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“T'héorie des droites paralléles™ (1766), il est le premier & introduire pour un polygone

4 n colés son défaut angulaive (A savoir la quantité (n — 2) fois un angle plat moins
la somme des angles intériears au polygone) qoi mesure la déviation i ce que 'espace
soit enclidien,

Lambert est aussi le premier & faire une conatruction intéressante impliquant la
géomélrie sphergue, Celle géométrie, importante pour l'astronomie et la navigation,
était déja développée en ce temips a coté de la géométrie euclidienne mais, pour des
raisons difficiles & comprendre, elle néLail pas pensée comme une géométrie concur-
rente de celle-ci, Qu'est-ce que la géomeétrie sphérique ¥ 1) s'agit toul stmplement de
la géométrie des figures tracées sur la sphere avee pour catés des portions de grands
eercles e, pour mesures des angles leur mesure habituelle. On se persuade vite que,
dans cette glométnie, la somme des angles d'un triangle sphérique présente un défaut,
qui est directement relié A 'aire du triangle sphérigque {ef. Figure 3). Cette géométrie
sphiérique est évidemiment nécessaire lorsqu'on veul repérer des objets dans la voiile
céleste, mais aussi sur Ly Terre dés qu'on a compris qu'elle est ronde el non plate.

2drots - (a + b+ ¢ ) =24

Figure 3. Le défaut angulaire en géométeie spheérique.

Une des raisons qui fait de la géomélrie sphérique une géoméirie & part est sa
finitude. Rappelons que dans notre hisioire de paralléles une grande importance
esl attachée a lidée de pouvoir s'éloigner & linfini. Chez Lambert apparait, pour
la premiere fois, I'idée d'une piste pour construire une géométrie non-euclidienne,
puisque dans la géomélrie sphénque 'y polhése de Pangle oblus est vérifide. Lambert
le fait remnarquer et dit qu'apres tout, si, au lieu de prendre une sphére de rayon r, on
pouvail prendre une sphire de rayon imaginaire pur fr, alors le défaut détecté dans
la formule de la sommie des angles d'un triangle sphérique prendrait le signe opposé.
On se retrouverait du coup dins une geamétrie ot 'hypothese de angle aigu serait
satislmte.

D'autres mathématiciens de celte épogue mentent d'etre mentionnés pour lear
contribution & notre probléme.
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Adrien Marie Le Gendre (1752-1833) fait en quelque sorte la somme des con-
niisssances de son temps. 1l écrit notamment un livre réédité de nombreuses {ois,
les “Eléments de géométrie” (Uallusion & Euclide est claire). Cel ouvrage servica
de base & l'enseignement de la géomélrie pendant & peu pres un sigcle (un exemple
exceptionnel de longevité seolaire),

Wolfgang Bolyai (1775-1856), un condisciple de Carl Friedrich GauB, fait aussi
des Lentatives intéressantes pour définir une nouvelle géométrie. Comme il pense avoir
prouvé |'impossibilité d’avoir une géométrie nou-euclidienne, il publie un livee & ce
sujet, et écrit & GauB pour lui présenter son travail. GauB lui mootre en quel endroit
précis son raisonnernent n’est pas correct.

Ceci termine la periode, disons pré-révolutionuaire, de remise en cause de la
geométrie euclidienne sans qu'ancune percde décisive vers la découverte des nouvelles
géométries ne soit faite.

La découverte des géomdétries non-euclidiennes

Fixer des termes précis a la périnde de cetie déeouverte est largemeni arbitraire,
inais on peut retenir la période de 1792 & 1837, Qui furent done les découyreurs 7

Carl Friedrich GauBl (1777-1855)

Commengons par Carl Friedrich GauB. 1l n'a que 15 ans lorsqu'en 1792, pour
la premiése fois, il s'essaie & la geométrie non-enclidienne, Dans une letire écrite en
1799 & Wolfgang Bolyai, dont nous nvons déji parlé, il dit “p'ai déja faut quelgues
progrés dans mon travedl | sv on pouvadd prouver qu'il eziste wn treangle dont Vatre est
plus grande que toul nombre donné a Navance, alors je pourrais élablir la geométne
(sous-entendu euclidienne) rigourcusement”. Nous voyons done apparaitre une nou-
velle piste, & savoir que, dans une geoméieie nop-euclidienne, les triangles les plus
grands possibles, méme ceux dont les longueurs des cotés tendent vers Pinfini vont
avoir une aire finie. Nous retrouvons en cela une idée déja évoquée précédemment.
Gaull continue de travailler la-dessus | en fait on peuat probablement dater de 1813
la naissance de ce qu'il a appellé & ce moment l'anli-géoméire Fidele b sa devise
“Panca sed motura”, il ne publie cependant rien.

Dans une lettre & Taurinus, un mathématicien dont nous allons mentionner
U'apport propre bientot, il éerit qu'il a la crainte de diffuser cette découverte, car,
dit-il, “je sy effrayé de la clameur des Béotiens”, et il demande Lrés explicitement a
Taurinus de garder le silence sur les points évoqués dans sa lettre, Clest une épaque
oit Emmanuel Kant (1724-1804) régne sur la philosophie : sa “Critigue de la rais
son pure” parait en 1791 et établit comme un dogme absolu la distinction entre les
raisonnements synthétiques et les jugements a priori, Pespace euclidien était un des
fondements de la raison pure. Dans ce contexte, remettre en cause la géométrie eu-
clidienne est une attaque majeare contre [a philosophie dominante, et il semble que
Gaub n'ose pas, a ce moment-la, écrire une chose pareille. Il renchérit encore dans
une lettre 3 Burkhardt, écrite en 1817, dans laquelle il dit “je swis de plus en plus
convaincy que la nécessalé de nolre géomelre euclidienne ne pent élre prowvée en
toul cas pas par une pensée humawne ef pour ume raison humame. Peui-éire, dans
une autre vie, il nous sera possible d'avorr une mdication sur o nature de Uespace
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qui nous est pour le moment inaccessihle™. 11 ne Tait done guére de doute que les
mbuitions de Gaul ecommeneent & se préciser sans etre toat a (it mures,

En 1824, dans une autre lettre & Taueinus (qui vient de [ui envoyer, ¢f. infra, un
uouvean projet de démoustration de axiome d'Buclide), Gaull écrit = “hypothése
que la spmme des angles d'wn triangle est févieure @ 180 degrés conduit & une
géamélriv curteuse, asses diffirente de la nitre, mais cohérente que j'ai développee d
mon entitre satisfaction of dans laguelle 3¢ pous résondre lout probléme @ Uezceplion
de la determination d 'une conxlante qui ne peul ftre déifinie o prier. Plus cette cons-
tante est grande, plus on est proche de la géométrie euclidienne ef les deur coincadent
a1 elle esk prise infinte "

Et Gaufl de continuer @ “Les théordmes de velle géomélrie apparaissent parado-
vaur, of aur non-tmlids absurdes, mats une veflexion ealme el soutenue révéle qu'ils
ne conliennent rien d'impessible [ par exemple fes angles d'un triangle peuvent devemir
ausst petits que l'on veul si les longucurs des colds sent prises asser grandes. L'aire
d'un tricagle ne peul excéder une covlame londe indépendamment de la taille des
chtés, limite qui n'est d'allewrs jamuis alleinte. Tous mes efforts pour découvrir une
contradiclion, une incohérence duns celtte giométrie non-cnchdienne onl échoué, vt
la chose par luquelle elle exl oppoxée @ mes conceptions, st elle farl vraie, est de
ndcessiter eristence dans espace d'une longuenr déterminée par elle-méme mass
inconnue de nous. Murs of ne semble que nows ne connatssons, en dépit de la sagesse
verbale qui en dit rien des métaphysiciens, que & peu, pour ne pas dive men du toud,
de la praie nature de Vespace gu'il n'est pas possible de gualificr d'impossibile c¢ qua
nous apparail comnie non naturel”.

It fait ensuite des allosions & Kant, point déja fvoqué auparavant, Dans |'esprit
du théme réeurrent sur les relations des mathematiques avee les antres sciences, il
esl a noter que Gaul avit parmi ses métiers celui de faire de Ja geodésie de terram,
en mesurant des distances entre montagnes afin de mieux connaiire la Terre. Cela
a été sans doute pour lui une incitation forte pour dleadre la gloméirie différentielle
comme nous Vexplignons un peu plus tard. Celn lui a donne 1'idée d'une géamétrie
yeénfralisie, dont la géomeétrie spherigue est une simplification et dont la proximité
& celle-ci est mesurée pac les éearls coustalds avec les mesures de longueur de la
glométeie sphérique, I peat ainsi predire de fagon nssez précise Papplatissement de
liv Terre aux poles.

Quelques antres precurseiurs

Julius Schwerkart (1TRO-1850) pacticipe & la déconverte des géométries non euch-
diennes en publinnt en 1818 une géométric astrale. Dans ce livre apparail en effel une
quantité importante en géomeétrie nog-euclidienoe, a savoir nne certaine constante lide
it la hauteur d'un triangle rectangle socéle qu'on étend jusqu'a Uinfini @ on part d'un
iriangle rectangle isacele, et on fait fuir vers ['tufini les eotés de Uangle qui seraient
A 45 degrés dans une glomdétrie euclidienne. Gauf montre comunent il peut relier les
considérations que Schweikart développe dans son livee avee le caleul de aire d'un
triangle infinl (gui est la limite supéricure possible des aires d'un triangle dont la
longueur des cotés tend vers infin).

(Vest Taurinus (1794 1874) gui intraduit en 1826 ce que on peut appeler la
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trigonométrie hyperbolique. 11 est bien connu que la trigonométrie plane (ou résolution
des triangles du plan) a été développee pour des raisons appliquées. Pour des besoins
lids & I'astronomie, on a ensuite introduit une Irigonométrie sphérigue. Loriginalité
principale de cette autre trigonométeie (par rapport a la trigonomeétrio ordinaire) est le
[uit que les longueurs des colés des triangles sont elles-menivs affublées de fonctions si-
nus et cosinus. Les formules sont done un peu plus compliquées puisque les longueurs,
comme les angles, sont dew arguments de fonetions sinus el cosinus, La remarque de
Tauurinus est alors la suivante : si, daos ces formules, an liew de prendre des sinus
ot des comnus des longueurs, on prend des longueurs imaginaires, alors, rejoignant
I'idée de Lambert, on passe aux [onctions sinus et cosinus hyperboliques (i.e. respec-
tivernent les parties impaire et paire de la fonction exponentielle). Taurinus montre
que le caleul trigonométrique continue & se développer de facon cohérente, 11 écrit &
GauB pour dire son étonnement devant le fait qu'aucune contradiction n'apparaisse.
Il va méme plus loin : il caleule I'aire maximum d'un triangle d'aprés cette géoméirie
par les formules et trouve que cette aire vaut 7. Il caleule nussi la circonférence d'un
cerele dans cetle géomeétrie hypothétique qui, rappelons-le, n'est pas du tout deéfinie
d'une fagon habituelle puisque, chez Taurinus, elle se limite a un ensemble de caleuls
auxquels an ne sait pas (encore!) donner de contenn visuel.

Nikolai Lobatchevski (1792-1856)

Venons-en nraintenant a Nikolai Lobatchevski, que vous devez attendre, au moins
puisque son nom figure dans le titre de la conférence. Il est indiscutablement un des
createurs, avee Gaufl, de la géomeétrie non-euclidienne. 1l a passé toute sa vie &
Kazan, et ¢'est pourquol ¢'est I'Université de Kazan qui organise la célébration du
bicentenaire de sa naissance. Il a étudié li-has, y a été professeur, puis recteur ;il y
a deploy# une activité considérable,

L'annonce de la découverte d'une géométrie nouvelle s ete faite lors d'une confe-
rence prononcée par Lobachevski & Kazan en 1827, conférence dont les notes n'ont ap-
paremment pas éié conservées. Dans cette nouvelle géométrie, 'axiome des paralléles
est violé : “étant donnés une droite de cette géomélrie et un point extérieur a cette
droite, il existe en effet une infinité de droites passant par ce point et paralléles A cefte
droite”. 1l expose sa théorie dans un texte intitulé “Sur les principes de la géométrie”
dont on a aujourd hui seulemeni une traduction anglaise, “The principles of geom-
zlry”. La publication compléte a livu en 1837 en (rancais dans le journal de Crelle
(mujourd’hui le “Journal fiir die reine und angewandte Mathematik™). Lobachevski
donne & sa géométrie le nom de Géomdirie imagimaire. En 1840, il publie en allernand
un traité beaucoup plus systématique qui s'appelle “Die Theorie der Parallelimien™
(ef. [11] pour une traduction en frangais). Ce livre conlient aussi un certain nom-
bre de discussions sur les problémes d'astronomie lids & sa géométrie. Il se demande
en effet si espace dans lequel nous vivons est vraiment euclidien on 8"l n'est pas
plutdt un espace de la nouvelle sorte, et ceel en tenant comple des incertitudes sur
les mesures, Il se demunde aussi quels sont les élémenis qui permettraient de décider
ce point, Peu avant sa mort, il publie, sous le titre “Pangfoméirie”, un livre assez
complexe ol se melent des considérations géométeiques el géuérales. Lobatchevski
a donc indiscutablement la vision claire el précise d'une géométrie cohédrente dont
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il peut donner les axiomes, toul eu se posant vraiment la question “celle géométrie
peut-elle secvir de modile & Uespace qui nous enviconne 77

On trouve une allusion au premier texte de Lobatchevski, diffusé en 1930, dans
une lettre de GauB & Schumnacher du 12 juillet 1931, dans laquelle il dit : “Au sujet
des paralléles, je vous aurars déja communiqué mon grand plaisir, et mon opinion en
répanse & votre premeére letire st je n'evats supposé gue, sans les développements suf-
Jisants, elle ne pouvail vous étre d'une grande utilile... mais vous auriez pu appliquer
le méme rawsonnement en réduisant d'abord la question an cas le plus simple et en
dnongant ainsi ¢ théoréme o “dans tout triangle dont un c6té est fin, le second coté
el par suite aussi le traisiéme étant infinis, la somme des deux angles adjacents au caté
fini est égal & un angle plat”, Pour ce qui est de volre démonstration du théeréme, je
commencerais par prolester contre Uusage que vous failes d'une grandeur infinie en lo
traitant comme une quantilé déterminée ce qui n'est jamais permis en mathématigues,
L wfini n'est qu'une fagon de parler pavee qu'il 5'agif en réalité de limites dont cerlains
rapports pewvent approcher autant que {‘on voudra {andis que d'autres sont susceplibles
de croitre imndéfintment. Dany ce sens la géomélrie non-euchdienne ne renferme en
elle Tien de contradicloire quotque, 4 premiére vue, beaucoup de ses résultats aient
l'uir de paradozes. Cea contradiclions apparentes dowvent étre regardées comme ['effet
d'une illusion due & 'habilude que nous avons prise de bonne heure de considérer
la géemétrie euclidienne comme rigoureuse. Je n'ai donc {rouvé dans Uouvrage de
Lobatehevsks awcun fart nouveau pour mot mas 'erposilion esi toute différenie de
cefle que )evars projetee, et 'auleur a trasté Iz maliére de muin de maitre ef avee le
véritable esprit geamétraque ",

Jénas Bolyai (1802.1860)

Le deuxitme “créatenr” de la géométrie non-euclidienne est Janos Belyai, le fils
de Wollgang Bolyai, Son pere Uintroduil trés jeune i la problématique de la géametrie
noa-euclidienne. En fait, & la foig il 'attire vers ce probléme, et aussi le mets en garde
sur le fait que ce probleme peut le perdre. Officier de 'armée autrichienne, Janos
Holyai semble avoir quelques loisirs, notamment pendant sa période de formation 4
I'école militaire. 1l passe énormément de temps a réfléchir sur Paxiome d'Euclide,
Pour attester de cela, on dispose des traces écrites de nombreux échanges & ce propos
avec un certain nombre de jeunes condisciples, Jinos Bolyai introduit un langage &
réesonance philosaphigque. [1 pe cherche rien moins qu'une théorie absalue de |'espace :
dans une lettre 4 son pére datant de 1823, il écrit : “Je suts décide a publier mon travail
aur la théorre des paralléles dés que §'aurai mis le matériel en ordre ¢l les circonslances
&'y prétent. Je n'at pas ternmund mon lravail mas le chenun gue j'ar surve me donne
presque assurance que le bul sera atleint si ¢'est possible, Le bul n'est pas encore
altemnt mars §'or fatl des déconvertes merveilleuses qui m'onl subjuguées, ef ve serauf
une cause de vegrel ternel si elles élawent perdues. Quand vous les verres; vous {e
reconnaitres aussi. Entreteinps, la seule chose que je puisse dire, ¢'est que jlai cree
un nowvel univers @ partiv de rien, Tout ce que je vous a1 envoyé jusque la est un
chileau de cartes d colé de la towr. Je suts aussy convarncu gue cela va m'honorer
autant que s1.j'en gvaws dépd fart la découverte,”

Le travail de Jinos Bolyai est rendu publie sous la forine d'un appendice i un
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livee de son pére intitule le “Tentamen® (el [2]). Ny expose une géométrie non-
euclidenne, en fait identique & celle de Lobatehevskr, mias sans savoir qu'il en est
ainsi. Ce texte est envayé par son pere a GauBl en juin 1831, mats il n'arsive qu'en
Janvier 1832,

Dans sa lettre de véponse & 'envoi de Wolfgang Bolya, GauB i dit @ “Si je corm-
mengais en disanl gue je ne peur louwer le travail de Jdnos, vous sertez sirement sur-
pris pour un momend mais je ne pewr fave antvement car le lower gerait me louer moi-
méme. En effet, le conteny Iui-méme du {ravail, {e chemin suivi par votre fils el les
résultats aurquels of est canduil, coincident presque enticroment avec les méditations
qui onl occupé mon espril en partie pour tes 30 a 35 derntéves années, Clest pourguor
J¢ suts reslé asse= stupcfaul en ce qur concerne mon propre travadl dont je n'at jusqu'a
présent presque rien s sur le paprer. Mon intention w'élart de ne vien en publier de
mon vivant. En effet les gens n'ont en général pas les idées claires sur les questions
dont nous parlons, ¢ j'ai trowvd trés pow de gens qui ont montré un mntérél daus ce
sujet quand je lewr en ai parlé, Mon wdée élast d'écrre cela plus dard afin que cela ne
perisse pas avee mot, (est done wne surprise agréable de me vowr ce souci épargné,
et je suis dres henreur que ce sofl le fils d'un vieil ami qui me prévéde d'une maniére
1 remarquable.” Y

A la téception de cette lettre, Wollgang Baolyai est absolument enchanté de la
réaction approbalive de Gaull an travail de son fils. Par contre Janos, lui, est absolu-
ment furienx car il soupgonne son pére d'avoir informé Gaull avant U'envoi fatidique de
1831, et de ne pas 'en avoir averti. Cela ne semble pourtant pas etre le cas, comme en
atteste une autre lettre de Gaull dans laquelle il parle du traité de Bolyai en disant que
clest un traité ol “sont présentées toutes mes idées ef rdsultats avee grande élégance.
Je comsidére ce jeune gfomilre de Bolym comme un génre de premiére grandeur”.

Janos Bolyai continue de faire une étude trés approfondie de la géametrie nentre,
¢'est-a-dire touke la géomeétrie qui dépend des seuls quatre premives axiomes d'Evelide,
et qui demeure done valable aussi bien dans les géométries non euclidiennes que dans
la glométrie euchdicnne. Janos Bolyai a une conception Lrés elaire de existence de
trois géométries ; la géomeétrie euclidienne, la géoraétrie sphérique et la géomiétrie hy-
perbolique, dont on peut dire qu'elle est 'euvre de Lobatchevski, Bolyai et Gauf. On
peut noter, pour I petite histoire, que Janos Bolyai ne senible apprendre 'existence
du travail de Lobatchevski qu'en 1848 en remarquant cependant qu'il n'a jamais vrai-
ment apparteny au monde neadémique.

Des moddles de la géométrie hyperboligue

A partir de maintenant, pour nous, “la" géométrie non euclidienne est celle dont
nous venons d’évoquer la découverie ; cest une géométrie dans laguelle la sormme
des angles est inférieure 4 un angle plat, et dans laquelle on sait, & cause de la
remarque de Lambert, que deux triangles serablables sont en fait égaux. A partir de
maintenant, nous Uappellerous géométrie hyperboligue pour de nombteuses raisons,
en particulier le fait que dans, les formules de la trigonométrie de cetle géométrie,
des foretions hyperboliques jouent le role des fonetions trigonométeiques classigues
(comme pressenti par Taurinus). 1| est temaps cependant d'én donner des modéles
FigoUreux.
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Le disque de Poincaré

Nous présentons d'abord le modéle du disque de Pomncaré (qui est introduit un
peu plus tard), 11 se déerit ajnsi @ Pespace est, formé des points intérieurs au disque-
unite du plan ; les droites de cette geométrie sont les cercles orthogonans au cercle-
unité (bord du disque qui doit étre va comme ensemble des points a l'infini) auxquels
il faut ajouter les diamétres ; U'incidence est |'incidence habituelle, i.e. un point est
sur une droite 8'il est sur le cercle correspondant et deux droites seront dites paralléles
si elles n'ont pas de point en commun,

angle de parallélisme

Figure 4. Droites paralltles & une droite donnée dans le modele du disque de Foincaré.

11 est immédiat de voir qu'il ¥ a une Infinite de paralloles & une droite donnée
paree que tout cercle orthogonal au cercle-unité dont les points d'intersection avec ce
cercle (ses points a l'infini denc) sont compris entre les deux points a l'infini du cercle
de départ lui est paralléle. Un point et une droite étant donnés, il y a en fait une
formule qui relie |'engle de parallélisme, ie. 'angle que font au point les droites qui
passent respectivement par les deux points & l'infini de la droite donnée, et la distance
du paoint & la droite. Dans cet angle sont contenues toutes les droites paralléles a la
droite donnée qui passe par le point. La mesure des angles dans ce modéle est la
roesure euclidienne ordinaire des angles (on dit qu'il est conforme & cause de cela).
Par contre la mesure des longueurs nest pas du tout la mesure ordinaire. 11 faut en
effet que les longueurs tendent vers 'infini quand on se rapproche duo cercle-unité qui
est & 'infini. La distance s'obtient en imtégrant une formule infinitésimale qui contient
des expressions qui tendent explicitement vers 'infini forsque la distance au bord tend
vers 2¢ro.

Une chose importante, pressentie avec le travail de Lambert, est Uexistence d'un
triangle d'aire finie dont les sommets sont & intini. Eo effet, par la formule du défaut
angulaire, 'aire de ce triangle dégéneéré vaut m, pnisque ses angles sont de mesure
nulle,

Le demi-plan de Poincaré
Un autre modéle possible, en lait équivalent an précédent par une inversion, est
celui dit du dema-plan de Posncard. Dang le plan complexe, on &'intéresse maintenant
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au demi-plan formé des nombres complexes dont la partie imaginaire est. positive. Les
points de cette géométrie sont les points du demi-plan ; les droites sont des cercles dont
un dismétre est porté par ixe réel, auxquels il faut ajouter des cercles dégenerés dont
le centre est & Vinfini sur 'axe réel; et qui sont done des paralléles & Paxe imaginaire.

-

Figure 5. Deux droites dans le modale du demi-plan de Poine aré.

Comme dans e modéle du disque de Paincare, la mesure des angles est la mesure
eiiclidienne ordinaire (il est done couforine), (elle des longueurs s'abtient comme
dans le cas précédent en intégrant un élément de longueur infinitesimal tendant vers
'infini lorsqu'on s'éloigne & l'infiol ou qu'on s¢ rapproche de V'axe réel (qui est lui
aussi a Vinfini).

Le moddle de la pseudo-sphére

Donnons un autre modéle qui a a priori ['avantage d'etre plus coneret puisqu’il
réalise la géométrie hy perbolique sur une surface de Uespace euclidien i 3 dimensions .
c’est le modéle de la pseudo-sphére. Qu'est-ce que la pseudo-sphere 7 Clest la surface
de révolution obtenue & partir d'une tracirice, ie. la courbe que déerit un chien
larsque son maitre se déplace en ligne droite e long de axe ot le tire deeritre lui aves
une laisse de longueur constante,

Figute 6. La pseudo-sphére ot le dogune du disque qu elle représents,
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Lorsqu'on mesure des longuears sur celte surface, on vérifie la géométrie hyper-
holique & une différence globale prés : la zone de Uespace que recouvre la pseudo-
sphére, dans le modele de Poincare du disque par exemple, u'est pas 'espace entier
muis seulement une portion dont on a recousu les deux bords pour obtenir celfe
forme de trompette, Dans la Figure 6, ce domaine est porté & coté du dessin de la
psendo-sphere. En fait il suit d'un théoréme profond de Hilbert qu'il est impossi-
ble de réaliser isemétriquement 'espace hyperholique toul entier comme surface dans
P'espace euclidien A trois dimensions.

Le madéle de Klein-Beltrami

Il y a beaucoup d'autres modéles. Un, trés important du point de vue géome-
trique, s'appelle le modéle de Klewn-Beltreme 1l o 'avantage de lier la géométrie
hyperbolique et la géomeétne projective. 1l donne aussi une raison supplémentaire
d'appeler cette géométrie hyperbolique.

1) peut se décrire ainsi : dans |'éspace ordinaire a trois dimensions de coordonudes
z, y el z, on considére 'hyperboloide ¢ deur nappes d'équation z? + p* — 22 = =)
dont on ne prend que la nappe supérieure (celle dont les points ont tne altitude z
positive). Clest en quelque sorte une spliere de rayon imaginaire pour une métrique
generalisée (du type de celle utilisée =n Relativité restreinte], d'ol une jonction pos-
sible avee 'idée émise par Lambert. Les points de Uespace sont les points de crite
nappe, les droites seront les intersections de cette nappe avec des plans passant par
Porigine (ce sont en fait des hyperboles de 'espace euclidien ordinaire), et incidencs
reste V'incidence ordinaire. Par contre, dans ce modéle, les angles mesurés au point
dintersection de deux droites doivent Uelre par une formule partant de leur cosinus
utilisant le produit scalaire non euclidien qui a servi & définir la surface. Il n'est done
pas conforme. La encore, pour ce modéle il faut recourir & 'lntégration le long des
cités d'un triangle pour déterminer leur longueur. Les “droites” élant déterminées
par intersection de l'espace avec des plans, cela donne une analogie avec la géométrie
projeciive ol les “droites” sont aussi obtenues comme mtersection de sous-espaces
linéaires dans 'espace.

Les groupes d'isométries des géométries fondamenlales
Décrivons rapidement ce que sont les groupes d'isométries des trois géomeétries.

Pour la géomérrie enclidienne plane, le groupe d'invariance est le groupe des
déplacements plans qui, en termes un peu savants, n'est rien d’autre gue le produit
semi-direct du groupe des rotations planes par le groupe des translations. Il con-
tient denc Lrois paratnetres ; un parametre angulaite pour fixer la rotation et deux
paramétres réels pour fixer la translation,

Le groupe dinvariance de la géométrie sphérique n’est rien d'antre que le groupe
des isomélries de |'espace enclidien a trois dimensions, Ce n'est pas surprenant puisque
ces isomdétries preservent la sphére, mais il faut un théoréme pour afficmer qu'il 0’y
a pas d'antres transformations de la sphére qui préservent les longueurs, Ce groupe
dépend ausst de Lrols paramétees @ les angles d'Euler pour une rotation par exemple,
les composantes du vecteur-unité sur la sphére normal an plan de symétrie ot 'angle
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de rotation pour nne isométne renversant Corientation. Ce groupe est généralement
noté Oz,

Pour la géométrie hyperholique, la description cancréte de son groupe d'invarian-
ce nécessite que |'on précise le modéle que I'on utilise. Bien entendu cela n'affecte pas
sa structure en tant gque groupe. Nous prenons le modéle du demi-plan de Poincaré
car c'est pour lui gue le groupe d'invariance a la deseriplion la plus commode. Ce
groupe est formé des transforiations homographigues : par une telle transformation,
le nombre complexe = (ayant par hypothése une partie imaginaire positive) est envoyé
sur le nombre complexe az + b/cz + d, ol a, b, ¢ et d sont des nombres réels. On
vérifie que ce groupe dépend encore de trois paramétres car la forme fractionnaire de
la transformation fait que les 4 paramétres précédemment introduits ne sont définis
qu'a un facteur prés. 11 est traditionnel (et efficace) de représenter une telle transfor-
mation sous la forme d'une matrice 2 x 2, d'élémenis a, b, c et d, normalisés par la
condition ad — e = L.Comme la composition des transformations homographiques
correspond au produit des matrices, le groupe d'invariance de la géométrie hyper-
bolique s'identifiec donc au groupe des matrices 2 x 2 i coefficients réels de déterminant
1, appelé traditionnellement Sly(R) .

Développements et controverses autour des géomdétries non-euclidiennes

Une réaction i cette découverte

“Nul n'est prophite en son pays”. Ce proverbe s'applique 4 merveille & Lo
batchevski, au moinssi I'on en croit le jugement porté sur lui (cf. [9]) par un inspecteur
des études de 1'Université de Kazan dans un rapport sur son livre daté de 1835 : “/l est
des gens qui, aprés avorr lu un livre, disent : il est trop simple, trop ordinaire, il ne faxt
pas travailler mon espril. Je leur conseille de lire la géométrie du sieur Lobatchevsks |
il y a vraiment la matiére & réflezion. Quantslé de nos ezcellents mathématiciens
Vont lu et refléchi mais a'y ont rien compris. Est-il besoin d'ajouter que j'ai en beau
moi-méme méditer sur ce livre ef que je n'ar pas sars1 une seule pensée ou pew 8'en
fawt. On se demanderait en vamn comment le sieur Lobaichevski a pu faire de la sci-
ence mathématigue la plus fucile el la plus claire gu'est la géomélrie, une théorie auss:
lourde, ténébrense ef inabordable, s'tl ne nous avast lwi-méme partiellement éclairé &
ce sufel en disant que sa géomélrie n'est pas la géomélnrie usuelle, que nous avons tous
apprise el que nous ne pouvons probablement plus oublier, et gue c'est une géoméine
tmaginaire*. Mamntenant on comprend toul. Que ne peu! représenter l'imagination,
surtoul si elle est vive el en méme temps maladive. Pourquot ne pas imaginer par
exemple que le noir et blane, qu'un cevcle est un quadrilatére, que la somme de tous
les angles d'un friangle reclitigne est inférieure d deur droits... On le peut, on le peut
fort bien, encore que ccla soul tncompréhensible & la raison, Maws pourquot écrive el
de plus publier des fantatsies aussi absurdes, demandera-t-on? [ est difficile, je le
reconnais, de répondre @ celte question. L 'auleur ne fait nulle part au but qu'sl msast
en publiant cette euvre. Aussi en sommes-nous réduily d des conjectures, Il est vrai

* 1l ent intéressant de noter comment le mat “imaginaire”, qui, chez Lobatchevski, suggire
Pidte de prendre des nombres complexes, est Lournée icy en dérision.
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qu’a un endroit il déclave notlement gue ce sevard les locunes remarquées par lui dans
la géamétrie en usage qui Taurail ebligé ¢ imaginer et & faire connaitre au public
cetle géométrie nouvelle. L'auteur n'est sans doute pas sincére. S'il le prétend, c¢'est
sans doule pour dissimuler le véritable but de celle wuvre, Pour commencer, cela est
conlraire & ce gue Uautenwr a dit lwi-méme de sa géoméire, d savoir gu'elle n'eziste
pas dans la nature mats senlement dans son imagination, el gu'elle reste en fasl ab-
solument wnapplicable aur meyures. Deuzidmement, celn esl effectivement contraire
a son contenu el on serait plutdt enelin @ penser que la géomélrie nouvelle a #1¢ in-
venlée pour démentir Uancienne plutat gue pour la compléter. Qu'tl nous soil permis
par aitleurs de faire des personnalités. Comment peut-on croire que Monsicur Lo-
batchevski, professeur titulaire de mathématiques, ait pu éerire & une fin tant soxl peu
seriense un livre qur a'surait apporté que bien peu de glotre au plus humble inslituteur
de village ¥ Toul enseignant doit avotr, sinon du saverr, du moins du bon sens. Or il
n'est pas rare que, dans {a géomélric nouvelle, celie dernidre qualité fasse €galement
défaul. Eu €gard 4 tout cela j'en conclus que le plus probable est que le but réel visé
par Monsieur Lobatlchevske, en éervant ef en faisant publier sa géoméirie, esl tout
simplement qu'if voulail plaisanter, au mieur on pent dire, conlre les théoriciens dea
muathématligues ou peut-éire contre les savants auteurs de nolre temps en général. En.
suile j'estime qu'tl est non seulement probable mats méme absolument certain que la
passion insensée d'écrive d'unc maniére élrange ef innlellipible trés marquée depurs
quelque temps chez beaucoup de nos éervains et le dédsir fou de découvrir des choses
nouvelles alors gue l'on est & peine assex dowé pour comprendre convengblement les
vieilles sont les deur défauls que auleur avart Uintention d'exposer dans son @uvre,
ce gu'il o fait on ne peut mzeur”. Ce texte est signé §.5,, mais l'an ne sait toujours
pas de fagon certaine qui se cache derrigre ces ntiales.

D'autres développements de la géométrie

Moiivé par ses travaux de géodésie, GauB pressent des géométries beaucoup plus
générales que la géométrie hy perbolique, la géométrie sphérique ou la géométrie plane.
En effet, pour avoir un bon modéle de surface de la Terre, il développe une géométrie
différentielle qui permet d’étudier des surfaces générales a courbure variable. 1l mon-
tre que, pour ces géométries généralisées, les défauts angulaires des Lriangles sont
directement, reliés & In courbure contenue & Uintérieur du triangle. Dans ses “Dis-
quisstiones circa superficies curvas™ parues en 1827, Gaull laisse clairement entrevoir
qu'il existe un dictiounaire dans lequel “courbure positive constante” est synonyme
de “géométrie sphérique”, “courhure nulle” de "géométrie euclidienne” et “ecourbure
négative constante” de “glomeétrie hyperbalique”.

Dans la période 1867-1869, le "Giornale di Matematica", publié en Italie sous la
responsabilité de Beltrami (1835-1899), donne une grande place aux articles sur les
nouvelles géomeétries avee des contributions importantes de Beltrami lui-méme. Une
autre direction dans laquelle la géométrie connait au meme moment des développe-
ments importants est la gdométrie projeciive avec les travaux de Poncelet et de
guelques autres. [l s'agit de s’affranchir des problemes particuliers posés par les points
a linfini qui introduisent des cas particuliers dans les discussions géométriques. De
plus, dans le cadre de la géoméine projective, grice a l'utilisation de la dualité en-
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tre droites et plans, intersections de deux plans et plan engendré par deux droites,
beaucoup de problémes peuvent trouver une solution élégante.

Riemann (1826-1866) et l'avénement de la géomélrie riemannienne

C’est dans la partio de Phabilitation de Bernhard Riemann proposée par la Fac-
ulté et soutenue en 1854 en présence de Gaull que celui-ci jette les fondements d'une
géométrie nouvelle, appelée depuis géoméirie memannienne. Son mémoire “Sur les
hypothéses sur lesquelles est fondée la géométrie” n'est publié que 13 ans plus tard,
aprés sa mort. [l y définit la géndralisation & n dimensions des surfaces & 2 dimen-
sions de l'espace ambiant ordinaire & 3 dimensions et un élément de longueur général
ds® dont les coefficients g;; par rapport aux éléments différentiels fondamentaux dx?
sont variables (on a done ds? = E?J=1 gij da’ dzf). 1l y introdnit la courbure comme
mesure de la déviation d'une telle géométrie 4 etre une géométrie plate, done evcli-
dienne. La platitude se produit bien sir si les coefficients g;; sont constants dans un
bon choix de coordonnées.

Dans ce cadre, les trois géométries modéles évoquées auparavant se représentent
ainsi : Ja géométrie plane en coordonnées cartésiennes (z, y) s'éerit dz? +dy® (expres-
sion qui en coordonnées polaires (r,8) devient dr® 4 r®d8?), la géométrie sphérique
s'éerit dr? + sin? r07 et la géométrie hyperbolique dr? + sinh® rd6? (le qualificatif
hyperbolique est encore une lois justifié par In présence de fonctions hyperboliques).

Helmhaltz, Klein, Poincaré et les aulres

Parmi les continuateurs tout-a-fait importants de cette aeuvre, il faut citer Hel-
moltz (1821-1894), Probablement le dernier savant universaliste, il fut d’abord méde-
cin (on lui doit toujours une partie de linstrumentation en ophtalmologie), puis,
s'intéressant aussi bien a la météorologie qu'an fonctionnement de D'oreille, il arrive
a des conclusions proches de celles de Riemann, par une démarche indépendante. Il
publie en 1869 un article dont le titre “Sur les faits qui servent de fondements i
la géométrie” peut s'interpréter cotnnie un contrepoint  celui de Riemann. Dans
ce texte, on trouve exposée pour la premiére {ois une idée profonde qui s'est révélée
d’une trés grande fécondité © s'intéresser au groupe dlinvariance d'une géom#étrie pour
la fonder.

Cette idée a été systémalisée par Feélix Klein (1849-1825) qui publie en 1872
le “programme d'Erlangen” (ef. [10]), une mise en forme de son exposé de prise de
fonction a l'Université. 11 y place l'étude de la géometrie sous le signe de la théorie des
groupes - pour lui, “les propriétés géamétviques sonl caraclévisées par lewr invariance
relativement ¢u transformalion du groupe principal”. On arrive | & une élape décisive
dans I'évolution de la notion de géométrie.

Henri Poincare a joud un grand role dans la diffusion de ces nouvelles idées
sur la géométrie, y compris dans un public plus large que celui des mathématiciens &
cause de Pimpact qu'ont ew plusieurs de ses livres de vulgarisation (ef. [12], [13], [14]).
Reprenant le point de vue de Klein, il éerit notiumment “Nous sommes en mesure non
pas de construire la géométrie d'Evclide mais de limiler nofre chotr a@ un choir enire
la géoméirie d'Exclide ef eelle de Lobatchevskr... Pour aller plus lomn nous avons
besorn d'une nouvelle proposition qui prenne la place du postelatum des paralliles,
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la proposttion qui en liendra lice sera affirmation de Uexistence d'un sous-groupe
meartant dont tous les déplacements sont dchangeables ef qur est forme de toutes les
translations. Cesl la ol yur délermine notre choir en faveur de la géométrie d 'Euclide
parce que le groupe qui correspond d la géomdlrie de Lobalchevski ne contient pas un
tel sous-groupe mvartant.” Dans ve texte, on voil clairement que la détermination du
groupe d'invariance d'une géométrie n'est pas un exercice d'école mais un élément
déterminant dans le choix de ls géométrie & laquelle on va s'intéresser.

Parmi les apports importants, on ne peut complefement passer sous silence ceux
de Sophus Lie (1842-1899) qui développe considérablement la théorie des groupes
continus, et done étend la giométeir dans Ia ligne tracée par le programme d’Eclangen.

Quelques voix discordantes avant la rupture épistémologique

Il ne faudrait pas tirer hativement argument de cette longue liste de progrs vers
une meilleure compréhension des faits fondamentauy de la gfométrie pour croire que
tous les mathematiciens etaient a 'unisson.

En 1864, la controverse n'est pas encore complitenient achevée puisqu’on trouve
dans une note aux Compte-Rendus de |'"Académie des Sciences, sous la plume de son
Secrétaire perpétuel, Joseph Bertrand, des afficniations tout & fait éonnantes : “au-
cun gfomélre depury Euclide w'a congu de doule sévienr sur la valear de la somme
des angles d'un trinngle, Un postulatum est necessare pour pronver gu'elle est egale
d denr angles droits, mais 'Cudence de ce postululum permet aur esprils de bonne
Jor de Pacecepter caomme un aviome, el les dunlerleceens curicuz de dispafer non de
8 'tnstrurre penvent seuls en condester Uévidence, Jamass, nous devons avouer. nous
apparut bien nécessarre de les réduire au gilence, La geométrie en offel conserverant
ménte aprés succés des difficullés bien autrement msolubles”. Son texte, gqui accorm-
pagne une nouvelle démonstration de 'axiome d'Euclide (en L8GY!), doit étre con-
testé puisquune année plus tard il publi= une nouvells note, dans laguelle on peut,
tire ¢ “Celui que prétend démantrer le postulatuem d'Euclide s'adresse naturellement
auxr ¢sprits azsez difficiles pour ne pas en admetire 'évadence ef eherche @ leur mon-
trev, dans le cas ob ils refuseraient de U'accepter, des consdquences tellement absurdes
qu'il ne sotf ympossible & personne de &'y arréter. Cette maniere d'envisager la ques-
tion est formellesent conlestée par plusieurs yéometres forls distingués qui m'on faul
Uhonneur de m'écrire & ce supel”, La réfutation quisuit cevte introduction de la Note
esl un peu pitoyable.

Le changement de point de vue qui est objet du différend tient au role des
axiomes de la géométrie. Pour le point de vie moderne (défendu par Poinearé par
exemple), ils ne sont que “des défimilions deguisées” en “une géomélrie ne peul pas
élre plus wraie qu'une aulre | elle peul seulement éive plus commade”. 1) s'agit 1a
d'une véritable rupture dpistémologique. Les mathdmatiques ne sont pas 1 seulement
comme modéles suggdrds par Uespace environnant mais doivent se développer pour
elles-mémes.

Ce point de vue sera systématisé par Georg Cantor (L845-1918) et David Hilbert
(1862-1943) dans leurs travan sur les fondements de la géométeis publiés au tournant
du sidele.
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Controverses en philosophie et dans les arts nutour des nouvelles géomdiries

Une des dimensions de [a controverse nutour des nouvelles géométries qui mérite
un moment d’attention concerne la littérature et la philosophie, Dés 1860, de nom-
breux efforts sont faits pour vulgariser ces géométries. Cela correspond en philosophie
a une période de constestation de l'a priori kantien et & 'avenement d'un positiviste
extréemement étroit. On trouve des traces de ce débat en France dans La Revoe
philosophique et La revue de métaphysique et de morale. Nous avons déja mentionné
la place prise par Poincaré dans ces efforts de vulgarisation. Mais on trouve aussi
dans “Les fréres Karamazov” de Dostoievski (1821-1881) une discussion assez en-
flammée sur la géomeétrie non-euclidienne. Dans les traités de pataphysique de Jarry,
on trouve aussi un certain nombre de développements directement lids a 'évolution
des géométries non-euclidiennes.

Dans 'art de la fin du XIXéme sigcle ot du débul du XXéme siécle, on trouve
aussi trace d'une certaine influence de cette problématique, En fait aborder ceite
nouvelle géométrie dans I'arl apparait alors comme une occasion de manilester un
rejet de la tradition ; cela semble souvent la motivation principale. Il y a aussi une
autre piste : beaucoup d'artistes ont leur imagination stimulée par 'apparition de
la théorie de la relativité, & cause de la modificalion de la conception de U'espace
et «du temps qu'elle implique et de la nécessité qu'il y a de penser dans un espace
& quatre dimensions, Albert Einstein (1879-1955), lui-meme, participe & cet effort
de vulgarisation mais il n'est pas le seul puisque Poincaré par exemple consacre a
ce probléme plusieurs chapilres dans ses livees. Chez les scientifiques, on peut aussi
noter le role joué par le livee “Fspace, temps, matidre™ 4'Hermann Weyl (1885-1055),

Les efforts pour se représenter la quatrieme dimension ont eu des retambées pic-
turales importantes. Puisqu'il faut modifier la géométrie, pourquoei ne pas la prendre
non-euclidienne? Ailnsi dans "Le manifeste du cubisme” de Gleizes trouve-t-on un
certain nombre de pages o il est explicitement question de géométrie non-euclidienne.

Dans J'ceuvre de Raoul Dufy on trouve aussi un certain nombre de tableaux
de la Tour Eiffel qui se veulent non-euclidiens. L'artiste qui a développé ce point
de vue de la fagon la plus systématique est Marcel Duchamp (1887-1968) qui, & la
fois dans des textes théoriques et dans cerlaines de ses peintures (en particulier “Les
Joueurs d'échecs") adopte un point de vue non-euclidien. Dans un texte accompagnant
ses peintures sur les Montres molles, Salvador Dali (1904-1989) donne comime sous-
bassement théorique 3 sa tentative la nécessaire modification de la conception de
l'espace-temps et la liberté offerte par les nouvelles géoméiries.

Ceriaines peintures de Vasarelli engendrent aussi des impressions hyperboliques,
et bien entendu Escher apporte sa contribution de visionnaire mathématique en
étendant aux pavages hyperboliques le champ habituel des variations sur le théme
des pavages.

Raole actuel de ces nouvelles géomdéiries

Le role des géométries non-euclidiennes e se limite pas aux aspects géamélrigues
des mathématiques, mais s'étend a la théorie des nombres et & 'analyse, Elles servent
aussi de réservoirs de modéles en physique.

298



Bulletin de 'APMEP n°389 - Juin 1993

Le théoréme d'uniformisation des surfaces

L'idée de base de ce theartme est assez simple. Son expression mathématique
precise dit que “sur toute surlace fermée, il est paossible de définir une des trois
géométries fondamentales”. Le type de geomeétnie a cousidérer dépend seulement
de son nombre de trous,

Aingi, si la surface n'a pas de trou, c'est In sphére, et nous savons qu'existe
sur elle la gfomeétrie sphérique. La seule [agon de fabriquer une nouvelle surlace &
parlir de la sphére consiste a identifier les points antipodaux : on ebtient ainsi le plan
projectif réel (bien que non orientable, cet objet est d'un intérat fondamental puisqu'il
g'identifie a 'espace des directions dans Fespace a trois dimensions).

Figure 7. Le plan projectil réel comme quationt de o sphéce,

Cetle fagon de construire une nouvelle surface en identifimit des points est un
procédé général : nous allons Vinterpréter comme la construction du quotient d'une
surface par un sous-groupe de son groupe des isométeies, Pour que |a surface obtenue
par ces identifications n'ait pas de points singuliers, il est indispensable que te sons-
groupe opére discreternent et sans point fixe, Dans le cas du passage de la sphere &
I'espace projectif réel, le sous-groupe de Oy en question a deux éléments @ la trans
formation identique et la multiplication par =L 1l vérifie done ces deux proprietés,

Dans le cas du plan euclidien, il ¥ a beauccup plus de sous-groupes discrets du
groupe des isométries ce qui donne plus de possibilités pour en fabriquer des gue-
tients. Il'y a en effet les réveaur, ie les sous-grovpes du groupe des translations du
plan isomorphes 3 Z @ Z. La surface oblenue ainsi est un fore, Cela nous améne na-
turellement & élargir aux parallélogrammes la représentation du tore comme rectangle
dont les cotés opposeés onl été identifies (la premiere identification des catés donne un
cyhindre, puis, lors de Ia deuxiéme, les cercles formant les deux extrémités du eylindre
sont recollés). La encore, c'est la possibiliteé de déformer les sous-groupes diserets du
groupe des déplacements euclidiens qui offre la possibilité de créer plusicurs métriques
localement euclidiennes sur le tore et pourtant non isamétriques.
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Figure 8. Un résean dans le plan et le tore en tésullant.

Le cas le plus intéressant est celui de 'espace hyperbolique* car on dispose dans
¢e cas de nombreux exemples de suilaces oblenues comime quolients.

Figure 9, Le domaine fondamental d'un tore & deux trous dans Ir moddle du disque.

On obtient ainsi des sous-groupes du groupe des isomélries qui sont discrets et
les quotients sont tous des tores 4 2 trous ou plus. Ils se construisent encore en
recollant les cotés du demaine fondamental (i.e. le plus grand domaine dans lequel le
sous-groupe n'a jamais deux points d'une meéme orhite). Dans le cas présenté dans la
Figure 9, le sous-groupe par lequel il faut diviser 'espace hyperbolique est engendré
par les symétries (de la géametrie hyperbolique) autour des cercles qui bordent le
domaine fondamental,

L'autre point important pour cette discussion st déja vu par Poincaré | c'est la
passibilité d'un lien avee la théorie des nombres. En effet la description donnée tout &

* Malgré le choix que nous avons fait pour décrice son groupe des isamétries, nous prens
drons comme modéle le disque de Polncaré
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I'heure du groupe des isométries camnme espace do ratrices nous Invite a considérer le
cas particulier des matrices gui ont des coefficicnts eotiers ou veérifiant des proprieles
de congruences arithmétiques. Les sulaces obtenues en lormant ees quolienis ne sont
pas nécessatrement ferimoes.

Le paint de vue dynamique en géométrie

Un point de vue est pour le moment absent de Nimage que nous avons donnée de
In géométrie : c'est Uaspect dynamigue, qui est un des tournants des mathématiques
du XXéme sitcle, pressenti par Poincard o1 Hadamard.

Le point de départ est le suivaul | dans l'espace enclidien, il est possible de
définir les droites comme les plus courts chiemins entre deux quelcongues de leurs
pouts. 11 est donc naturel de s'intéresser dans des géomeétries plus générales, ou la
notion de longueur est bien définie (comme la géométrie rismannienne par exemple),
aux plus courts chemins, encore appelés gfodésiques, Léquation qui permet de définir
localement les géodésinues est une équation différentielle du second ordre. Ce principe
général étend bien ee que nous savons dans le plan euclidien puisque les géodésiques
v sont des droites, donc des courbes d'accélération nulle.

Le point un peu subtil est que, pour faire apparaitre une dynamigue, il ne faut pas
penser en lermes de mounvetnents de points, mais en leres de variation de la vitesse.
(est, en effet au miveau des vectours-vitesse des courbis gue se situg la dynamique,
puisqu'a ce niveaw nous pouvons tédaire 'équation différentielle des péodésiques au
prémier ordee, Cette idée fundainentaly a étd intraduite par Paincard, et reprise par
Hadamard de fagon plus systematique. Le ot que definit cette équation différentielle,
appelé le flol grodésrque, consiste done, & partie d’une position initiale & Uinstant zéro
qui esk un vecteur tangent en un cerlam potnt, & associer & Uinstant f le vecteur-
vitesse de la géodésique déterminde par le vecteur-vitesse initinl. L'espace duns lequel
vit, e flot ést U'espace des veeteurs Langents a la sarlace, 11 est cependant possible
de normaliser les courbes pour qu'elles solent parcournes 4 vitesse constante, ce qui
signifie que leurs vecteurs-vitesse sont de longuenr constante. L'espace dans lequel il
faut donc travailler est linalement un espace a 3 dunensions, deux dimensions pour
repérer le point oi el attache le vecteur et une dimension qui donne 'orientation du
vecteur unitaire dans le plan tangent,

Ainsi, pour le plun euclidien, 'espace a considérer est le produit du plan par le
cercle. En géométrie hyperbolique, ¢'est. le demi-plan dont on doit prendre le produis
par le cercle encore une fols. Quant a la géometrie sphérique, on trouve pour ce cas
que 'espace adapté est formé par le groupe des rotations de 'espace euclidien & trois
dimmensions.

Pour penser les choses dynamiquenent, i nous a fallu passer de 2 a 3 dimensions,
Il ¥ a une difficulté supplémentaire si 'on veut s¢ représenter ce qu'est 'espace des
veeteurs tangents de longuenr | & une sutface plus compliquée comme un lore &
plusieurs trous. 1| faul en effet vne opération plus complexe que seulement prendee
le produit par le eerele @ pour rappeler le fait que ['operation consiste bien & prendre
un produit localement (mars pas globalement comime nous avons déja pu le constater
tlans le cas de la sphére), on lut donne aujourd bl e nom & espuace fibré wndtare,

La dynamique que définit le ot géodésique dans le fibed univaire d'un tore ayant
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au moins deux trous est trés compliquée. Elle vérifie une propriété importante, dite
d'Anasov, que l'on peut déerire ainsi : U'espace qui a 3 dimensions se décompose en 3
directions, la premiere étant celle du mouvement ; le long de 1a seconde, transverse au
mouvernent, les longuenrs se contractent et le long de la Lroisiémie, encore Lransverse
an mouvement, les longueurs se dilatent.

En géométrie hyperbolique, cette proprieté 40 voit tres bien : elle est illustrée par
la notion d'horocyele. 1l est plas cornmaode de la diseuter dans le modéle du disque de
Poincaré. Plagons-nous en un point d'une géodésique que nous supposons parcourue
dans un sens bien déterminé (rappelons gque dans ce modele de P'espace hyperbolique,
il 5'agit d’un cercle orthogonal au cercle & I'infini). 11 y a alors, en plus de la géodésique
elle-méme, deux cercles du plan qui sont distingués et appelés les horocycles : te sont
les cercles passant par le point ol nous sommes el tangents au cercle & Pinfini aux
deux points oi la géodésique atteint Pinfini. Du point de vue dynamique, il faut
décrire les horocycles dans le fibeé nnitaire, ¢f qui peut se faire ainsi @ le point ol
nous sommes est le vecteur-vitesse de Ia géodésique parcourue A vitesse-unité dans le
sens croissant, ¢t les courbes oblenues en prenant les vecteurs unitAires normaux aux
horaeycles qui passent par le vecteur-vitesse de la géodésique. Les deux directions
que nous venons de distinguer dans le fibeé unitaire sont celles qui sont contractantes
(pour 'horocyele associé an point & Uinfinl positil sur 1a géodeésique) et dilatantes
(pour 'sutre horacyele). Du point de vue dynamiqgue, ces directions sont appelées les
variétés stables et instables.

hotoeyele negatif < berotyels paitit

Fignre 10. Une géodésique hyperbolique ot les horocycles qui [ui sont attachés

Ce systéme dynamigque a des propriétés extraordinaire d'ergodicité (cf. [1]), ce
qui signifie qu'il est extraordinairement meélangeant et extrémement chaotique. La
définition mathématique rigoureuse s'énonce ainsi | toute variable définie dans cet
espace a une moyenne temporelle (obtenue en prenant la moyenne des valeurs de
la fonction le long de Vorbite de la dynamique) égale 4 sa moyenne spatiale. Une
formulation parlante possible est de dire qu'il y & perte complite de mémaire de
I'histoire le long de la trajectoire puisque le fait de suivee la trajectoire revient &
moyenner dans toul 'espace.
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Cetle notion dergodieild se rencontre en mécanique statistique pour les systémes
ayant un grand nombre de particules, en dynamique des gaz par exemple. En effet
dans un gaz en equilibre les trajectoices des molécules du gaz sont tellement ehao-
tigques que celles-ci “voient” une moyenne spatiale de ce qui se passe dans le gaz.
Les physiciens onl considéré longteinps que ces propriététes d'ergodicité étaient al-
tachées aux modéles & un (rés grand nombre de degrés de liberté, Ces systemes sont
Lrés instables, done presqu’iinprévisibles, el des approches probabilistes sont a priori
nécessaires pour en étudier le comporlement, La surprise est de retrouver ces pro-
priétés dans des systemes ayant un petit nombre de degrés de liberté, Le modéle gue
les physiciens privilégie, a la suite des travaux de Kolmogorov et Sinai, est celui des
billards coneawes 7 on pacl & un billard dans lequel on applique les lois habituelles de
la réflexion; et, si le bord est concave, des trajectoires proches avant réflexion peuvent
s'égarter ensuite heaucoup. Les surfaces [ermées A courbure négative montrent une
sensibilité analogue aux conditions initiales, er sont devenues de ce fail le prototype
des études des physiciens intéresses par la mécanique statistique. Comme cette pro-
pridté est directement lide & leur caractere hyypercbolique, nous voyons donc cette
géomélrie a prion mtroduite comme un défi 4 la Nature servir de modéle pour des
systémes physiques.

Les mathématiciens ne se sont pas arréles i Lo dimension 2 et ont aussi con-
sidére des geométties hyperboliques en dimension 4 et plus. On y rencontre des
phénomenes intéressanls dont certuins sont des extensions de ce qu'on constate sur
les surfaces, mas d'nutres sont nooveanx, Aingi, il y a encore unicité de la géodésique
joignant denx points quelcongued, comme Elie Cartan ['a monteé, les propridiés dy-
namiques comme l'ergodicité persistent aussi. Par contee, dés la dimension 3, il
a un phénomene radicalement nouveau : le comporiement & l'infini capture toute la
glometrie ce qui est faux en dimension 2, Il est devenu traditionnel d’appeler cetie
proprieté la rigiddé, Son étude est encore un sujet Lreés actil d'étude.

Un npergu sur deux résultats récents en géomdétrie hyperbolique

Terminons par une évocntion rapide de deux résultats trés récents sur des ques-
tions lides a la gdoméetrie hyperbalique.

Différentiabilité ot algébricité des feuilletages d'Anosov

Une jonction assez extraordinaire de la glonéine hyperbolique avee 'analyse,
connue depuis Paincaré, a requ récetnment une itlustralion spectaculaire. Nous avons
déja parlé des varistés stables el instables qui existent dans les systénies dynamiques
d’Anosov. En géoméirie hyperbolique, ils s'identifient aux horocycles qui donnent
liew dans le fibré unitaire a des courbes lisses qui s'empilent les une sur les auntres de
fagon lisse aussi. Lorsqu’on considére des métriques & courbure variable, ces variétés
stables et instables continuent a etre lisses mais leur empilement devient a priori tres
erralique. !

Un trés beau rdsultat i ce sujet vient détre obtenu en 1991 en dimension plus
grande que 2 par Benoit, Foulon et Lahourie ; “si lempilement des variélés sta-
bies et instables est régulier, alors la géormeétrie do |'espace est hyperbolique ou une
géndralisation algebrique de la géomiéirie hyperbolique® (introduite par Elie Cartan et
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appelée géométrie des espaces symelrigues). La prenve (difficile!) est un mélange ex-
amplaire de géométrie différentielle, d analyse er de théotie des systemes dynamigques.

Géornétrie hyperbolique vt théorie des naudy

Pour terminer, il est intéressant de donner une application de ja géométrie hyper-
bolique & la theéorie des neeuds. Pour un mathématicien, an neend est une application
du cercle dans Uespace ordinaire R?, et les topologues ont appris depuis longtemps
que déterminer si deux noeuds sonl les memes & deformation prés (i.e. sans couper
le nceud) est un probleme difficile, Une bonne fagon pour 'aborder est d'studier le
complémentaire du nacud dans R*, bien que cetle approche paraisse A premiére vue
paradaxale.

5i le nceud est assez compligné, un théoréme extraordinaire, démontré par Wil-
liam Thueston il y a moins d’une dizaine d'anndées, dit que “le complémentaire d'un tel
neeud posséde une géométrie hyperbolique” (& trois dinensions bien siur). Alors, grace
aux théoremes de rigidile que nous avons évoqués au paragraphe précédent, on prouve
que le neeud est caractérisé par le groupe fondamental de ce complémentaire, qui est
un groupe discret, sous-groupe du groupe des isométries de Despace hyperbolique de
dimension trois qui s’identifie, lut, au groupe Sl4(C) des matrices 2 = 2 & coefficients
complexes et de déterminant 1.

On peut faire opérer ce groupe diseret sur Vespace & Uinfinl de Vespace hyper-
bolique de dimension 3. Celui-ci s'identifie an bord de la boule de dimension 3§
{I'analogue du modéle du disque de Pomncaré dans cette dimension), qui est done
une sphére de dimension 2. Dans cet itinéraire, nows nous rapprochons de plus en
plus d'un des domaines créés par Poincaré, & savoir 'étude de certains sous-groupes
discrets de Sla{C), les groupes fuchsiens, domaine d'une grande complexité, dans la
ecompréhension duquel des progrés substantiels ont été faits récemment, essentielle-
ment par des méthodes géométriques,
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