
Les Problèmes de l'A.P.M.E.P. 

Celle rubrique propoS( des problimes choisis pour 
/' orlginalilé de leur (araclère : eSlhélique. sublil . inglnieux. 
voire récréa 1/1. donl /0 résolu lion nlces.tilt in/liatlves. 
dtmarche inventive. recherche. effort/ntelltcluel. 

Elle accueille /Ous ctILr qui aiment in veiller. chercher de 
. beaux problèmes • . __ si possible IrOINU des solutions. tiltS 
.nvile à donner lib" cours à leur imaginallon créatrice. 

Pr/oriU eSI nalurellemenl rtstrvt. aiL< I/Joncés composts 
par des cam gues el au dialogue Ollverl elllre tILt par le jeu 
des rtponses el des solulions qui sonl à tnvoyt'r à /' ad"s5t 
su/vanle (réponse., à d-. probl~mes diffüenlS sur leuilles 
séparé .. S.v.l'.) : 

François LO JACOMO 
21 rue Juliette Dodu 

75010 PARIS 

ÉNONCÉS 

ÉNONCÉ 0 216 (Henri DELEKT A, Château-Thierry) 
Peul'On construire un solide dont les projections of'lhogonnles. sur l10is 

plmls deuJ( à deux orthogonaux. soienl respectivemenl un cercle. un carré el 
un triangle équilalérnl ? 
ÉNONCÉ N° 217 (Roger CUCUL 1ÈRE. Rabal- Maroc) 

Soien t deux enliers b e l c Iels que c ~ b ~ 2. Pou r 10UI réel .t de 
.... 

. ~ u. 1'1OIcrvaUe [0 , 1[, on noIe : ... --. le développemeol de x dans la base b. 
II-lb 

avec u. Ë (O. 1. .. .. b - 1). la suile lu .) ... n'élal1l pas slauonflllire à b - 1. 

.... 
On défini t une fonction 1 en posanl :n,) = L u:, que l'on peul prolonger 

fi _ 1 C 

par 1(/) = 1. 

Calculer: 1 = f ftl) â . 
o 
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ÉNONCÉ 0218 (Gérard LA V AU. Mesnil-Esnard) 
Sous quelles conditions peut-on affum er que: .Deux groupes finis G et 

G' sont isonwrphes si et seulemelll si les ordres du lltments de Gel G' sonl 
les mêmes. ? 

SOLUTIONS 

ÉNo CÉ N° 201 Eugène EHRHARDT. Strasbourg) 
La suite de Fiboll3CCi étant définIe par F", = F, + F,_,. avec F, = F, = 

1. soit (G,) une suite définie elle aussi par G .. , = G, + G, _ ,. mais avec 0, 
= a et Oz = b (a et b entiers) , 

a) Peul·on choisir a el b de sone que G, - F, Ys tende vers zéro lorsque" 

tend vers r infini ? 
b) A quelle condition (sur a el h) la Crnction GJF. est-elle irréducùble pour 

loul n ? 

SOLUTION de Marie-Laure CHAILLOUT (SarceUes) 
Pour plus de commodité. on définira la suite de Fibonacci dans N par Fa 

= O. F, = 1 el F,. 1 = F, -J + F. 
La suite G,est alors définie poUf n ~ 1 Cl (a, IJ) e N"1. par : 

G, = aF, + (h - ")F._, , 

a) La suite F, peUl aussi être définie par: Fo = 0 el F,., = cpF. + (-Ir ail cp 
'P 

esl le nombre d'or. 

.r. (-1)'(0 + 1 - 2'P) 
DoucG. - ,5 F.= [(a -l}cp+ b - a - 21F,_, + " .. , 

'P 

lirn F. - 1 = + .. donc la suite G, - Ys F. ne peUl converger que si a = 1 et 
.~ 

h - a - 2 = 0 et dans ce ca" G. - Ys F, = 2( - ~)' • suile qui converge vers 
cp 

zéro, 

Donc limG,-YsF,=O<o>a= Ictb=3 . _. 
b) Commençons par démonlIer deux lemmes : 

kmme J : Pour tout entier nUlurel non nul. F, el F •• 1 SOn! premiers entre 
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eux. 

Dlmo.slrorio. : la proposi(Îon eSI vraie li l'ordre 1 el. puisque 

F, • , = 1 + ~ , alors si la proposition es! vraie à I"ordre n, clle l'esl à 
F,.01 FA.I 

l'oedee. + 1. d'où le lemme 1. 

RtnuIrqUt : Plus génémlement, pour n ;;:, 1. F" F •• , el F •• , sont deux à 
deux premiers cOIre eux. 

umm. 2: Pour tout enûer naturel c, c ;;:, 2, il existe un enûer nalurel p , 
3 $ P $ ,1- 1 lei que, pour lOut CIIûer nMurel ., F •• soit mulûple de c. 
Dlnwnslrolion : Soit r,le reste de la division euclidienne de F. par c. 
La suite r,. li valeurs dans Z/cZ, est dtrmie dans N par : r. = 0, r, = l, 

r ll +2=r .. + 1+r .. donc.pourlOUtc.rl= l 
F, el F •• , étant premiers enlre eux, deux tennes consécutifs de la suite 

r, peuvent aire nuls donc la suile (r, ' r • • 1) peul prendre au plus c' - 1 

valeurs dans [Z/cZF. 
La suile r. esl donc ptriodique li partir d'un œnain rang nr el sa ptriode p 

esl au moins 3 et au plus c' - 1 . 
Mais si m > 0 el rM ., = rM el rM • p • 1 = rM ." éranl donnée la rormule de 

récurrence de la suite r Il' on Gr". .. , _ 1 111: r.. 1. 

La suile r, esl donc ptriodique li partir du rang 0 et, par conséquenl : 

'V n E N r." = '0 = 0 ce qui démontre le lemme 2. 

Remarque : on démonlCe d'une raçon analogue qu'il exislc un enlier k 
3 $ k $ c'- 1 - 3(c - 2) tel que 'V 1/ eN, ... = O. 

G. G. (b-o)F. _ 1 
• - est dérmie pour 1/;;:' 1 par - = a + 

Fn F~ Fil 

G. 
Si b - a = 0, alors F se simplifie pour lOut., .;;:, 1. 

• 

Si lb - al ;;:, 2 alors 

(lemme 2). 

G. 
SC simplifie pour une infinité de valeurs de n 

F. 

231 

Bulletin de l'APMEP n°388 - Avril/Mai1993



GJII F,,_I 
Si lb - al = 1 alors P = a ± - F- est itTéducuble pour tout Il (lemme 1). 

• • 
D'où la conclusion: 

G 
F' est irréductible pour tout n si et seulement si lb - al = 1. 
• 

REMARQUE 
Celle démonstration fait appel à très peu de connaissances explicites sur 

la suite de Fibonacci, toutes les relatioo uûlisées découlant immédialement 
de la relation de récurrence F. ' 1 = F" + F. ,. 

Les démonsrrntions con truites sur davantage de propriélés de ceue suite 
ne som généralement pas plus simples: ces autres propriétés ne sonl 
nécessaires que, par exemple. si 1'00 veut prouver que tout nombre premier p 
divise F._ I , F, a u Fr. 1. Nous en aurons ~in, pour l'énoncé 206, mais 

pas pour celui-ci. 
Un peu de patience 1 

Par ailleurs. lorsque G. est la sllite de Lucas (cLEHRHARDT, sur les Sulles 

de Fibonacci et de Lucas, Articles nlathlmariquts , Paris (Ced.ic-Nathan) 

1985, p.144-148), c'est-à-dire ceUe vérifiant: lim G. - Vs F. = 0 , on a : 
+" 

F 2A 0" 
G, = F •• 1" F. _ 1 ' G. = F et c'est précisémenllorsque p n'est pas 

• • 

G. 
irréductible (simplifiable par 2 : si n est mulliple de 3) que p' après 

• 
simplifieaLion, est UDe réduile de f5 (au sens des approximaLions 
diophantiennes). 

Roger CUCULIÈRE (Rabat-Maroc) rappeUe que «Edouard Lucas (1842-
1891) était professeur de spéciales ilu Lycée Saint-Lollis, immonel pour son 
œuvre de malhématicien-récréationnisle, mais aussi de malhématicien loul 
coun el d'historien des malbématiqucs • . 

M.DELEHAM (Paris) nouS renvoie il unc jolie démonstration de 
N.Yorobiev (lnjtjllljoll aux nU1lhtm(Jliqu~s - caraC/üts d, divisibilité - Suile 
de Fibof/acci, Editions de Moscou, 1973 . p.122) de la périodicité de F. 
modulo n'impone quel entier. 
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PIll'lieUlS lecleUlS citent Hardy et Wrighl (An in/roducrloll co lhe Theor)' 
of Numbm, p.150) ... 
La bibliographie est vaste! 

Gilbert ROUX (l'Hay le.<> Roses) remercie Jacques Lubczan k.i dom le 
stage MAFPEN intitulé -la recherche mathématique il la portée de 10US» lui 
a pennis d'anjveT au bout de cet exercice. 

AUTRES SOLUTIONS 
R.ANDRE-JEANNfN (Longwy) , Pierre BARNOUlN (Cabris), Luc 
BARRIA (Serres Morlaas). Mireille BOURNAUD (Vilry) , Régis 
CHARPENTIER (Evry) , Roland CHIAVASSA (Lambesc) . Roger 
CUCUL LERE (Rabat-Maroc) , M,DELEHAM (Reims), Edgar 
DELPLANCHE (Cléleil). Marguerite PONCHAUX (Lille), Gilbert ROUX 
(l'Hay te.<> Roses), et cinq solutions incomplète.<> ou fausses. 

ÉNONCÉ W 202 (Gérald BOURGEOlS et Jean-Pierre LECHENE, 
Marseille). 

On se donne deux cercles non concentriques: (C! . de centre a cl de 
rayon 1. el (y), de cenue 1 et de rayon r , lels que (ri soit striclement à 
l'intérieur de (C), el l'on pose 01 ~ d. Sail M un poinl de (C) ; on mène la 
tangenle issue de M il (yi qui passe il droite de (r! pour un observateur situé 
en M ; ceUe tangcnle recoupe (C) en A: en iléranll'opémtion. on conslruit B 
il pnnir de A, puis M' à partir de B. On considère la fonction/qui il lout poinl 
M de (C) associe l'angle (OM,OM' ) e ro .21t[, 
a) Quels sonltes poinlS M réalisant le maximum elle minimum de!? 
b) Quels sonl les poinlS M tels que M el M' soienl diamélralement opposés? 
Quels sonlles couple.<> (r , d) lels que ces poinlS eJtistenl ? 

SOLUTION des nuteUlS. (figu," sur la page su/vaille! 

On choisit comme paramètres les ang.les 6, a, {J. f. 

- -a) On identifie le.<> poiOIS M de (C) el l'angle (Ox , OM ). 

d lei que 01 ~ d E JO. 1 [. el r. myoo de 1. vérifIent r + d < 1. On pose 

( ru . iH ) = 6 e 10.2,,[.1 Yi , DA ) - a. ( ru , ü ) = y. ( ru ./K ) ~ (3. 
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Remarque i) Si on connaît 9. c'esl à !lin: H, alors on carmail a. p. r mod 21t. 
Il eSi clair qu 'on peUl choisir les délerminations de a. /3. r de façon à ce 
quO el/es dlpendent cOlI/inùment de O. quan/i/t que l'on COlls/dt"ra dans la 
sui/t. comme la variable. 

Remarqut ii) M = M' ~ (r! eSlle cercle inscril au lriangle MAS ~ 2r ~ 1 -
cP (démonstralion slandard). 
Donc2r= l-cP =>f""OeI2r~1-cP=>'VM.j(M)E ]0 . 21t[. 

b) Dans la sulu. On Se place dam le cas Zr ~ 1 - cP. 
On démonu-e ensuite les relatiOllS suivantes: 
... cosa = r + d.cosO (1) donc sina~ 0 
démons/ra lrOIl : on projetle OA sur IH pour obten i r (1 ) : sina ~ 0 
carr+d < 1. 
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démmlSlration : Si : , :' E C, on appelle ii el;; les ecœurs associés; alors 

Re(z l') = û.;; . 

Ici , iA,ü =? d'où Re[(é l . ' al - d) rr'1) = r2 

ou cos(6 + u - 'I1 - dcosy= r : 

en utilisanl (1) on en déduil (2) si sin 8; y ~ 0 , cette condition est vérifiée 

sinon J = H el r = O. 
-+(- - ) OM' , OM =2(y - (J- a) (3) doocy- {J - a e )-lt, Dl 

démonstration . lOi , OMI=(Oi , OAI + (OA , OM)=6+ a+ 2l0A , ï.il 
=(6 + al+ZOA,Oi) + 2I0i,i.iI = 6+ a + 21- 8- a + yl = 2y - 9- a 

De même, (Oi,OM') = 2/3 - 6+ a en changeant M en M' ,yen fJ el a en -
cr. 
-+ D'après (1) sina garde un signe constant donc cr est une fonction C l de 6 

el usina: dsinO (4) 

-+ tan ~ = .!..±..! x tan !.±....!!. (S' ), lll'l ~: 1 + d x tan 6 - a (S") 
2 l - d 2 2 I - d 2 

sauf pour un nombre fini de valeurs de 6, 
db.wnstrarion de (5 ' " . (2) s'écrit aussi : 

(1 - dj sin ~ x cos 6+ a = (1 + d) cos y - a x sin 6+ a 
2 2 2 2 

d 'où (S') si cos y; a ,oDet cos 6; a ~O oU, cc qui eSI équivalenl , s i 

cos 6+ a ~o. 
2 

Si cos 9 + a =0 alors 6+ a=lt mod2ltcl (l)s' écril :- cos8=r+ dcos6 
2 

ce qui fournil deu. valeurs de 6, 

t r - fJ - a Zr+ b -d' x tan a 
-+ lI'I 2 2r - IJ + d' 2 

(6) pour tOUI 6, 

235 

Bulletin de l'APMEP n°388 - Avril/Mai1993



7-{3-2a (I - d'sma 
DtmOJ/Slraliofl: par (1), (S') Cl (S") , Uln 2 = ( 2\ 

2r- I-dlcosa 

sauf pour un nombre fini de valeurs de 8 el si 2r - (1 - ri' )rosa '" 0 ou si 
2r'" (1 - d')(r + dcos8); l'égalité ci·dessus est donc valable sauf pour un 
nombre nni de valeurs de 8: 

de r - /3- a - 7 - 13 - 2a +!! et de sin a ,. 0 donc cos(aJ'2) ,. 0, On 
2 2 2 

déduil (6) sauf pour un nombre fini de valeurs de 8 , 

Comme 7 - 13 - a e }- 1r/2 : Ol, (6) a un sens pour loul 8; par continuilé. 
2 

(6) esl valable pour tout 8, 

e) Réponse à la première question: 

On cherche les extréma de (OM',DM) = 2(7 - {3- a)ou les extréma de 

mil r - ~- a ou , par (6), ceux de tan a/2 ou ceux de a. 

Par (4) : ri = 0 = sin 8 = 0 <=> 8 = 0 ou lt c'est·à·dire que H tsI sur Ox tl/a 
figure admel Ox comme axe de sym/lrie. 

Ces deux valeurs de 8 correspondent au minimum et au maximum de f car il 
n'y a que deux points critiques. 

d) Réponse à la deuxième qU'SMn: 

1\ faut résoudre 2(r - {3 - a) = - lt ou tan r - /3 - a = - J ou. par (6), 
2 

a 2r-h- il 
la1'2=- 2r+h-dr 

Remo.rque : Si on pose 2r = pcOSf et 1 - d 1 = psin., (6) s'écrit; 

Uln 7 - 13 - a t,·J H ~l x tan a tan a = - ootan (. + ~) 
2 ~'4 2 d'où ici, 2 4 d'où 

a = (- 1r/2 + 2T) mcd 21t. 

Alors : cosa = 4r{1 - il CI cos8 - - rU! .. d~\ 4/ - ~ . 

4/+11_/1
2 

d[h_ d ~2+4/l 
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La coodition d'existence étant que 

rlb+d" + 4rl_4Isd[b_df+4r~ (O) 

on obtienl en général deux positions pour M symétriques par rapport à Oy, 
L'ensemble des couples (T , d) vérifl3lU (0) esl représenté ci-dessous, 
Seules les deux régions non hachurées conviennent. 

d 
1 ~77.n7n7~7n7n 77. r,ry7T,ryT,~~n7zn 

AUlT •• solutions : 
Edgard PELPLANCHE (Créteil), Jacques LEGRAND (Biarritz), René 
MANWNl (Le Havre), Charles NOT ARI (Montaut), 

ÉNo CÉ N" 203 (Jacques AMON, Limoges) 
Soit' un réel striclement compris entre 0 el 1. Deux personnes A el B ont 
initialement a. el bo pi&es de IF (ao el bo entiers), La plus riche donne à 
l'autre 1 fois sa fortune , arrondi à l'entier inférieur: les l10uveUes fortunes 
sont al el hl (entiers), Puis la plus riche donne il l'autre 1 fois 'a fortun , 

arrondi il l'entier inférieur, el ainsi de suile , .. Si li un moment. les deux 
personnes 001 le même nombre de pièces, c'est celle qui vienl de recevoir 
qui donne, 
Examiner l'évolution des étaIS de fortune des deux personnes. 
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RÉPONSE: 
Supposons Ga <: ho, appelons S = 00 + bo le nombre tOlal cie pièces (poUr 

tout n, S = 0A + b.), el nolons E(x) ln partie entière de x. 

Posons q=~~) 
A partir d'un certain momenl, les deux personnes s 'échangeront 

indéfiniment la même somme d'argent d, d étant le plus grand entier lei que 

~S; d)<: 7' 
1 JS + 1) Si d = 0, c'est-à-dire si ï> 1-2- ,0, el. bA seroOl collSlaOtes dès que 

la plus grande des deux, en l'occurrence a., prendra une valeur 

aE ~S; lH-l , 

Si d <: l. les suites D. el b. seront, à partir d'un certain rang, périodiques 
de période 2 : les étaIS de la Conuoe vandront alors :( D, b - di, (a - d,bi , (a , 

b - di, elc , .. 

le sup(a,bi pouvant être n'impone quel entier c> S - 1 vérifiant les trois 
2 -{ 

inégalités : 

c s...!L; c <d+ l ;c~S +d-~ 
1 - , 1 1 

DÉMO STRATION 

Le cas d = 0, soit 7- > ~s ; 1 l,est trivial, car : 

b' l ' ,_,_ 1 > ~ ( s + J) - ou Jen a,. ~ ,. . ce qUi eDUdJJle : a ~ + 1 == an - -1-2-

- ou bien ~S ; 1) ~ a. < III ce qui entrnîne a •• 1 = a. et la suite devient 

bien constante, 

Dans le cas d > 0, c'est-à-dire !.~ dS + l)~ q+I , on à...!L<:! / 12 1-11 , 
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donc (2 - I)q~ 2([+ 1 ~ 5. ce qui enlr.Ûne: 15 + (1 -1) qs,.....!L. de sorte 
1 - 1 1 - 1 

que : 

si a, >.....!L • q < (1 - 1) a, el le plus riche resle le plus riche. mais sa 
1 -1 

richesse décrOÎl jusqu'à ce que : 5 -qS a,S ---'1-. ce qui impliqu e: 
1 - r 

5 - q S, b, +, S 5 - (1 - 1) a, S 15 + (1 - 1) q S .....!L. 
1 -1 

Dès cel insum ... A et B donnent a1lernativemem. e l la fonun. do plus riche 

resle majorée par -iL.. 
1 - 1 

P lI 5 + k. - e. 0 . osons alors c.=suPla,. b ,-j- avec S e,.< 1 el k, enlier 
2 - 1 

posilif ou négalit (ou nol). Comme : 5 - (1 - I).c, - 1 < c,. , S 5 - (1 - l ).c,. 

00 a: CI'I-k,. + (.tn - l)< c
lt
., s: e,.-kll + e,. 

Mais. puisque c. el c .. , sont tous deux entim. 

5 -kl..I-I)-e, 
c" ... I = cn-k ,, =- (1) . 

2-1 
Par suite. c, -Ik, + (e, - 1) < C .. 2 S c, - Ik, + e, (2) 

Mais comme la relation (1) peut aussi s'appliquer à C,. 1 : 

Cil +'2 = clt + l-k,.",1 = CII - ka - le,. ... 1 

on a : k,(I - I) -1 < -k", <k, (1-1) + 1 et comme k,el k,+, som entiers. 

on en déduil : Ik,." S Ik ,1 et l'un des deux est O!O. l'autre étant SO. 

Ce qui donne Il distinguer deux cas : 
- Soit k, s'annule Il partir d'un certain rang, auquel cas la suite c, devient 

stationnaire. ce qui est confonne au résultat annoncé sous réserve que cette 

constante : a = b soit égale à S + d 
2 . 

. Soit t. n'est jamais nul, auquel cas il est alternativement strictement positif 

S - 1 0 5 et strictement négatif: or k, < 0 ~ c, S -- et k. > ~ c. > - - , ce 
2- 1 2-1 
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, 'ifi la' il! d t" ail JS -1 S [ 1 qUI s.gn .e que sUlle c. ose e autour e m"'IV e 2 _ 1 ' 2 _ 1 = . 

Dans te premier cas, la conSlanle a = b doi t être dans l'intervalle 

1 = J; ~: ' 2 ~ 1 [ , et it reste à prouver que cet intervalle ne peUl pas 

comenir d'enlier autre que S + d . Or la définition de d entraine 
2 

immédiatemenl : 

S + d _ t < S - t < S + d s ~< S + d + 1, 
2 2-1 2 2 - ( 2 

mais cela nC suffit pas ! 11 faut enCOre prouver que si S + d est impair . 

S -1 <: S +d- I et _ S_ <S +d+ l ,ce qui est vrai car, si S + desl 
2 - 1 2 2 - ( 2 

impair, ~ s S + d - 1 et d + 1 > S + d + 1 , On peut s'aider du petit lemme 
1 2 r 2 

élémenlaire : 

~
l Si u , v , ,, ' et y' SO~' quatre ~IS slricteme~l positifs lels que 1/ > u' el 

1 '1 u u u-u u u+u " v>v ,aors - s-~ --S-S-- . 
~ v v' v -v' \1 v+v· 

Dans le second cas, la déflOition de d elle lemme ci-dessus prouvent que 

4 S _ S_ el d + 1 > S - l , Par ailleurs, c oscille autour de l' intervalle 
1 2-( (2-1 • 

1 = ]; ~ : ' 2~ r [, on peut donc supposer qu'à partir d 'un certain rang, 

S - 1 S 
C2p S. -- . c'2p" l > - -

2 - 1 2-1 

Si Clp <!!. , C2p+ ' > _S _~ 4, donc le plus riche au rang 2p donne 
1 2 - 1 1 

E(IClp) S d - 1 pièces pour en recevoir, au tour suivant. au moins d, de SOtie 

que : Cl. < Cl •• 2 S S - 1 jusqu'au moment où l'on aum C2p <: 4 el donc : 
2 - 1 1 
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_s_ < C". , ~ 5 _ (1 -/) Cl,:;; 5 + d- <1. 
2 - 1 1 

Si 5 + d - <l. < ~, il partir de ce rang 2p, les joueurs échangelOllt les 
1 1 

mêmes d pièces. mais si Cl,. , ~ d + 1 Cl,. 2:;; ~ <!!..±..l. de sone que 
t 2 - t t 

le plus riche à ce rang 2p + 1 donnera plus de pièces qu ' il n'en recevra au 

tour suivanl, si bien que _5_<C,p.3< Clp.' jusqu'à ce que 
2 - t 

d+ 1 
C'l.p+1 <--. 

1 

Dès cel inSlanL les deux joueurs s'échangeront indéfiniment les mêmes d 

pièces. mais Cl,. , poUlT3 avoir n' imporle queUe valeur > ~ vérifiant les 
2-1 

inégalil~s C2p " :;; 5 + d _ 4. , Clp. , < d + J et (inégalité iniJiale à ne 

pas oublier) c" ., :;; -q- , 
1 - 1 

1 t 

En effel, si S + d- li. < d+ l , n' imporle quel entier c:;; 5 + d-<! 
t t 1 

convienl comme supra . b}. cru- un joueur ayanl C pièces en donnera d, si bien 

qu'au IOur suivanl, l'aulfe joueur en aura S - r + d", 4 el lui en rendra d. 
t 

Demème.si d+1 :;;S + d - <! , n'imponequelcnùer c<d+l convienl, 
1 t t 

car un joueur ayant C pièces en donnera d. 1' 8ulre en aura alors 

S + d- c> S + d-!!..±..l. '" <1 el en rendra d, 
1 t 

En réunissanl le cas suuionnaire Cl ce deuxième cas, on obtient le résuluu 
annoncé. Mais il impone de remarquer qu ' il exisle loujours 8U moins un 

enÙer ~S +~ t 1) qui vérifie loutes ces inégalilés, car: 

4:;; ,,(S + d) ~ S + u- ds + d+ 1) s t::/S + d + 1) :;; q+ d<;, ~ . 
1 ï 2 ï 2 \ 2 1 - 1 
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Par aiUeurs, la troisième im!galité c s; ~ n'est à prendre en considération 
1 - / 

que si S < ~,ou encore si le nombre de pièces !!changées est inférieur à 
/ 

la longueur 1// de l'intervalle r~, d: 1] . En effet, 

inJd+l,S+d _ t!.}s;L+~ car S+d<_S_ alors que 
, / / 2-/ 21 2 - 2-1 

~~S-I + Il ~L+~. 
1 - / 2 - / (l - /) (2 - /) 2 - / 2(1 - /) 

Plus prl!cisément, ceue inégalité (s; ....!LI n' intervient que si q appanient 
-1 

à l'intervalle : [7' S + d- 7] f"IJs + d - d: 1 • d: 1 [ déCini par les 

autœs inégalités, car alors l'hypothèse 
sup(a. +, ,b •• ,) ~ E(S - (1 - /) Sup(a. , bJ), 

sur laquelle est construite la démonstrJtion, serait mise en défaut. 
Pour mieux voir comment se romponent efrectivement ces inégalités, on 

peut choisir par e~emp l e / ~ 0,13 et S décrivant d'une pan l'intervalle 
[42, 52J, d'autre part l'intervaUe [114 , 124J. 

Alll1't •• olutwns : (moins complètes) 
Pierre BARNOUIN (Cabris), Marie-Laure CHA1LLOUT (Sarcelles) , 
Charles NOTARI (Montaut), Maurice PERROT (Paris), R. RA YNAUO 
(Digne). 

COURRIER DES LECTEURS 
Le courrier des lecteurs est toujours enrichissant, mais . . . certains 

leteleurs ne mentionnent pas leur adresse: même s'i l s'agit d'une adresse 
proressionnelle, c 'cst toujours utile pour raciliter le dialogue entre coUègues. 

O'autres lecteurs ne mentiorment même pas leur nom : de qui provient la 
réponse anonyme a l'énoncé 210 que j'ai reçue le 3\ décembre? 
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