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Etudes

Puissance d’un point
par rapport a une conique

Jean de Biasi
Université Paul Sabatier - Toulouse

Dans les livres de géométric d'il y a a trente ans et plus, une place impor-
tante était accordée a 'étude :
- I - de la puissance d'un point par rapport & un cercle, des cercles orthogo-
naux, des faisceaux de cercles.
- IL - des coniques.
le cercle apparaissant comme étant une conique particuliére, ellipse dont les
foyers sont confondus.

Mais, nulle part, nous n"avons trouvé le fail que les notions développées
en | pouvaient &tre généralisées aux conigues quelconques. C'est ce que nous
montrons dans cet article.

Avertissemeni : cette étude se situe dans le cadre de la géométrie plane eucli-
dienne et de la géométrie plane projective.
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I - Equation normalisée d’une conique.

Soient un systéme d’axes orthonormés (Ox ; Oy) et I' la conique définie
par le foyer F la directrice associée D, I'excentricité e ; T™ est I'ensemble des
points M du plan de projection orthogonale p sur D vérifiant
MF - eMu=0.

Si a, B sont les coordonnées de F et si xcosd + ysin® - h = 0 est 'équa-
tion de D avec h=0H , (H projection orthogonale de O sur D), mesuré

suivant le vecteur unitaire ¥ (cos, sin@) de la normale 2 D et si m (x , ) est
un point quelconque du plan, Uexpression
[lx,y) = MF? - My®
vaut T(x, y) = 2(1 - €*c0s’8) + y*(1 - e*sin?0) - 2xye’sin® cosd -
2x(a — e*hcosB) — 29(P — Ehsind) + & + BF - 20 (1)

I'(x, y) = 0 est appelée équation normalisée de la conique I" de foyer
F {a, P), de directrice associée D (xcos + ysin® — h = 0) et d’excentricité
'0

O X
Cas particulier ;

Si 1'on prend F sur Ox (> 0 ., = 0), D perpendiculaire 3 Ox (8=0) en X
avec h =ﬁ<ﬂ.03ppartmwlal" (O est alors un sommet de I et Oy est
tangent 4 I' en O) 'équation normalisée de I est, dans ce cas

(1 -+ y -2px=0 (2)
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ollp =a-eh (avec a> 0, h < 0) représente la longueur de la demi-corde

focale de I' perpendiculaire & 1'axe focal (g est le paramétre de I).
Remarquons que a=—L_ gqn="2
l+e

Le cas du cercle, ellipse dont les foyers sont confondus, apparail comme
le cas limite ¢ = 0, (F est le centre du cercle, la directrice D est la droite de
Uinfini et le rayon vaut p).

4
J'" ‘
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IT - Puissance d’un point par rapport i un cercle (rappel).
Soient [ le cercle de centre O et de rayon r, M un point quelconque de
son plan. Si une droite L passant par M coupe Ten A et Betsi A, est le point
diamérralement opposé AA sur I ona:
MA MB =MA .MA, =MO" =R et par suite le produit MA .MB est
indépendant de L et ne dépend que de T et de M. Ce produit est appelé puis-
sance de M par rapport 4 I et se note T(M).
Si L, L' somt alors deux sécantes & " passant par M ¢t coupant [© respec-

ivementen A, fet A, B, ona: MA MB =MA' MB' (siL est langente

["en 7 cette égalité devient MA MB =MT ).

Réciproquement, si les droites A8, A'B’ se coupent en M el si
MA MB =MA" .MB' alors les quatre points A, B, A" et 8' son cocy-
cliques et si, plus particulierement, un point M du ¢6té [BC] du triangle ABC
est tel que MA® = MB .MC . la droite (MA) est tangente en A au cercle cir-
conscrit au triangle ABC.
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L!

Analytiqguement, si I'équation normalisée de I" dans un repére orthonor-
mé est f (x , y) = + 3 + ax + By +v=0et si M a pour coordonnées (x , ¥),
(M) vaut précisément f (x , ¥), premier membre de I'équation normalisée de
I'. En particulier, la puissance de I"origine des coordonnées par rapport 2 I’
vaul ¥.
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III - Puissance d’un point par rapport & une conique

quelconque.

Définition : Soil I" une conique quelconque définie par les éléments F, D, ¢
(foyer, directrice associée, excentricité). 11 existe un repére orthonormé dans
lequel 1'éguation normalisée de T est (2), repére que nous choisissons pour
alléger les calculs.

Soit M(x , ¥) un point quelconque du plan de I' et L une droite passant par M
et telle que (Ox ., L) = 8. Une représentation paramétrique de L est
X =x4+[cosh,y =y+sin® oi, si M est un point «courant» sur L le para-

meire / représente la mesure algébrique de MM’ sur un axe poné par L et
de vecteur directeur unitaire (cosd , sinB).

TH .
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Les valeurs 1, et 1z de r correspondant aux points A et B de [ n L sont les
racines de I'équation
(1 = %cos?0)F + 2((1 - e2)xcosB+ysind — pcosd)r + (1 - e?)a® + ¥ - 2px =0.

On voit en particulier que le produit MA .MB (1 - ¢cos?8) vaut
I'(x . ¥) et donc, ne dépend que de I et de M et pas de L. De plus, d"aprds la
premidre partie de cette étude, celle expression vaut aussi MF? — M.
Enfin, pour ¢ = 0, la conique [" est le cercle de centre w(p, o) et de rayon
R = p, F ¢st en @, MF vaut M. Lorsque ¢ tend vers zéro,

MA MB (1 - £cos*8) tend vers MO? - R?, puissance de M par rapport i ce

2
cercle: en effet, e2Mu? = e%x? 4 2L€5 ——-'l—l a pour limite p2 = R2.
lee (14¢9)

Ceci nous conduit & donner la

Définition :

z= Soit une conique I définie par les éléments F, D, e (fover, directrice
assocife, excentricité) M, un point quelcongue de son plan, Jla projec-
tion orthogonale de M sur D.
Si L est une droite quelcongue passant par M formant avec I'axe focal
de " un angle de mesure 6 et coupant T' en A et B, Vexpression

MA , MB (| — &cos’8) est indépendante de la direction de L et ne

dépend que de I' et de M ; elle vaui également MF* - My’ et
Iix , y)ou I (x.y) est le premier membre de 1" équation normalisée de
I dans un repére orthonormé quelconque.

- Cente expression, notée I' (M), est appelée puissance du point M par
rapport & la conique T,

L

AT N P R

4 - Condition pour que quatre points d’une conique soient
cocycliques.

Soient A, B, A’, B’, quatre points d'une conique I" d'axe focal xx’. Si
(t'x ,AB)=0¢et(x'x ,A'B')=0"¢etsiABNA'B" = (M} ona:

I'(M)=MA . MB (1 - ¢%c0s’0) = MA" . MB" (1 - fcos8),
Or, (A, B, A", B' cocycliques) équivaut & (MA . MB= MA" . MB' )

Cest-a-direa (1 - Scost0=1 - cos’@) soil (c0s’8=cosF) . Ecartant
le casde 8=0"(AB , A'B’" confondues) il reste 6 = - 6, I en résulte la

174



Bulletin de 'TAPMEP n°388 - Avril/Mai1993

Proposition ;
Quatre points A, B, A', B' d'un conique I sont coeyeligues si el seule-
ment si les droites AB, A'B' ont des bissectrices paralléles aux axes de
I (on dit aussi : si er sewlement 5i AR ¢t A'B" sont également inclinées
sur les axes de I ).
I
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5 - Conique radicale de deux coniques.

Définition : Etanl données deux coniques I' et T d’équations normalisées
Mx,yy=0etT(x, y) =0, 'ensemble des points M (x , ) du plan ayant
méme puissance par rapport 4 ces deux comiques, est défini par 1'équation
(non normalisée en général) :
Z.y)=T{x,»)-Ikx,y)=0

Cet ensemble est donc en général une conique I, éventuellement décom-
posée en deux droites et réduit & une droite lorsque T(x , ¥) et IM(x, ¥) ont
les mémes termes du second degré (coniques ayant les mémes directions
asymptoliques : cas de deux cercles notamment), Cette conique, appelée
conigue radicale de I e1 I passe évidemment par les points communs 4 I et
[, ces points ayant une méme puissance nulle par mapporta Cet I,
L'ensemble des points ayant méme puissance par rapport d deux
conigues et I est une conique appelée conigue radicale de I'et I
~ Lorsgue I'et T ont les mémes direciions asymptotiques, I ensemble esi
i réduit @ une droite L et ceite droite est 'axe radical de ces deux
L coniques.

a g SRR ALY
S
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Exemples :
T:cercle 2+ ¥ -2y=0 I": parabole y* - x =0
I:parabole x4+ x~2y=0

I ellipse x? +4y?-5x=0 I : hyperbole -2x* + y* + 1 =0
X:cercle x2+y2—(5A3x-13=0
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I:ellipse x? +4y?-5x=0 I :ellipse 4x% + y? -5y =0
E: 2 droites (x-y) [3(x + y) + 5]=0
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6 - Coniques conjuguées,

Soient I et I deux conigues A centre, O et O', de mémes directions asymp-
totiques (et donc d'axes paralleles et de méme excentricité ¢) dont deux dia-
métres respectifs ont pour extrémité 4 points A, B, A’, B' formant une divi-
sion harmonique.
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AXE RADICAL DE DEUX CONIQUES

Paraboles
d'axes
paraliéles

Hyperboles d'asymptotes paralléles
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Si © est 'angle de axe focal de I' (ou de ') avee la droite portant les
quatre points A, B, A', B' on a:

r)=0Aa.08.(-Ews0)=0A"%( - Feos8) = - ') .
Soit alors L, un autre diamétre de I coupant Ten A, et 8, et T en A" 1
B’y 0 étant remplacé par 8, on 4:

— T () =04} %l - fcas?B) ;0" = O'A, . OB, (1 — Scos?8))

Do O’A}*=0'A,.0'B, el A, B, A" B forment une division har-
monigue. Ainsi, tout diamétre de I (resp. I') est divisé harmoniguement par
I (resp. 7).

Si 7 et J sont les deux points communs (A distance finie) & I" et " et si
10" recoupe I en I”, T coupe le dinmétre /' de I' en deux points dont I'un
est 7, conjugués harmoniques par rapport & [ et I' et donc le deuxidme point
est confondu avec f et 10 est langente AT en [,

Deux coniques telles que I' el I” sont dites conjuguées.

Nous pouvons donc donner les énoncés suivants:

Déﬁnhiun
Deux coniques & centre [ (centre @ ) et ™' (centre @' ) sont dites conju-
~ guées si elles ont mémes directions asymptotiques (et donc des axes
- paralleles et méme excentricit€) et si elles coupent leur diamétre com-
mun respectivement en quatre points A, 8, A', B' formant une division
! harmonique.

ElL, les réciproques des propriétés précédentes éant vraies,

Théoréme :
;. Deux coniques 2 centre " et I'" de méme directions asymptofiques sont
conjuguées:
- si et seulement si tout diamétre de I'une est divisé harmonigquement par
© I'autre:
" ou
© si ¢t seulement si Ja somme des puissances du centre de 1'une par rap-
*port aux deux coniques est nulle ;
L on
- si et seulement si le centre de I'une des coniques est I'inlersection des
~ langenles & 1'autre aux points communs & distance finie des deux
= Conigues.
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Cette notion de conigues conjuguées est la généralisation de celle de cercles
orthogonaux.

Question : Comment traiter le cas de la parabole ?

7 - Généralisation de la notion de faisceau de cercles
(On se place dans le plan projectif complexe)

Soient I'y et I'; deux coniques de mémes directions asymptotiques se cou-
pant en deux points A distance finie / et J (réels ou non, distincts ou non) et
en deux points & 1'infini o et B (appartenant donc & la droite de 1"infini, notée
L=). Considérons le faisceau linéaire de coniques passant par les quatre
points [, J, a, p ¢’est-d-dire 1'ensemble des coniques I passant par / et J et
de mémes directions asymptotiques que I', et I,

/

Soit P = Lo 1. Ol'eloz.umu‘esrespectifsdc Iy et I';, appartenant &
la polaire de P par rapport respectivement & 'y et I;. Mais cette polaire est
la méme et ¢’est la droite QR polaire de P par rapport aux deux droites /e, J
(ou /B, Ja ) (Q et R sont les points doubles, autres que P, des coniques
décomposées du faisceau 7).

Cette droite QR ne dépend que des quatre points I, ], &, P et ¢'est
I'ensemble des cenires des coniques du faisceau.
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Toutes les contques de ce faisceau F ont deux @ deux le méme axe radical, la
droite 1.

Soit maintenant I une conique confuguée de I'y et T;. Son centre ayant
méme puissance par rapport & [, et [T, appartient A 1"axe radical // du fais-
ceau Fet I coupe [J en deux points conjugués harmoniques par rapport & [
et J. De plus, I coupe le diamétre QR de toute conique I' du faisceau Fen
deux points I' et J° conjugués harmoniques de tous les couples de points
d’intersection avec OR des coniques du faisceau 7. Ces deux points I' e1 J’
sont donc fixes; ce sont les points doubles de la division en involution défi-
nie par les paints d’intersection de QR avec les coniques du faisceau 7. Ces
coniques I constituent donc un faisceau linéaire 7' de méme nature que 7
uppelé faisceau conjugné de 7.

o L’ensemble des centres des coniques de I'un des faisceaux est I'axe
* radical de I'autre faisceau et toute conique de I'un des faisceaux est
" conjuguée de toute conique de I' auire.

8 - Quelques applications.

La condition de cocyclicité de quatre points d"une conique est sans doute
la plus immédiate mais il y en a bien d’autres. Voici, par exemple, quelques
résultats que nous avons rencontrés dans 'ouvrage de Charles MICHEL [2].
1 - Théoréme de NEWTON: Si les cOtés d'un angle variable de sommet A
rencontrent une conique fixe I” respectivement en b, ¢ el &', ¢, le rapport

..".l.—.é‘—"‘_c— garde une valeur constante quand les c6tés de 'angle restent
Ab' . Ac'
I¢les & deux droites fixes. =
1 effet, ona:

r(A)=Ab.Ac (1 - e’co5’8)

FA)Y=Ab" . Ac' (1-e¥os?@)

d'ﬂil' 4_b..2_€ = I —Ezw-‘ilﬂ
"Ab .AC 1-exosH

2 - Théoréme de Mac-LAURIN :
Si deux droites paraligles coupent une conique aux points b, c et b, ¢” et

varient en passant par deux points fixes A et A, le rapport _%_éc___ garde

A' I.Alcf
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une valeur constante.

En effel, ce rapport vaut : ra)
'A%

3 - Indice d"un point par rapport & une conique @ centre
(Signalé par CMICHEL, et attribué @ FAURE mais figurant dans l'ouvrage
de CLIFFORD )

~ @) Théoréme et définition : Soit T une conigue a centre O, un point
- fixe A, une sécante variable bAD" A " et 5,00, le diametre de I paral-

Itle & bAD'. Le rapport "Z;‘;‘b' est constant. Ce nombre, noté (A ),
i

est appelé indice de A par rapport & I'.
b) Lien avec la puissance ;
Comme I'(A)=A_b.4—b_'(l - £005°0)

etque I(0)=0b, . 0b, (I - £cos*8),
ona WA ) == T(A YT(0).

Cette notion d"indice est ainst voisine de celle de puissance mais elle est
moins fine et ne s’élend pas a la pamabole. Elle permet de démontrer un cer-
tain nombre de propriétés ... ces démonstrations devenant plus rapides et
plus générales en utilisant la puissance.

c) Exemple d’application :
Si les cOtés d'un angle droit pivotent amtour d'un point fixe / et ren-
~ contrent une conique I, A centre O, respectivementen A, A’ et 8, 8’ la

f SOMME mer e + s IH est constante.

IA.IA" IB.IB
= Démonstration de C.Michel:
En effet. soit P et Q deux points de la conique
situés sur les perpendiculaires aux deux
droites variables menées par le centre 0.

VA IA" _ \IB . IB" _
1100* 1/OP?
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_VIA .IA + B . 18" _ 1
1/0@" « LjoP* uir)
Or, comme nous I'avons moniré (V. §3), la droite PQ esl tangente 3 un cercle
de centre O, el par swile, d'aprés une propriété classique do triangle rec-
tangle, 1/OF? + 1JOQ? est constant.

= Démonstration utilisant la puissance (conique quelcongue) :
b, 1 _1-Foos0+1-Fen’e _2-¢

A.IA° B.IB ro TTO

(Remarguons au passage que cette valeur est nulle powr ¢=Y2, ce qui
devrait faire réagir les spécialistes de I' hyperbole équilaiére).
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Addenda :

Paul-Louis HENNEQUIN nous fail remarquer fort judicicusement gue,
pour passer de la puissance d'un point par rapport i un cercle i celle de puis-
sance d'un point par rapport & une conigue, une idée naturelle est d'utiliser un
cOne de révolution.

En effet, soit, dans un repére orthonommé (origine O, axes X'X, Y'Y, Z'Z,
vecleurs unitaires #,, e;, €5 . le cone de révolution C d'équation
X4Y2kZ? = 0 k> 0)). Pour 10ut point M (X, Y, Z) de I'espace, appelons
puissance de M par rapport au cone C l'expression: C(M)=X?+Y?-kz*

Considérons un plan (P), supposé sans restreindre la généralité, parallele
AX'X,M(X,Y, Z) un point de P, L une droile de # passant par M ¢t formant
avec la projection x’x de Z'Z sur P l'angle 8, T la conique inlersection de C
avec P.

Soit # (a b, ¢) un vecteur unitaire de L. Le point courant de L & pour

coordonnées (X + ha , ¥ + Ab , Z + he) et les points de C ~ L, qui sont
aussi les points de " N L, sont déterminés par I'équation cn :
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X+ MaP+F+hb P-k(Z+Ac)=0
ou M@ +b%~ke?)+ 20X + bY —2ckZ) + X4+ Y2 - kZ* =0
Soient A et B, lorsqu'ils existent, les pointis de € n L. On a

TFd AR - . CM) C (M)
MAMB =X\ Ap = -
AT+ bk 1-(l +K0C

d'od MAMB[1-(1+ b)) =C (M)=d€
Mais si & est le demi-angle au sommet du cone et @ l'angle de 2'Z avec

2
P, on sait que l'excentricité ¢ de I est telle que ¢ =ﬁ12

cos
2 2
Or, cos’p=—E— et cos’a=—t— don e? =8 o comme
bac? 1+k b+ e

cos?8 = b? + ¢?, on obtient e’cos*® = (1 + k)c?, ce qui permet bien de
retrouver le fait que MA.MB [1 - (I + B)?] est constant, cette valeur
constante étant la puissance de M par rapport au cone C.
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