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Dans les livres de géoméLrie d'il y a 3 trente ans et plus, une place impor
tante éuùI accordée à l'étude : 
- 1 - de la puissance d'un poinl par rapport à un cercle, des cercles orthogo
naux, des faisceaux de cercles, 
- U ' de~ coniques, 
le ercle apparaissant comme étant une conique particulière, ellipse donlles 
foyers sont confondus, 

Mais, nulle part, nous n'avons trouvé le fai t que les notions développées 
en 1 pouvaient être généralisées aux coniques quelconques, C'est ce que nous 
montrons dans cel article, 

Avertissemelll: celle étude se silue dans le cadre de la géoméLrie plane eucli
dienne et de la géoméLrie plane projective, 

169 

Bulletin de l'APMEP n°388 - Avril/Mai1993



1 • Equation normalisée d'une conique. 
Soien! un système d'axes orthonormés (Ox ; Oy) et r la conique défmie 

par le foyer F Ja directrice associée D, l'excentricité ~ ; r est l'ensemble des 
points M du plan de projection orthogonale Il su r D vérifiant 
MF - eMIJ :0. 

Si a. p sonl les coordonnées de F CI si xcose + ysin9 - h = 0 esl l'équa· 

tion de D avec h: OH ,(H projection orthogonale de 0 sur D). mesuré 

suivant le vecleur unitaire ü (cos9, sin9) de la oormale à D et si ni (x • y) est 
un poin l quelconque du plan. l'expression 

r(.t , y) = MFI . ,'M1l2 

vaut r(x , y) = .,2( 1 - ,2cos29) + y2( 1 - ,lsin I9) - 2xyt
'
sin9 cos9 -

2.t(a - e'hcos9) - 2y(P - E'hsinO) + fi- + P' - .... hl (1) 

r(x , y) = 0 eSt appelée tquatlon normalisée de la conique r de royer 
F (a ,P), de directrice associé. D (xcose + )'SlnO -" = 0) et d 'excentricité 

•• 
(D) (Il 

y 

o x 

Ca .. particulier : 
Si 1'00 prend F sur Ox (a > 0 • p = 0). 0 perpendiculaire il Ox (0=0) en K 

avec Il = OK < 0 . 0 appanenanl à r (0 est alors un sommel de rel Oyest 

tangenl à r en 0) l'équmion normalisée de r est. dans ce cas : 

(I -t')i' + yl-2p,t=O (2) 
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où p = 0. - elh (avec 0. "> 0, Il < 0) represenle la longueur de la demi-corde 
focale de r perpendiculaire Il l'axe focal (p esl le paramèlrc de r) . 

Remarquons que a ~....l!- et h = - a 
1 + ~ e 

Le cas du cercle. ellipse dont les foyers sont confondus, apparaît comme 
le cas limite e - 0, (F est le centre du cercle, la directrice D est la droite de 
l'infini et le rayon vaut pl. 

y 
y 

K 
x o 

o 

D· Puissance d'un point par rapport à un cercle (rappel). 
Soient r le cercle de centre 0 et de rayon r, M un poinl quelconque de 

son plan, Si une droilc L passant par M coupe r en A et B et si A 1 est le point 

diamétralement opposé à A sur r . Qn a: 

MA .MB ~MA .MA,=M01_ R2 etparsuite leproduitMA.Ms esl 

indépendant de L et ne dépend que de r el de M. Ce produil esl appelé puis. 
S6nu de M par mppon à r ct se nQte reM). 

Si L, L' soni alors deux sécanles Il r passanl par M el coupam r respee-

IÎvemcntenA,Bet A', B',ona:MA .MB =MA '.MB' (si Lesltangenleà 

renTcelleégalilédevieni MA ,MB ~Mfl) . 

Réciproquemenl , si les droiles AB, A ' B' se coupent en M et si 

MA .MB ~MA' .MB' alors les quatre points A, B. A' et B' son cocy· 

cliques et si, plus particulièrement, un point M du côté [BC] du triangle ABC 

esl tel que MA' = MB .MC . la droite (MA) est tangente en A au cercle c.ir· 

conscrit au triangle ABC. 
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Analytiquement si l'équation nonnalisée de r dans un repère orthonor
mé estf(;e .)1) _il +.; +ax+~)1 +y= 0 el siMa pour coordonnées (x . )1). 
r(M) vaut précisémentf (x . y), premier membre de l'équation nonnalisée de 
r. En particulier. la puissance de l'origine des coordonnées par raplX"1 à r 
vaut y. 

172 

Bulletin de l'APMEP n°388 - Avril/Mai1993



y 

+ 
w 

o 

III . Puissance d'un point par rapport à une conique 
quelconque. 
IUfUlilion : Soit rune cooique quelconque définie par les élémenlS F. D , e 
(foyer. direclriee associée. exccnlricité). n e~ste un repère orthonormé dans 
lequel J'équation normalisée de r est (2) . repère que noos choisissons pour 
alli!ger les calculs. 
Soil M{:c • y) un poinl quelconque du plan de r el L une droile passanl par M 
el lelle que (Ox • L) = e . Une représenlation paramétrique de Lest 
x' = x + ICase . y' = y + Isine où. si M'est un point «couranl» sur L le para-

mètre 1 représente la mesure algébrique de MM' ur un axe poné par L el 
de vecleur direcleur unitaire (case, sina). 

~ .... . . . 
y 

x 

D 
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Les valeurs lA et /B de / correspondant aux points A et B de r r.1. sonlles 

mcines de l'équation 

(1 - ~2eos'e)r + 2« l ' e').toosO+ysinO - pcoSO)1 + (1 - e2).~ + l - 2px =0, 

On yoit en parliculier que le produil MA ,MB (1 - t'oos'O) yaut 

r(x ,y) et donc, ne dépend que de r et de M et pas de 1., De plus, d'après la 

première panic de celle étude, CCUe expression vaut aussi MF' _ .'Mll', 
Enfin, pour t = 0, la conique r cst le cerde de centre w(p, 0) el de myon 
R = p, F est en 01, MF vaut MOI, Lorsque e tend vers zéro, 

MA ,MB (1 - ">C0520) tend vers MO' _R', puissance de M par mppon 11 ce 

cercle: en effel. el.MIl2 = e'x' + 2pex + p' a pour limilep2 =R', 
1 + e (1 + .'l' 

Ceci nous conduit 11 donner la 

Difiniiion : 
, Soit une conique r définie par lu tltmellls F, D, e (fo)'er , di"ctrice 

associée, excfnlricill) M, WI poil/t ql/elcol/que de SOI/ plan, ilIa proJec
l lion orthogol/ole de M sur D, 

SI 1. esl ulle droile quelcollqut possom por M [ormalll a,""c r axe [ocal 
, de r un angle de mes"" 8 tI coupanl r .n A tr B , l'expression 

MA , MB (1 - e'cO$'8) esl indépendante de la direcllol/ de 1. .1 ne 

dépend que de r et de M , elle voul égalemenl MF' - e'MIl' el 
rrx ,y) Où r lx , y) es/le premier membre de r équaliol/ normoUste de 

:<. r dans lm rtp ~ re o"hofJorm~ quelconque. 

Celle expression, nolü r (Ml, eSI appelü puissance du point M par 
rapport à la cOl/ique r. 

4 • Condition pour que quatre points d'une conique soient 
cocycliques. 

Soient A, B, A' , B', quatre points d'une conique r d'axe rocal.tX' , Si 
(x'x ,AB) = 0 el (,.-x , A'B' ) = 9' el si AB r.A'B' = (M} on a: 

r(M) = MA , MB (1 - t1cos' 8) = MA' , MB' (1 - t?cos'f!) , 

Or, (A, B, A' , B' cocycliques) équivaut à (MA, MB= MA' , MB') 

c'e t-à-direà (I -e'cos'O= 1- e'cos'(J) SOli (cos'8=cos'f!) , Ecanant 

le cas de e = e' (Ail, A'B' confondues) il reste li = -6', 11 en résulte la 
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Proposition : 
QlUllre poinls A, B, A' , B' d' WI conique r SOnl cocycliques si el seule
menl si les drolles AB, A'B' 0111 des bissectrices poral/tles aux axes de 
r (on dil allSs; .' si el seulem'III si AB et A' B' SOnl également inclillles 
sur les aus de r J. 

y 

o x 

B' 

"'----= B 

5 - Conique radicale de deux coniques. 
Dérmition: E.tanl données deu. coniques r et r ' d'équations normalisées 
r(x , y) ~ 0 et r'(x , y) = 0, l'ensemble des points M (x, y) du plan ayan t 
même puissance par rapport à ces deux coniques , est défini par l'équation 
(non normalisée en géni!ral) : 

1: (x, y) "T (x , y) - r '(x, y) = O. 

Cel ensemble est donc cn général une conique 1:, évenluellemem décom· 
posée eo de"" droites el réduit à une droi'" lorsque r(x , y) et r'(x , y) onl 
les même' termes du second degré (coniques ayanl les mêmes directions 
asymptotiques: cas de deux cercles nOlammenl). Celte conique, appelée 
conil/IU radicale de r el r' passe évidemmenl par les points communs 11 rel 
r' , ces points oyanl une même puissance nulle par rapport 11 r el r ' . 

L'ensemble des poinrs ayonl même puissance par rapport li deux 
:. coniques rel r' esl une coniqlle appelée conÙ/1U1 radicale de rel r' . 

Lorsque r et r' omles mêmes dire ctions asymptotiques, /' ensomble est 
réduit à UM droile L et celle droite est l'au radical de ces delL< 
cOJliques. 
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Exemples: 
r : cercle .. 2 + f - 2y = 0 
E: parabole .. ' + .. - 2y = 0 

, , , 
L " , , , , , 

" 

r' : parabole f - .r = 0 

y 

r: cUipse .r' + 4y"-5.r=0 r': hyperbole-2x' + y'+ 1 =0 
E:cen:le .r'+y2-(5/3).r - l/3=O 

r 

x 
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r : ellipse xl+4yl _ ir~ 0 r ' :ellipse4x1+yl _ Sy =0 
1: : 2 droites (x - y) [3(x + y l + S] =0 

, , 
, 

y 

, '" , / 
' ", 
/~ , , 
1:: ' 

" 

6 - Coniques conjuguées, 

, 

/ 

'" / 
/ 

/ 

'" / 

/ 

'" / 

r 

x 

Soient r et r' deux coniques à centre. 0 el 0' , de mêmes directions asymp
totiques (et donc d'axes parallèles et de même excentricit~ el dont deux dia
mètres respectifs ont pour extremité 4 points A, B, A' , 8 ' formant une divi
sion harmonique, 

r 
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AXE RADICAL DE DEUX CONIQUES 

r 

Paraboles 
d'axes 

L-__ ------'::...... _ _ ______ _ -' paral~1es 

Ellipses 
de mfmes directions 

~ymt~~u~ ~ ____ _______ ~ 

Hyperboles d'asymptotes parallèles 

r 
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Si e est r angle de l'axe (ocal de r (ou de r'l avec la droite pol1aJ1t les 
qualre poinlS A, B, A' , B' on a : 

nO') - O'A , O'B , (1 - e'co?O) - O'A ",(1 - cco?8) - - r '(0') , 

Soit alors L, un au Ire diamètre de r' coupanl r en A, et B, et r' en A' , el 
B' , ; e étant remplacé par 0', on a: 

- r' (0') = O'A; ',(1 - iC05'O,) :r(o') - O'A, ' O'B, (1 - ; C05'O,) , 

D'où O'A; 1_ O'A , ,O'B, el A" B" A' , S' (arment une division har

monique, Ainsi, tout diamètre de r ' (resp, n est divisé harmoniquement par 
f(resp. r), 

Si 1 et J sont les deux points communs (à distance finie) 11 f et f' el si 
/0 ' recoupe r' en r , r coupe le diamètre II' de r' en deux points dont l'un 
esl l, conjugués harmoniques par rappon à 1 et l' el donc le deuxième point 
est confondu avec 1 el 10 ' esl tangenle à r en l, 

Deux coniques lelles que r et f' SOnt diles cOfljugui.s , 

Nous pouvons donc donner les énoncés suivants: 

Définition: 
Deux coniques à cenlre r (centre 0 ) el f' (centre 0' ) sonl diles conju
guées si eUes ont mêmes directions asymptoliques (el donc des axes 
parallèles el même excentricilé) et si elles coupent leur diamètre com
mun respectivement en quatre points A, B, A', B' (onnant une division 
harmonique, 

El, les réciproques des propriélés précédenles étant vnUes, 

Théorème: 
Deux coniques il centre r el r' de même direcùons asymploùques sont 
conjuguées : 

.:. si el seulement si (out diamètre de r une eSI divisé harmoniquement par 
l'autre; 

• ou 
si et seulement si la somme des puissances du centre de r une par rap
pon aux deux coniques eSI nuUe : 
QU 

si el seulement si le centre de l'une des coniques eSI l'intersection des 
langenles à raulIe aux poinls communs à dislance fmie des deux 
coniques, 

179 

Bulletin de l'APMEP n°388 - Avril/Mai1993



Celte notion de COlliqutS cOlljugui os est la généralisation de ceUe de ctrWis 
orthogonaux. 

Question : CommentlJ'aiter le cas de la parabole 7 

7 - Généralisation de la notion de raisceau de cercles 
(On se place dans le plan projtetif complexe) 

Soient r, et r, deux coniques de mêmes directions asymptotiques se cou

pant en deux points à distance finie 1 el J (réels ou non, distincts ou non) et 
en deux points à l'infini a et t3 (appanenant donc à la droite de l'infini, notée 
lP». Considérons le faisce.u linéaire de coniques passant par les qualre 
points l, J. a. p c'est-à-dire l'ensemble des coniques r passant par 1 et Jet 
de mêmes directions asymptotiques que r, et r,. 

Q 

", 
1 1 

1 1 
1 1 

1 1 
1 1 

1 1 
1 

J 

, 

p 

Soit P = Loo n /J. 0 , et 0,. centres respectifs de r, et r" appanenant à 

la polaire de P par rnpport respective.ment à rI et r,. Mais cette polaire est 

la même et c'est la droite QR polaire de l' par rnpport aux deux droites la. Jp 
(ou Ip. la ) (Q et R sont les points doubles. autres que p . des coniques 
d~omposées du faisceau 1'). 

Ctlle droite QR ne dépend que des qualrt poillis 1. J, a. pel c' esl 
/' eflJembl. dtS centres des coniques du faùceau. 
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Toutes/es con/quts de ce faisceau F ont deux d deux le même Me radical , la 
droite /J, 

SOil mainlcnonl r' une conique conjuguü de ri el r ,. Son cenlre ayanl 
mème puissance par rnppon ~ ri el r 2, appartienl il l'axe rndicalll du fais 
ceau 1" el r' coupe Il en deux poinlS conjugués hannoniques par r~ppon à 1 
e( J . De plus, r' coupe le diamèlre QR de Ioule conique r du faisceau 1" en 
deux poinls [' et J' conjugués harmoniques de (OUS les couples de poinlS 
d'inlerscction avec QR des coniques du faisceau 1". Ces deux points f' el J' 
SOOl donc fixes: ce soru les points doubles de la division en involution défi · 
nie par les poinls d' inu,zsecLÎon de QR avec les coniques du faisceau 1". Ces 
coniques r' constituenl donc un faisceau 1inéaire !F de même Mlure que 1" 
appelé faisceau conjugué de 1: 

L'enstmblt dt< am,.s des coniques d. l'un dts faisceaux .SI l'Me 
l' radical de /' aulre faisceau t l Ioule conique de l'un dts fa/sceaux eSI 

COn jugule de loute COll/que dt /' aulre. 

8 • Quelques applications, 
La condition de cocyclicilé de qlUllre poinls d'une conique esl sans doule 

la plus immédiale mais il yen a bien d'aulreS. Voici. par exemple, quelques 
résuUa.1S que nous avons renconltés dans l'ouvrage de Charles MICHEL [2]. 

1 - Théorème de NEWTON: Si les cOlés d'un angle variable de sommet A 
renconlrenl une conique fIXe r respeclivement en b, c el b', c', le rnpport 

Ab.Ac 

Ab' , Ac' 
garde une valeur conslame quand les côlés de l'angle restenl 

parallèles à deux droiles fIXes. 
En effet, on a : 

nA) = Ab . Ac (1 - e'œs29 ) 

nA) = Ab' . Ac' (1- e"cos2q) 

d'où : Ab, Ac = 1 - e'oos 2
9 

Ab' . Ac' 1 - t'Ws2q 

2 - Théorème de Mac-I..AURIN : 

c 

Si deux droites pamIJèJes coopem une conique aux poinls b, c et b' , c' el 

varienl en passanl par deul< poinlS fixes A el A' . Ie mpport Ab . Ac garde 
A'b9 . A 'c· 
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une valeur constante. 

En effet. cc roppon vaut : T lA) . 
rw) 

A b 

A' 
3 - Indice d'un point par rapport II llOe conique II centre 

---""c 

c' 

(Signalé par CM/CI/EL , el our/bué à FAURE.mais figurant dans l'O//Vrage 
de CUFFORD.) 

a) Thiorlme el difinilion : Soit r une conique à centre O. un point 
fixe A. une sécante variable bAh' 11 rel hlOb' l' le diamètre de r parai-

-- -
lèle à bAb·. Le rappon Ab '1b' esl COn tant. Ce nombre. noté )i(A ). 

Ob, 

esl appelé indice de A par rappon à r . 
b) ~II avec la puis ance : 

Comme T(A);Ab . Ab' (I - t'cosl9) 

et que T(O);Ob l • ObI ' (l - "zcos29). 
on a )i(A ) ; - r(A )1f'(O). 

b' 

b' 
/ 

Cette nOlion d'indice est ain i voisine de celle de puissance mats eUe esl 
moin fine et ne s'étend pas à la parabole. Elle permet de démontrer un cer
tain nombre de propriétés .. . ces démonstrations devenant plus rapides el 
plus générales en utilisant la puissance. 

c) Exemple d'application: 

Si les CÔlés d'un angle droit pivotent autour d' un point fIXe / el ren
contrent une conique r, à centre 0, respectivement en A. A' et B, B' la 

somme 1 + 1 est constanle, ,..- - -------, 
/A . /.'1 ' l8. /B-

o. Démon .... tration de C.Micbel; 
En effe~ soit Pet Q deux points de la conique 
situés sur les perpendiculaires aux deux 
droites variables menées par le centre O. 

1/1.'1 . /.'1' _ 
IIOQ2 -

I//B . lB ' 
I/Of1 ; 
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- -
_ l/IA . lA' ... I/IB . lB' 
- I/OQ2 • 1I0pi 

1 
11(1) 

Or. comme nous l'avons monlré (V,§3), la droite PQ eSllangente à un cercle 
de cen!Je 0, el par sui le, d'après une propriélé classique du Iriangle rec
Iangle. I/Opl ... I/OQ' est COnSlanL 

- Démonstrlllion utilisant la pulssance (cooique quelcooque) : 

~-'==+ 1- é'OO5
28 + 1-"'5i028 = _2_-_"'_ 

lA . lA ' lB . lB' rel) r(1) 

(Remarquon., au passage que celle valtur esr nulle pour. = {2, ce qui 
devrailfaire réagir Its spic/allsres de /' hyptrbolt équilatère). 
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Addenda: 
Paul-Louis HENNEQUIN nous fail remarquer fort judicieusement que, 

pour paS-""r de la puissance d'un poinl par rapport à un cercle à celle de puis
sance d'u" point par rapport à une conique, une idée nalureLle est d'uùliser un 
cône de révolution. 

En effel. soi~ dans un repère onhonormé (origine 0, axes X' X, Y' Y, Z' Z. 
vecteurs unilaires ',. e2' '3 • le cône de révolulion C d'équation 
X 2+y2_kZ 2 = 0 k > 0». Pour 10Ul point M(X. Y. Z) de l'espace. appelons 
puissance de M par rapport au cline C J'expression: C (M) = X 2 + y 2 - kZ2. 

Considérons un plan (1)) , supposé sans res!Jeindre Ll généralité, pasaUèle 
à XX. M(X . Y. Z) un poinl de P. Lune droile de P pa,,-.... nt par M et fonnanl 
avec la projection ....... de Z' Z sur P J'angle a, r la conique inlersection de C 
avecP. 

Soil ïi (a, b. c) un vecleur unitaire de L. Le point courant de L 3 pour 

coordonnées (X + 1.0 , Y + ')J, , Z ... ).c) el les points de C ,.., L, qui sont 
aussi les points de r n L, sont délerminés par l'équation en : 
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(X + Àa)' + (Y + ').J; )' - k (Z + ÀC j2 = 0 

ou '.2(a'+b' - .tc')+ 2À(aX +bY-2ckZ) + X'+Y' - kZ'· =O 

Soient A el B, lorsqu'ils existenl, les pernIS de C '"' L. On a 

MA MB = ÀAÀB = C (M) _ C (M) 
. (} + b' - kl!- 1 - (1 + k)Cl 

d'où MA .MB [1 - (1 + k)éll = C (M) = ,te 

Mais si a est le demi-angle au sommet du cône CI cp l'angle de Z, Z avec , 
P, on sait que l'excenlricité e de r esl teUe que t!- = ~ . 

COS a 
2 , 

Or. cos'cp = C el cos'a =_1_ d'où e' = (1 + k)c el comme 
b'+c' 1 +k b'+ c' 

cos'e = b
' 

+ c', on obtient e'cos'e = (1 + *)(', ce qui pennel bien de 

retrouver le fait que MA.MB [1- (1 + k)éll eSI constant, celle valeur 

constante étant la puissance de M par rapport au cône C. 

• • 
:' 

Y' 

x 
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