
1 Les problèmes de l'A.~P.M.E.P. 

Ce({e rubrique propose des problèmes choisis pour l'origi
nalité de leurs caractère : esthétique, SUblil, ingénieux, voire 
récréatif, dOllt la résolu/ion nécessite initiatives. déman'he 
il/ven/ive, recherche, effort il1fe/lecl/iel. 

Elle accueil/e tous f eux qui aimenl inventer, chercher dl! 
Il beaux problèmes" ' .. si possihle, trouver des solutions, er les 
invite à donner libre cours à leur imagination créatrice. 

1'1 iorité est /WlUre/lemen t dOl/lié/! aux énoncés composts 
par des collègues et au dialoRue ouvert elltre eux par le jeu 
des répollses el des sol lilions qui som li envoyer Il l'adresse 
suivante (réponses à des problème.v différenrs sur des f euilles 
.\éparées SVP.) ' 

François LO JACOMO 
21 rue Juliette Dodu , 

75JOPARIS 

ÉNONCÉS 

ÉNONCÉ N°213 (Mohammed IGUIDER. Salé-Maroc), 

SOil n(N) le produit de lou:; les chWres repréSeOl3fll J'entier naturel N daltS 
1:1 ba 'e décimale (exemple : IT(273) =:. 2 x 7 x 3 = 42). 

Momrer que si N ~ 1000. n(,t\i ) < ~N, 

Peut-on avoir ncN) = ~ ? 

ÉNONCÉ N"214 (Fran ois W JACOMO. Paris). 

Un cube. d'arête unité. est coupé par un plan, 
Quelle est la surface m:.tl\;maJe du polygone intersection? 
Quel eSlle pénmètre maximal du polygone intersection? 
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ÉNONCÉ N°liS (Jacques AMON, Limoges). 
Soit/une fonction continue de [0 , 1] ~ R, el soient a el b respectivement 
1 in! el le sup de/(t) sur lO , Il. 

, f ] 2 
Montrer que f '/ (1 ) <t = 0 ~ / (1 ) <t s - ciJ . 

o 0 

SOLUTIONS 

ÉNONCÉ N° 199 (Daniel REfSZ. Dijon). 

Un disque de rayon 1 est partagé en qualre régions par deux corde per
pendJcuJaire . Quelle est lu plus grande valeur possible de la somme de 
rayons des cercles ins rits dans ces quatre réglons? 

RÉPONSES 
Cet énoncé est extrait de la revue Crux MathematicOTI4n1 (problème 1627. 

mars 1991). n a été abordé de deux façons différentes. 
a) Abord géométrique (par majoration) comme le propose Daniel REISZ 
(Dijon) : 
SOIt le cercle de centre ° el de rayon R et les deux cordes perpendiculaIres 

(MN) et (ET). ainsi que les quatre cercles (Oi . ri ) inscrits dans t:hacune des 

qualre régions Qi' 

On a alors, en désignant par Ai les points de conlact des cercles (Oi . Ti) avec 

le cercle (0, R) les alignement des points Ai' 0i_ O. D'où : 

AP t '+- Ot03+ O:t\3S A ]O+ OA)=2R 

AP1+0]H+J/O) + Oyt ) s2R 

T] + 1'1V2 + r,V2 + T3 S 7.R 

(l'] + T3H L + 12) S 2R 

l'] + l') S 2R h'T - Il 

De même ''1 + 1'4 S 7.R h'2 - 1) 

D'où ,] + r2 + l') + 1'4 $; 4R IVI - 1) 
(Tl Y a égalité si /1 = 0). 
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Al 

b) Abord oMlytique (par colcul expliciJe), comme le propose, par exemple. 
J LN/COLAS (Villeurbanne) . 

Choisissons un repère orthonormé de centte O. le centre du cercle, et 
d'axes parallèle aux cordes. Soit x ;; a el y = b, les équations des cordes 
dans ce repère. Soil (u , v) les coordonnées du centre d'wi cercle inscril dans 
J'une des quatre régions et r son rayon, 

1 
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On doit avoir 
(1) 1/ "" a + ar avec 0.= 1 ou a::: - 1 suivant que le cercle esl . 

droile ou à gauche de la droite , = a. 

De même, 011 doit avoir 
(2) v = b + f3b avec ~ = ± 1. 

Enfin. on doit avoir 

(3) -J Il 2 + V l ::: 1 -, el 0 < r < 1. soit u2 + v2 = (1 - , )2, 

el par (1) el (2) . 

(4) ,2+ 2 (aa + bt3+l)r+a2 +b1 - I=O, 

On vérifie que pour chacun des 4 choix (0. , ~), J'équation (4) a exactement 
une solution comprise enlre 0 el 1. Le solutions sont donc : 

, = - aa - /il - 1 + V 2 (1 + aa )( 1 - fJJ ) • 0. = ± 1 • ~ = ± 1 

el la somme des qualre rayons vaut - 4 + fi f (a. b) avec 

f (a, b) = Y (1+a) (l+b) + Y (l+a)(l - b) + Y (l -a) (l+b) + Y (l-a) ( l -b) . • 

Posons a::: cos 2u , b = cos 2v, avec Il . li E [0, 1t/2]. li vient :f(ll ,b ) = 2(cos 
(u-v ) + sin (u+v ». Or, ccci montre que f (a,b ) S 4 avec égalité lorsque Il = 
V = rt/4 (et seulement dans ce cas), cc qui donne a = 0 et b = O. 

Celle seconde approche (t:a1cul explicite) débouche SUI la généralisation 
suivante (PIerre NOÉ, Marseille) : «La différence entre la somme des rayons 
des quatre cercles inscrits ct la somme des deux cordes orthogonales est 
indépendante de la positIOn des rayons des quatre cercles exin ·crits. Il 
s'ensuit que ces deux sommes sont simultanément maximales» . Cette diffé
rence constante est égale il 8. les deux Calculs étant très similaires. 

La première approche (par majoration ) conduit à une autre généralisation, 
amorcée par Daniel CARRON (Bruxelles): ~Soil (C) un cercle de rayon R, 
M un point intérieur au cercle el DI. D2 ... D". fi droites passant par M.La 
somme des rayons des cercles tangents au cercle (C) et à deux droites consé
cutives admet pour valeur maximale : 

2n sin ~ 
S - 2n R 

/I -

I + in ~ 
211 

En s'inspirant en effel de celle technique de majoration. on démontre 
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que, avec les notations de la figure: 

2R ~ M [M' [ ~ N [N' [ =(l + _._I_)h + ,.'t) 
sma [ 

De sorte que la somme des rayons vaut: 

(r[ +r' \ }t-(r2 +r'~ ... +(rll +r',, ) ~ 

~ + + ... + ----ZR 
(

sin a [ sin a 2 sin ail ) 

1 + sin a [ 1 + sin a2 1 + sin ail 

avec (X [ + ~ + '" + ex" = ft/2. 

Or, la fonction nt') = sin.x a pour dérivée seconde 
1 + SIO X 

f" (x ) = sin x - '\ < 0 
Il + sinxl 

de sorte qu'elle est concave et vérifie donc: 
. ft 

Il SlO -

f (aJ + f(a 0+ , .. +f (a,, ) $ ___ 2_11_ 

1 + sin ~ 
211 

D'où S" ~ 2n R. et l'égalité est vérifiée lorsque M est au centre 
(

2" sin ~ ) 
1 + sin ~ 

2n 

ft 
du cercle (n et que tous les angles de droites s III égaux à - , car alors 

Il 

M.,M'1. = 2R (pour tout k ) et les points (Ml el Nt tout comme M' l et N' k ) 

som confondus.(voir la figure page suivante) 
Signalons également la remarque de Denis HARTEMANN (Cayenne· 

Guyane), qui signaJe que Je cercle inscrit dans une région pourrait être défini 
comme le plus grand cercle onlenu dans cette région. Or ce dernier n'est 
pas nécessairement le cercle tangent aux deux cordes ' i, dans le cercle de 
centre (0,0) et de rayon J, les cordes ont pour équation. par exemple 
y = 1/10 pour l'une •. = 3/5 pour l'autre, il existe dans les deux plus grandes 
régions des cercles plus grand' que ceux tangents aux deux cordes. 
Toutefois. au prix d'un calcul upplémentaire, même avec celle défmitlOn.le 
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résultat n'est pas remis en question. 

Allues solutions: 
Par le calcul explicite : 
M.BAVV AL (Versailles), R.BECZKOWSKl (ChàJon sur Saône), Michel 
BIGOT (Equeurdreville), Marie-Laure CHAILLOUT (Sarcelles), Edgard 
DELPLANCHE (Dijon). Robert FERREOL (ParÎs) . Denis HARTEMANN 
(Cayenne), Marc LA VENiR (St Vallier). René MANZONI (Le Havre) , 
Marguenle PONCHAUX (Lille). GeneVIève SAMBARD (St Quentin) . 
Gheorge-Joan VELCIOV (iirnis-Roumanie) el Francisco BELLOT 
ROSAOO el Maria Ascension LaPEZ CHAMORRO (Valladolid-Espagne). 

Par majoration : 
Mireille BOURNAUD (Vitry sur SeÎne), Daniel CARRON (Bruxelles). 
Gilbert ROUX (L'Hay les Roses), Dominique PARINET (Loches) : par 
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majoration en utilisant rén " é n° 181. 
Pierre NOÉ (Marseille): par majoration . indépendamment de sa remarque 

(cen:les exinscrits) qui nécessite , ellc. un calcul explicite. 
Charles NOT ARI (Noé): par majoration. en utilisant des dilatations qUI 
transforment les cercles de rayons r, en des ercles de rayons R - ri langent .. 
intérieurement à un même carré de côté 2R. dont les cordes sont axes de 
symétrie. 
Michel HEBRAUD (Toulouse) : par majoration. en utilisant des homothélJes 
qui transforment le point d'inlerSC tion des cordes en les quatre sommets 
d'un carré dans lequel est inscrit le grnnd cercle. 
R.RAYNAU D (Digne) : pM une méthode amalytico-géométrique . qui 
s' appuie sur ulle propriété des paraboles passant par les extrémités d'une 
corde el les centre de deux des cercles inscrits (parabole dont le foyer e ' l le 
centre du grand cercle). 

ÉNONCÉ N°200 (Dominique ROUX. Limoges). 

Pour Lout enlier N , nolons N le «renversé de N ct posons 

ô (N) = IN - NI . Par exemple. si N:= 153. N = 151 et /!"(N ) = 198. 
- Prouver que la suite (U

'1 
) définie par Uo = N pUIS U n+ 1 = /!"(Utj ) est pério

dique à partir d'un certain rang. 
- La longueur de la période oblenue peut-eUe êU'e plus grande que 2 ? 
- Caractériser les entiers N pour lesquels Llo/!" (N ) :: N. 

RÉPONSE 

A pari ir des quelques notes succinctes tlue m' a léguées l'auleur. 
Dominique ROUX. cl des éléments de solution fournis par René MANZONI 
(Le Havre), Charles NOT ARI (Noé) et Pierre BARNOUIN (Cabris), j'ru pu 
reconstiLuer, non sans mal. le texte SU1v~L, quj va un peu plus loin que les 
solutions de René MANZONI, sans pour aulanl épUiser le problème, donL de 
nombreux aspects restent ouvens. 

TOUL d'abord. il est clair que. le nombre de chiffres de Ull ne pouvant que 
décroître. la llÜe ne peul prendre qu'un nombre fini de valeurs distinctes : 
eUe finira donc par reprendre deux fois la même valeur. el sera dès lors 
périodique dans la mesure où chaque terme de la suiU'e est entièremenL déter
miné par le précédent. 

Si l'on appelle: Y qY q'IJ q.2·· ·Y.'Y lY O les (q + 1) chiffres de N. on aura, (si 

N>N ) : 
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( k) (k.1 ) 
~(N) = (y q - YO) 10 - 1 + (y q . 1 - Y d 10 - 10 + 

+ (y q • r Y 2) ( 10 *.2 - 1(0) + .. 

Lorsque q = 1 (resp . q = 2), ~(N) (el donc chacun des V n à partir de ri ~ 

1) est donc de la forme: 9.a (resp. 99.Ll ). son renversé vaut alors: 9 (Il - a ) 
resp. 99 (Il - a ». et donc la suite prendrn assez vite la valeur 9 (resp.99), 
perdant ainsi un chiffre et donnant 0 à tous les rangs suivants. D'Oli un cycl~ 
de longueur 1. 

n est clair, par ailleurs, qu'aucWl aUlTe cycle ne peut avoir une longueur 

1: ce ne serait possible que s'il existait un nombre N tel que N = 2N . Le 

premier chiffre de N (dernier chiffre de N pair) ne pourrait èlre que 2 ou 4 ; 

si N commence par 4, N commence par 8 ou 9. donc N finit par 8 ou 9, ce 

qui est incompatible avec le fait que N doit finir par 4. n en est de même si 
N commence par 2. 

On remarquera également que si les éléments de la suite ont un nombre 
impair de chiffres. ils sont divisibles pur 99. alors que s'ils ont un nombre 

pair de chiffres . N == - N modulo Il, de sorte que tJ.(N) == ± eN modulo 11. 

Il en résulte que si UI), ayant un nombre pair de chiffres, n'est pas multiple de 

11. aucun des éléments suivants ne sera multiple de Il à moins que le 
nombre de chiffres ne décroisse; en outre. un cycle composé de non-mul
tiples de 1] aumil. de ce fait. une longueur multiple de 5, et pour tout; entre 
1 et 10. l ' un des VII du cycle. ou son renversé. serait congru à i modulo Il . Je 

ne connais pas d cycles consutués de nOJI-multiples dt: 11 , el il se peut que 
IOuS les non-multiples de Il (ayant un nombre pair de clùffres) perdent obli
gatoirement un chiffre (problème ouvert?). 

C'est ainsi que, parmi les nombres de 4 chiffres. 10US les non-multiples 
de Il aboutissent en fm de comple à O. mais cela peut prendre un certain 
temps: 1728 - } 6543 -7 3087 -74716 -71458 -7 7083 -73276 -7 3447 
-7 3996 -7 2997 -7 4995 -7 999 -7 O. Alors que les multiples de 1\ (non
multiples de 1 111) aboutissent rapidement au yde: 2 178 -7 6534 -7 2 178 
-7 ... , de longueur 2. Il n' y a pas d~ cycle de longueur supérieure à 2 pour 
les nombres de 4 chiffres: à partH de VI' ces nombres s 'écrivent tous : 

999.a + 90.b; 'ils sont multiples de 1 l, (a - b) est multiple de Il, et compte 
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Icnu que lsa $ 9 el - 9 $ b $ + 9. ils sont obligatoirement SOli de la fonne: 
1089.a (de renvers6: 1 089( JO - Q ». soit de la fonne : l089.0 - 990 (de ren
yersé: 1089(11 - a ) - 990); donc à partir de U2 • ils sont multiples de 1089 

el à partir de U3• ils sont pairs (donc multiples de 2 ]7g), d'ou l'unique cycle 

de multiples de Il. Pour les non multiples de 11. on peul s'aider de l'appli
cation linéaire el injective qui à N = 999.a + 90.b as ociel (N ) = 21.a + b, et 

qui vérifie f (N) + 1 (N ) = 220 (donc f(t). (N» = 12j (N) . 220 1 ) si ni a ni b 

ne sont nuls. Ou on peut demander à l'ordinateur .. . 

Pour les nombres de 5 chiffres, c' est rigoureusement le même problème 
que pour les nombres de 4 chiffres, car le chiffre du milieu n'influence pas le 
comportement de la suite; plus généralement. le problème est le même pour 
les nombres de 2q chiffres et les nombres de 2q + 1 chiffres. En fai am 
confiance à Dominique ROUX, il n'e~iste pas de cycle de longueur supé
rieure à 2 pour les nombres de 6 ou 7 chiffres (il suffit d'étudier les 99999.0 
+ 9990.b + 9OO.c congrus à 0 ou 1 modulo II, soit quelques centaines de 
nombres. ce qui est faisable, même manuellement). Par contre. Dominique 
ROUX cite le plus petil entier c nduisant à une période plus grande que 2. 
nombre de 8 chiffres qui vaut : 11436678 = 99 x 11 x 10502, de période 14 
(11436678 ~ 76226733 ~ 42464466 ~ 23981958 ~ 61936974 ~ 
13973058 ~ 11064813 ~ 33218856 ~ 32662377 ~ 44664246 ~ 
19582398 ~ 69746193 ~ 30581397 ~ 48 737106 ~ 11436678 ~ . .. : 
dix nombres de ce cycle sont de la forme 1 089.p. avec p '- 10502 ~ 69997 
-438994 -4 22022 ~ ... ~ . . . -4 65257 ~ 30504 ~ 29993 -4 41014 ~ 
17982 ~ ... ~ ... ~ 44 754 , les autres sont de la forme 1089.p - 990). Il 
cite également un enlier de 12 chiffres conduisant à une période de longueur 
22: 108811891 188(99 x lOO lx 12xt))SOI). 

René MANZONI, quant :'llui, travaillant sur le. chiffres des éléments de 
la suite, délennine un cycle de longueur 4, de nombre de 18 chiffres : 312 
535222687464777 ~ 464929563535070 436 ~ 169140971830859028 
~ 651817066348182933. Chacun des Quatre nombres est multiple de 
999999999. et deux d'entre eux som divisibles en outre par ! 00 J. 

Par ailleur • il est clair que si l'on intercale au milieu d' un élément du 
cycle un nombre indétenniné de 9 ou Je 0, on obtient un cycle de même 
comportement (il faut intercaler des 9 lorsque J'élément provient d'une sous
traction «avec retenue au cenlre». comme 76226733 - 33762267). On peut 
aussi mettre bout à bout un nombre indéterminé d'éléments d'un cycle pour 
obtenir un cycle de mème comportement (par exemple : 

1 143667 811436678). 
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Mais tous les cycles non-triviaux ani-ils obligatoirement un nombre pair de 
tennes? La longueur d'un cycle peul-eUe être aussi grande que l'on veul'? 
(Problèmes ouverts 1) 

Reste le problème de caractériser les entiers N pour lesquels & !:1(N ) :: N. 

Appelons N =Y~ q - tY q -2"'YIJ' Ü'0 et. N' =y'q..v' q- lY'q-z".y'2Y'.!.Y' o les 

del1x nombres el supposons N < N'.l1 résulte que: N' = N - N , et 

N= N'- N'; en particuljer. y' o=Yq -Yo+ 10, et yo=y ' o · y'q+ 10, 

alors que y' q = Yo - Y q - E' • et y q = y' q - y ' 0 - e , où e' et e valent 0 ou 1 

(suivant qu'il y a retenue ou non). On en déduit que )' 0 + Yq = 9 ou 10 tout 

comme y' 0 + y' q . Ce qui m'incite à poser M = N + N'el M ' = N' + N ' • 

obtenant ainsi le système: 

N' =M - 2N sail 

N ='2N' - M' soil 

N, = M+2M' 
5 

N = 2M -M' 
5 

Si l'on avait M = M', cela entraînerait N' = 3N, N = 4N ct N' = 2N 
seulement ." pourquoi diable aurait-on M = M' ? On peut déjà voir qu'ils 
sont tous deux multiples de 10, ar SI l'un d'eux (tous les deux) se terminail 
par 9, les expressions ci-dessus ne foumiraiem pas des nombres entiers pour 
N et N'. Il en résu ltre que les retenues € el e' sont toutes deux nulles. et donc 

queY l ~Y q-l ely' l $y ' q- l' 

Plus généralement, on a : 

y' k. = Y '1-' - Y ~ + 1/ j el Yk = y'" - y'"- ,, + IIlt. 

y' q-k = Y k - Y q-k + Il' q-k Y q- k = y' q-k - y' k + U q_k 

où chacun des Il,,. u'", uq_* , U' q~ vaul. - 1.0. Qou JO. 

Par soustraction, on a : 

(y ' ,, - y'q_") = - 2 (Y k - Y q k) + (u' k - u' q- d 

(y k - Y q-k ) = -2 (y' k - y' q- k) + (lilt - II q_/l) 

d'où 
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(y' k - y' q-k) = - ~ (UI; - Uq_k) + t (U'" - u' q-k) 

(y. - Yq k) = l (Uk - Uq _k) + ~ (U'k - U' q_k) 
5 5 

et. une fois encore, comme (Uk - uq_. ) et (U'k - U'q-k) ne peuvent être 

congrus qu'b - 1, 0 ou 1 modulo 10 on en conclut que : 

Il. == IIq - k (moolO) el 1/ ' k == U· q k (moolO) 

En particuljer, si )' k = Y q- k , U' k = /l' q- k = 0 ou 9. donc y' k = y' q-k et 

j'obtiens un nouveau cycle de même longueur 2 en supprimant dans les deux 

nombres les hlffres y k el y q-k • y' k et y' q-k ' On peut donc supposer, dans 

un premier temp~, que V k, Y k cf; Y <{- k ' 

L'égalité modulo JO de /l' k et u' q- k signifie dès lors. que, soit il y a 

retenue dans les deux cas (Y q- k- l < Y.+I el YK- I < Y q- k+ l ). sot! iJ n'y a 

retenue dans aucun des deux cas: Y q-k+l > Y *+1 et Y k- I > Yq- k+l . En 

d'autres terme : 

Y'<- 1 < Ytl- h l ~ Yh l > Y,,-k 1. 

Or. comme Yo > Yq et YI > Yq_l' on a ; ,on a Y2 < Y,,-1 et Y3 < Yq-J puis Y4 > 
Yq-4 etc ... 

Le même raisonnement de proche en proche s'appliquant tant à N qu'à 

N'. 011 voit qu'en toute position. si /l 'f: =: lI ' q-k =: 0 (mod 10). alors 

U k ==/lq_t==O (mod . IO) et si u'k =: /I' q-k =:- l (mod.IO ) alors 

Uk == Il'I - k == - 1 (mod.JO). Comme Il k + Uq _k = Y k + Y q- k = 8 Ou 10 (du 

fait que Yk =F Yq-k), on a en toute position: YI: + Y" k = Y'k + y'q k ,ce qui 

suffit à prouver que M = N + N =N' + N' = M ' 

Plus précisémenL Yo + Yq = 10 mais YI + Yq'-I :: 8 (du fait de la retenue) : 
pour la même raison, Y2 + Yq -2:: 8, mais Y3 + Yq-J = 10 et ainsi de suite ... Le 
fait d'avoir supposé Yk "# Yq--It implique que q soit impair (donc que N ail un 

nombre pair de chiffres). Comme N est multiple de 9, il Y a autant de 
Yi: + Yq_1. = ] 0 que de Yk + )'q_ .. = g, donc le nombre de chiffres de N est mul-
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liple de 4 (q = 4p - 1). On a dès lors : 
M == (1 0 + 80 + 800 + 10 (00) (1 + !04 + ... + )0"p-4) 

4p 

= 10.L089. 10 - 1 == 110 1104
p _ ri d'où 

9999 101 

N = M = 22 110 4p _ 1) N = 4N 
5 101 

N' = 3N N' = 2N_ 

On remarquera que le nombre: 

S = N = ~ (JO 4p - Il = 10891089 .. . 1089 vérifie lui aussi : Yo + Yq = 10 . 
2 lOI . 

YI + Yq_ 1 = 8. etc ... donc lui aussi vér ifie : S + S =M , d'ou 

S = SN - N = 9S . Lui au si aboutit au cycle (N. 3N • ... ). 
2 

Ou peul-on intercaler des Yk = Yq--k ? A un endroit où cela ne fausse pas la 
«symétrie des retenues». Pour pouvoir intercaler un bloc de longueur quel
conque de chiffres identiques (0 ou 9) enlfC Yj et Yj -l il faut soit qu'il y ait 

une retenue des deux côtés: Yq j +1 < Yj _1 et)'j < Yq_j ' auquel cas les chiffres 
intercalés dans N' seront des 9. Mais, comme les retenues étaient au même 
endroit dans N et dans N' , les chiffres intercalés d..ms N seront eux aussi des 

9, et l'on aura donc lOujours N + N = N' + N' puisqu'on a intercalé les 
mémes chiJfres . Soit il n'y a pas de relenue, ni d'un côté ni de J autre. 
Y" j,. 1 > Yj 1 et )'j > Yq_j el l'on aura des zéros intercalés dans N' • muis égale-

ment dans N, CI. une fois de plus N + N = N' + N' . 

La solulioll générale se compose donc de blocs : 21[9 ... 9]78[0 ... 
OJ21[9 ... 9]78 [0 . .. 01 ... 21[9 . .. 9J78 où [9 " . 9] (resp.ro .. 01 ) représen~ 
te un nombre indéterminé (éventueUement nul) de 9 (resp.de 0). 

Les blocs doivent elre symétriques par rappon au centre des nombres. 
mai~ ils sonl en nombre quelconque (pair ou impair), A noter que si je divise 
par 2 une telle solution N,j'obtiens: 
S = 10[9 ... 9J89[O . .. 0]10[9 ... 9]89[0 . .. 0) '" 1019 .. . 9189 qui vérifie 

S + S = N + N . Jonc . = 9S car N = 4N - 85. De sorte que la caractéri

sation cherché(! s'écrit : 
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Un cycle {N ,N' } de longueur 2 vérifie (si N < N' ) : N' = 3N, 

N + N = N' + N' donc N = 4N et N' = 2N . En outre. N est pair et 

N . -
S = - vérifie S =9S . 

2 

Pour parachever la démonstration. il faudrai 1 prouver dans l'autre sens 

que: N =4N ~ (N , 3N 1 est un cycle (de longueur 2) . el que 

S = I)S => {2S. 6S 1 est un cycle (de longueur 2), ce qui prouverait pleine

ment l' quivalence. Celle seconde partie de la démonstration. plus facile, est 
laissée au lecteur. il suffit de résoudre exhaustivement les équations 

N = 4N et S :;;: 9S ,en procétlant chiffre par chiffre des extrémités vers le 

centre du nombre. et de comparer au résultat ci-dessus. 

Ch!lfles NOTARI cite égalemem lu suile de KAPREKAR. qui se diffé
rencie de la suite ci-dessu dans la mesure où l'on ordonne des .:hjffres avant 
de soustraire, el l'on 101ère donc que le nombre le plus petit commence par 
Jcs zéros. 
Exemple : 4086 ~ 8172 (= R640 - 04(8) ~ 7443 ~ 3996 --'1 6264 --'1 4 176 
--'1 6 174. 

Les nombres de 4 chiffres abouü sent tous au cycle de Ion 'ueur 1 : 6 174. 
Mais les nombres de 5 chiffre peuvent aboutir à trois cycles: 59994 --'1 
53955. ou bien 74943 --'1 62964 --'1 71973 --'1 83952 ou bien 75933 --'1 
63954 ~ 61974 ~ R2962. Cette suite a fail l'objet d'un article dans la 
revue Malemaliko Traustime ll de l'Association des Mathématiciens 
Espérantistes (décembre 1977). Pour tous renseignements sur cette revue ou 
ceue association (qui existent toujours L .. ). prière de contacter le respon .. 
sable de la pr~sente ruhrique. 

COURRIER DES LECTEURS 
A propos du problème 190 (Bulletin 384. «Un professeur donne 2 entiers 

et dit "ce sont les longueurs de 2 côtés d'Wl lIiangle reclaOgle, lIouyer la Ion·· 
gueur ùu troisit:me côté. sachant qu 'clic est entière" .. . »), Edgard DEL
PLANCHE (Creteil) rappelle l'ouvrage fomlamentaJ de Legendre : Théo1'll' 
des Nombres (1798), qui contient des démonstratÎnns équivalentes. s'ap
puyant 'ur les Commel/lai re,\ de Diophanle de Fermat : 
«L'aire d'un triangle rectangle en nombres entiers ne saurait être égalé li un 

87 

Bulletin de l'APMEP n°387 -  Fev/Mars 1993



carré: les deux sommes q2 + n'l. 72 + 2112 ne peuvent être simultanément deux 
carrés; la formule m4 - 1/4 1 e peut être un carré. nom plus que la formule 
,. + 4g4, excepté seuJement dans les cas évidents. l'un de 111 = li ou /1 = O. 
l'autre de 1 ou g == O. On peul en conclure, ajou1e Legendre. que l'équation 
.r + y4 = 2p2 e. 1 impossible. hors le cas de x ::: y. car de celle équatjon on 
tirerait: p4 - x4y4 ::: «x" - y4)/2); or on vient de vOlT que le premier membre 
ne peul être un carré.» 

Vincenl THlLL souhaiterait contacter ceux qui se sont intéressés à son 
énoncé 193: (4ab2 - a('2)2 + (4b - 3b(2)2 = c6• afin de leur faire parvenir des 
compléments sur la question et d'autres problèmes similaires. Vous pouvez 
lui écrire à l'adresse suivante: 

Vincent THILL. 1 rue Pierre Larousse. 89400 Migenne . 
Tél. 86804047. 

Appel 
à candidature 

POSTE DE COORDONNATEUR 
au Jardin des Sciences 

UNIVERSITE u· ., L . P S 
LOUIS PASTEUR Diversité OUiS asteur- trasbourg tw-------. Le Jardin des sciences est un Centre de Culture 

Scientifique el Technique implanté à l' Univers~é Louis Pasteur de Strasbourg 
(ULP) depuis 1991. 
- Il soutient des actions de culture scientifique menées dans le cadre de sites 
existant sur le campus 
- " coordonne les acteurs de manifestations comme La Science en fête initiée 
par le Ministère de la Recherche et de la Technologie ou d'actions proposées 
par le Rectorat de l'Académie ou par la Ville de Strasbourg . 
. Il organise des opérations nouvelles : expositions, actions théatrale, colloques 
etc. 
- Il propose de participer à la formation d'animateurs scientifiques 
Pour permettre une meilleure réalisation de ces missions, l'Université Louis 
Pasteur demande la création d'un poste de PRAG au service du Jardin des 
Sciences. Le candidat devra être un professeur agrégé ou certifié de l'enseigne
ment secondaire, possédant une bonne culture scientifique, témoignant d'un 
intérêt pour la diffusion scientif que et possédant une expérience reconnue en 
ce domaine 

Les candidatures doivent être adressées avant le 1er Avril 1993 : 

La Jardin des Sciences-Université Louis Pasteur, Institut Le Bel 
4, rue Blaise Pascal - 67000 Strasbourg 

Renseignements par téléphone: 88.41.61 .54. 
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