
r .. ,' .. ' . ,'., E~(l11l:êns et concours 
Vous êtes Ilombreux à pr~parer /'u}(J'tgafiol/ illterne, 

et VOliS saVez combien le chemin est ardu, Pour l'UliS, et 
aussi pour d'au,res, omO/l'urs de prob/~mej, nou.l' 
pub/iolls ici le Iravail très comp/el que Christian JEAN­
BRAU a proposé d'effectuer pouI'le Bullefin et donf 
flOUS le remerciOI/S : pOUl' la Premiür Epreuve, UI/ cor­
tigé allant droit au bl/t , acwmpagné tl/une analyse du 
sujet et de commelltaires de l'autel/r 

Agrégation interne 
Session 1991 

Première épreuve de mathématiques 
SOLUTION(S) : 

indications succinctes et 
compétences mobilisées 

Christian Jeanbrau 

L'éno',eé dl' celTe épreuve a été dOl/né Jans le Bul/elin ,,°384 (juin-juillet 92) 

Partie I. 
t .a Si,. - Iv est de rang 1, alors son noyau est de dimension /1 - J. 

l.b L'1 réunion d'une famille libre el d'un vecteur n'appartenant pa au sous 
espace engendré par cette famille est libre. Donc 'E uf Il f est une famiUe 
libre de /1 vecteurs dans un espace de dimension Il : c'esl une ba'ic, On a 

l {JI . n 
" -1 

{311 - 1" j dans celle base : Mat (r • 'E (II ) = 
i----II----I 
0 ...... 0 Pn.II 
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On a donc: der(r) = ~fI ,n et : Mat (1'- œt (I~,I.) = 
t---+----i 

O. 0 

ce qui répond à la question pour tout vecteur u. 

I.e Le polynome minimal est un diviseur du polynome caractéristique. Par 
l.b. celui-ci est (1 - l)n - 1.(1 - dét (r) . 
l' - Iv est de rang l, donc nOn nul; r - det(r).Iv est non nul: sa matrice 
est en l.b ci-dessus ; {r - Iv} o{r - detCr)lv) est nul : lm(r - det(r).1v) est 

inclus dans Ker(r - Iv} par l.b. 

PU) = (r - 1) (1 - det (r») est le diviseur unitaire de plus petit degré du 
polynôme caractéristique. annulateur de r : c 'est le polynome minimal. 
C.N.S. pour r diagonalisable: ............ que son poJynôme minimal soil 
scindé.ll racines simples. D'où ici Ja C.N.S. : det (r):t 1. 

l.d Si dei (r) = l. /1 n'appartenant pas à K, on peut retenir comme base de K 
le vecteur v tel que: r (Il ) = Il + v. AJors, dans la base (v , u). la matrice 

de r s'écrit: (~n .. Si v* est la forme linéaire "composante sur v", on 3, 

pour tout vecteur w: r(w) = w + v*(w) v; r est une transvection relative à 
la droite (l'hyperplan) K. 

Si det(r) :t 1. /' esr diagonisable CI dans une base (v , u . sa matrice 

s'&rir : ( ~ œ~(I')' r eSl une affinité relative à la dtoiLe (l'hyperplan) 

K. 

00 0 - a" 
10 0 - an-I 

2.a On a : Mal (Mp) = 
00 - al 
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1 0 0 an 

- 1 0 (1" .1 
<kt(/l" - Mp) = 

00 - 1 al+t 

Le développement du déterminant foumil le polynôme caractéristique, Soit 
Dn cc détenninant d'ordre '1 . On a : Do == 1 ; DI ~ ( + a J ; D2 = (2 + a l / + 02: 

on peul poser l'hypothèse récurrente: Dt = ,~ + 01,"-1 + ". + (j~ li + ak; le 
conlrôle de validité de rétape k à l'étape (k + 1) eSltmmédiat ; (J'où D" par 
la fonne ci-dessus (où 1/ = k ). 
n suffit alors d'appliquer le théorème d'Hamilton-Cayley pour conclure, 

2,b Par 2,a. Q(t ) est le polynôme caraclénstique de Mq ; on peul don 

écrire: del(Mq ) = (- l)/t'(del( 1 II! - M,,) 1 ~ 0 = (- lt·(Q(t)) 1 = O· 

Soit : det(Mq) =: (- lt.Q(O) : ~ est donc inversible et on peul manipuler 
Mq.l. 
On examine (Mp - ~): 1 SiS Il , (Mp - ~)(ej ) = 0 

et (Ml' - Mq ) (e,,) = - «an - bn) el + -.. + (al - b1) en)' 

vecteur non nul dans la base (f i ) puisque ses composantes sont non­
toutes-nulles. (~ - Mq) est donc de rang 1 ; par M'I automorphisme. 
(Ml' - Mq) a même rang que M,!- lt{MI' - ~) = (Mq -loM!, - Iv) .. _ ce qui 
répond à la que !.ion. 

Exatnell des cumpétellces /Ilobili'lées par cette Partie 1 : 

1 - Théorème du rang : E est un e.v. de dimension finie ; F est un espace 
vectoriel: 'une applica~on linéaire de E vers F : dim(Ker(f) ) + dim(lm(f)) = 
dim(E). 

2 - Familles libres et bases ' 
- E est un espace vectoriel: F ={u,} une famille libre indexee de E : v est un 

vecteur quelconque de E : Fu {v} Libre <::> V lE Vect(F) 
- E un espace vectoriel de dimension finie, F fam ille libre de E est une base 

si et seulement si : Card(F) = dim(E). 

3 - Matrice d'une application linéaire de E espace vectoriel de dimension finie 
vers F, espace vectoriel de dimension finie, dans un jQU da basQs données: 
, E L(E .F) ; (8i) , base indexée de E ; (ul) base indexée de F ; 
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Mat('; (e, ), (u]) ):0 (m!ï ) avec m,; = u' j (f(e})), composante de rang ide f(e}). 

4 - Déterminanl d'une matrice triangulaire par blocs : 

M = [~ ~ ] ; det(M) ::0 det(A) X det(B) x ... x det(C). 

000 C 

5 - Matrice d'une combinaison linéaire d'applications linéaires dans un jeu da 
bases données : renvoie au morphisme L(E,F) -) Mdim F.dim E. 

6 - Polynôme caractéristique, minimal et conditions de diagonalisation : 
- Condition sutfisanle . polynôme caractéristique scindé; toutes racines 

simples. 
- Condition nécessa ire el suffisante : polynôme minimal scindé; toules 

racines simples. 

7 - Développement d 'un déterminant SUivant une rangée : M = (mij) ; notion 

de cofacteur Mijde mi; ; det(M) = L mij- Mij= L mij Mi; 
" j 

B - Principe de récurrence . . 

9 - Théorème d'Hamilton-Cayiey : Toule matrice est un zéro (formel) de son 
polynôme caractéristique. 

10- Morphisme inversible : E est un espace vectoriel de dimension linle : 'est 
un endomorphisme de E; fest inversible si et seulement si: del(/) ~ O. 

11- Rang de la composée de deux applications linéaires. 
gde E vers F l 'de F Vers G. 
rang(fo g) = dlm(lm(f 0 g)); 
f i lm(g ) déSignant la restriction de 'à Im(g ), on a par le théorème 
du rang: dim(lm(g}) = dim(f (Im{g )) ) ... dim(Ker(l/lm(g ») 
Ker( f I lm(g }) = Ker(f) IÎ Im(g) 

D'où : dim(lm(g » = dim(lm(! 0 g» + dlm(Ker{f) IÎlm(g)) 
Ker(') =(O) ~ rang{g ) ,. rang(fo g). 

CommentaIres ; 
Application directe des résultats cl-dessus ra.ppelés du ·programme~ . cette 
partie, facile , peut raisonnablement être rédigée en une heure, incluanl la lec­
ture initiale des "notations" du lexte. 
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Partie Il 
La poUf ide) Ù Il - t : Mp.e; = e; -f" 1 : X.~.e; = X •. e;. 1 = Aj.v 

Mp.e" = -(al/c! + an - 1 e2 + ... + a2e" - 1 + ale,,) 

XvMp .e" :::: - (all.v + a" _ IA.I' + ... + a2A~ -l.V + A" - l.v) 

Xv~.en = -{al'lJd + 0"_ 1 A + ... + a2An - 2+ (lI N' - 1) (1' ) 

soit, par P polynôme caractéristique de A et le théorème d'Hamilton 

Cayley: X.Mp.e" = An.v. 

I.b pour tout i de 1 à n, par La . X.Mp.l' i = N.~' :::: A.A; - 1 l' soil 

X.~.ei::: AXy.e;; d'où : Xv~ ::: A.Xv' el l'appartenance de X, .. à CA' 

Pour toul v. X.e l = v ; on en déduit que la famille (Xel , Xe~' .. , • Xe) 

cst libre : ('L liX.ei}e l = ~ I,e; . Donc L I,X. e, :::: 0 entraîne 
, l , 

'L 1 ie, = () , soit. la famille .indexée (ej) élant une base, la nullité de tous 
i 

les li ; CA contient une famille libre à 1/ éléments: CA lIonl la slmcturc 

d'espace vectoriel est d'évidence, est au moins de dimension Il. 

2.a Les éléments de F se présentent comme des matrices Il X n dans les­
quelles les alignements parallèles à la djagonaJe plincipale sont formés 
de termes identiques; celte propriété se conserve par combtnaison 
ij"éaire ; F n'est pas vide (I" appartient à F) : F est un sous-espace vecto­

riel de Mn(R), donc un espa 'C veclUricl. On a schématiquement: 

[
abc .. d] [alta12,'" all

l
] 

ellbc 021 '. 
\ . . 

f e ab , t131 , '. ' , " , \ \ , \ 

, ' \ \ \ a"l ...... "" " .... , ' \ , .... '. 

On ohtient trivialement comme base de F la famille des 2/1 - 1 matrices à 
éléments tous nuls . sauf un alignement parallcle à la diagon31e principale, 
formé de leone tous égaux à 1. 

2.b Se contrôle <là la mlÛn" : 

o 0 .. 

1 0 

o 1 

o 
[ 

0 1 0 1 
IMp '" .~. 0 1 ~ 

- Il" -al 
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et(YM ) i + I ,)= L Xj + l ,k'~ k .i =Xi +l.j+l d'où le résultai. ' ~'1' k . 

3.a PU) = 1" + (Jll" - 1 + .. , + n" ; 1 ". 

POil) = 1 + a It + a212 + ... + o"t" = 0n.P(r) 

.. . ou hien an = 1 : 

1 ~k5;II - 1.ak=01l _ t 

0,,011 ._ 1 = a l 

a} = 1 

. .. ou bien a" = -1 : 

1 $ k 5;" - 1. ak = - Oll-k 

. .. relations qui caractérisent P à partir ùe ses coefficients 
si on raisonne sur les racines de P ... ; 
ail non nul, sinon par an = P(O) , P est le polynôme nul ; 0 

n'est donc pas mcine de P ; les entiers fil, q, Pk étant éven­
tuellement nuls, P se décompo "e en; 
P( 1 ) = «( - 1 )"'(t + l)qIT(t - f3tY'k 

d'où P(lll ) = (1 /1- 1)"'(l + 1//)q n (l ll - Bk)l'k 

P(l/! ) = (1 /1'" + q + IpA: ),(1 - 1 )"'(1 + 1 )'InO - BIY'k 

P( 1/1 ) = Olt" } . ( ... ) ; avec ( ... ) = o~(I ) 

... par Bk2 ~ l , on en déduit que [es racines de P distinctes de - 1 cl + 1 se 

répartissent par paires (~k • I/~k) ' de même ordre de multiplicité ... ce 
qui caractérise P à partir de ses racines, 

3.b 0 n'est pas racine de P; P(O) =(- 1) fi dCI(A): A est inversible. 

0J/'P{I) = (- l)"det(A).P(1) = (- l)"det(A).del(t fil - A) 

0wP(l) = J n.p( lit) = ( Il .det( 1/1)1,. - A) = del(I" - tA) 

P(t) = (-1 )"(de!(A»)-I.det(ln - 1 A) = del(A- I).det(t A - 1,,) 

PCr) = del(l [II - A - 1) : P eSL le polynôme caractéristique de A-I donc 

aussi de'A- l 

On sait par 1.2.<1 que Mp a pour polynôme caractéristique P ; don aussi 

'Mp-l, Par la dCfinj!jon li.l.b. on a: DM!' 1:; (X; XMp = 'Mp' lX) .. . soit 
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CrMp [ == (X ; I~KMv == X). 

4.a Par II.l.b et ll.3.b. CMp - 1 el CIMq- l sont deux sou -espaces vectorie~ 

chacun de dimension au moins n dans un espace vectoriel (l'espace vec­
toriel F du 1[,2.'1) de dimension 2n - 1: leur somme ne peut pas être 
directe: lew' intersection n'est donc.: pas réduite à {Ol et il ellÎste X. élé­
ment commun ù ces deux sous-e'paces vectoriels. C'est la réponse cher­
chée. 

4.b Si X, trouvée par 4.3 eSl symétrique. le ré ullat est acquis, sinon : IX 
répond aussi à la question (transposer (*», et par la structure d'espace 

vecloriel des ensembleli CA ' (1/2)"X - X) aussi, qui est non nulle et anti­
symétrique. 

4.c Soit B la forme bIlinéaire symétrique associée à X dans la base cano­
nique (ei)' La relation (*) affmne que dans les bases (Uj) (matrice de pas­

sage Mp) ct (vA> (matrice de passage Mq), la forme B garde la même tra­

duction matricielle; ce qui permet d'é rire: 
Xli == X 22 == X:B == B(üj ' UJ ) (1 <;,j s3) == B(Vk. VA ) (1 ~ k S 3) 

X2t == Xn == B(lt[ . U'1) == B(v[ • \'.2) == B(1/2 • 11 3) = B(\l2' VJ) 

X3 1. == X13 == B(Ut • Il)) = B(v1 • VJ ) 

Ce qui conduit dans M3(R) à une droite de solutions engendrée par la 

matrice : 

[ -~ 
41 

-9 
1 

- 9 

Comp~tences mobllfsées par lB partie /1 ; 
1 - Familles libres dans un espace vectoriel : 

la nullité d 'une combinaison linéaire équivaut à la nullité de tous ses 
ooeHlcients. 
la dimension d'un espace vectoriel de dimension finie est supérieure 
au cardinal de toute famille libre de l'espace. 

2 - (a" a2 . .. . • ak) décrivant Rk. situation usuelle de sous espace vectoriel de 

Mn(R) défini comme ensemble de matrices (Ijj (a" a2' ... , ak) ), li/forme linéai-

re sur Rk 
3 - Notions sur les polynômes ; factorisation sur R ou C (théorème da 
d'Alembert). 

4 - Règles de calcul sur les déterminarlts : A 4 del(A) comme forme linéaire ; 
det(AB) = det(A).det(B) ; det(A- 1) = 1/del(A) ; deI (tA) :0 del(A} 
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5 - Dimension de la somme de deux sous-espaces vectoriels : 
dim(E+F) = dlm(E) ... dim{F) - dlm(E nF), dim(E+F) S dim(E) ... dim (F) ; 
dim(E+F) <. dim(E) + dim(F) Ç) E nF '" fOl. 
e -Notions sur les matrices symétriques, antisymétriques: 
Mn(R) = Sym_(Mn(R)) e Asym.(M,,(R)) 

V A E Mn(R) : (1/2) (A + tA) E Sym.(M,,(R)) ; (1 /2) CA - A) E Asym.(Mn(R)) 

7 - Notions sur les formes bilinéaires (symétriques) : matrice M(B) d'une 
forma B dans une base (sil donnée : M(B) ù= B( si, Si )-

Inlluence d'un changement de base: matrice de passage P pour nouvelle 

base (UIt) ; nouvelle matrice;; tp . (ancienne matrice) . P 

Matrices congruentes. 

Commentaires: 
L'application demandée des résultats du programme est moins directe qu'en 
partie 1 sans être difficile. La rédaction demande toutefois quelques soins et 
une durée raisonnable de travail sur cette partie me semble être de l'ordre de 
1h30. 

Partie ln 
1. b 1 a est une pseudo-reOexion; le noyau de b-1 

0 a - 1. est donc de 

dImension 1/ - 1 ; c'est aussi, par b automorphisme, la dimension du 

noyau de b 0 (b- l "a - l,) ;::;; a - b ; a - b et b - a ont le même noyau: W 
est de dimension II - 1 (est un hyperplan de Y). 

2.a En raisonnant par exemple sur une décomposition de Y en somme direc­
te de E et d'un supplémentaire de E. On fera apparaître à partir de la 
matrice de a, le poJynôme caractéristique de a' comme diviseur de P. 
Evjdcmmenl, Je polynôme caractéristique tic b' sera dès lors un diviseur 
dcQ. 

2.h E non réduit à ID} : le polynôme caractéristique de a' est de degré 
ùim(E), donc au moins de degré l ; par E inclus dans W. a ' ;::;; b' : le 
polynôme caractéristique de o ' . de degré au moins 1, divise donc Pet Q : 
Pet Q ne sont pus premiers enlre eux. 

2.c E n W cE: dim(E) - dim(E n W) ~ 0 ; mais dim(E) t: dim(E n W) 

sinon E = E n W, soit E c W. Dès lors, on a: dim(E) - dim(E n W)~ 1. 
Par : dim(E + W) == dim(W) + dim(E) - dim(E n W). 

cJim(E + W) ~ dim(W) + 1. West un hyperplan de y, donc: 

dim(E W) == Il et E + W ;::;; V j le résultai demandé relève simplemenl 
du théorème de la base incomplète. 
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Les matrices de 0 et de b dans la base elthlbée prennent la forme: 

[
MaI(O" 'E) ..• ] [MaICb'. fE) ... ] 

Mat (0 ) : Mal (li ) : 

o A 0 B 

A (resp. B) est la matrice de la composée de la restriction de a (resp.b ) à 
vect(.1) par le projecteur sur vecl('}) parallèlement à E. PlU vect('}), 
sous-espace vectoriel de W, ces restrictions sont égales Cl A = B. Mais 
alors, d'évidence, le polynôme caractéristique de A (qui est aussi celui 
de B = A) dJvise P et Q ; E est distinct de V donc card(Jl ~ l ; P Cl Q 
ont un facleur commun de degré au moins 1 el ne sont pas premiers enlIe 
eux. 

2.d Si P et Q sont prem ieTS entre eux on peut affinner qu'aucun sous espace 
strict de V distinct de !O ln 'cst invariant et par u el par b. 

3. Les conclusions ci-dessus de 2.d s'appliquent donc ... 

3.a West de thmension 11 - 1 ; a est un automorphisme, donc aussi a--j • pour 

tOul j enlier: a J (W) est donc de dimension Il -- 1. On peut écrire : 

dim(W) =:: 1/ - 1 ; ilim(a- 1 (W» = 1/ - 1 

dim(W + a-01 (W» = 211 - 2 - dim{W n 0-1 (W) s" : 
dim(W n 0-1 (W) _ n - 2. 

On procède par récWTence à partir de l'hypothèse : 

dim(W n 0-1 (W) n .. , n a--" (W» ~ 1/ - k - 1 ; 
At =:: W na- l (W) n .. . n 0--" (W) 

Il ~ dim (A* + a- k - 1 (W) = dim(At ) + dim(a ' k - 1 (W) - dim(A ... 1) 

/1 ~ 2" - k - 2 - dim(Ah J) ; dim(A .. ~ 1 );:~ Il - (k + 1) - 1 

La récurrence est validée: on aura donc finalement : 

dim(W Il a 1 (W) Il ... n 0 - (n - 1) (W) ;?: 1/ - (II - 2) - 1 = 1; c'est le 
résultat. 

3.b On peut don exhiber un vecteur v non nul de cette mtersccùon el étu­
dier la famille des vecteurs d .v, pour j de 0 à (11 - 1); dej = 0 àj = 1/ - 2, 
ce sonl tous des vecteurs de W ; on leur adjoint an - 1. V pour obtenir une 
famille de Il vecteurs; E. sous-espace qu'ils engendrent. est de dimen­
sion au plus 11 ; si dim(E) = 1/, cette famille de Il vecleurs est libre et par 
là, base de V ; si dim(E) *' fi, ils forment une famille liée; soit alors une 
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combinaison linéaire nulle à coefficient non tous nuJs associée et soit 
fI - k J'exposant de a le plus élevé de coefficient non nul . directement si 
k == 1 ou en en prenant l'image par ct si k = l .- h, on fait alors apparaître 
d l

- I .V comme combinaison des d.\! pour j de 0 à (n - 2), donc comme 

élément de W : finalemem, on a ... : E C W : mais alors : 

E est un sous·espace vectoriel strjct de V. non réduit ft {O l, 
Par le théorème d'Hamilton Cayley, ail est combinaison linéaire des ai, pour j 

de J à Il - J et donc a (E) C E ; a est un automorphisme: a (E) = E ; mai 

par E c W : a (E) = b (E) . 

E eraj{ stable par a el b : exclu par 2.d ; donc dim(E) "* fi et le résultat . 

3.c On se place dans la base 'E de 3.b ; pour j de 0 à II - 2, 1 expression de li 
(aj.v ) dans 'E eSl directe ; pour j = fi - 1, on utilise Je théorème 
d'Hamillon Cayley: ail = - (a t . ail - 1 + ... + an .. J.a + anJv) ; on reconnaît 
immédiatement ~ ; de même pour b et Mq en remarquant que a el b 001 

même restriction à W. d ne que ai.v = bi.v, pour j de 0 à 11 - 2 et que 
pourj= n- 1.a"- 1.v = a(a" - ?'.v)==a(b" - 2.v ) =b(b"-2.v) = bn l.v. 

3.d P = ,n _ 1 ; Q = 1" + 1 
1 a" = Iv ; b == -Iv) : ai définit sur 'E une permutation circulaire et bk défi­
nit sur T. la composée d'une permutation circulaire par la tran formation 
de k des vecteurs en leurs opposés; par composition itérée des ai et bk

• 

on transforme X par permutation circulaire el transformation en leurs 
oppo és de,. vecteurs (r' ~ k ) : il y a " permutations circulaires pos­
sibles et 2/1 choix de signes : 

C,U'd(G«a . b ),0» = fJ.2n ; G est un groupe fini. 

Compétences mobilisées par la partie 1/1 : 
Il n'y a pas de nouveauté significative par rapport à 1 et Il sinon la connais­
sance du théorème de la base Incomplète el des notions sur les polynômes 
( ... premiers entre eux) . 

Commentaires: 
La rédaction demande de la réflexion el celle partie me paraît justi fier, 
comme la partie Il . un effort de 1h30. 

Partie IV 
I.a Par n.4.b. P ct Q élJJlI réciproques, exislencc d'une matrice X. non 
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nuHe, symétrique ou antTh)'métriquc. teUe que tMpX~ == tMqX~ == X. 

Par HI.3.c. les polynômes Pet Q étant premiers entre eux., eXIstence 
d'une base 'E de V (définie en I1I.3,b) dalls laquelle Mnt(a • 'E) = ~ t:{ 

Mat{b. 'E) = Mq' 

On travaille alors dans IF, el on y définit f. bilineaire. non nulle , symé­
trique ou antisymétrique, par:f(x,y) = IxXy. On en déduit :f(a x. a.y) == 
l(a.x)X(a.y) == Ixt~X~== IxXy ==f(:c, y). 

De mêmef(b.x, b.y) = f(x ,y) 

l,b E est le noyau de f . E est distinct de V par f non nulle. Trivialement, E 
est stable par il el par b ; on a même : a (E) ;:: b (E) = E puisque a et b 
sont des aUlOmorphlsmes: pour tOul u de E et tout x de V, 
f (a ./I. . x ) = f (a.u. a (a - 1 x» == feu • a 1 ~) == 0 etc ... Or. par 1lI,2.d. P et 
Q étant premiers enlre eux. aucun us-espace strict de V n'est invariant 
et par a et par b : E = 101 clf est non dégénérée. 

l.c .\' ~ f ( ,y) e: t alors l'isomorphisme canoniquement aU'acbé àf de Y sur 
son dual Y*. Toule forme linéaire peut donc. en ce sens-là. s'exprimer 
(d'ailleurs d'une seule façon) au moyen def. 

2.a p est de rang 1 par b-1 
0 a pseudo·réflexion. On peut donc choisir w non 

nul. base de lm(p). Alors, pour loul .r : p~'( = ~(x)w où B est une forme 
linéaire sur Y. Par 1.c ci-dessus. il existe et d'une seule f:..çon v- dans V 
tel que: P = f ( . v-) . Par v = ,- sif est sym6trique, v = - v- si f est 
antisymélrique. on établit la proposition demandée. La non nullité de v 
est acquise puisque ~ n'est pas la forme nulle (rang(p) = 1). 

2.b On a trivialemenL : det(b - 1 0 a) = del(a)/del(b) = P(O)/Q(o). Par mllcurs, 
P et Q sont unitaires et réciproques, donc. au signe près, P(O) el Q(O) 
sonl égaux à l, D'ail. au signe près. c = 1. qui eSlle ré ullat demandé. 
Par l.l.c. pet) = (/ - 1)(1 - c) est le polynôme minima1 de ln pseudo­
réflexion b - 1 0 a = p + Iv' Or. tout endomorphisme es! un zéro de son 
polynÔme minimal D'oil: p (p + (1 - c)I~) = O. soit, en développant 

p2+(I-c)p=O. 

3.c A remarquer : r.x = p (p .. ~) = p (j(v.t) w) =f(v,x}p.w = f (v.x)} (v.w) w 
.. ' = f (v,w)f(v,l:) W = f(v,.,.,,) p~'(. Or : p2_T = (c - l) p.x. 

SOIt: f (v ,w) p.x. = (c - 1) p,x, Relation valahle pOUl' tour x : 
f(v,'.\') = c- I. ou c = 1 + f(v.w) . 

On ellécute alors le calcul conseillé: 
f(p.x + x, p.y + y) c: f(p-/(, p.y) + f(P .. \ . y) + f(x. p .y) +f(. .)') = 
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(rar p.:. = 1 cv.;) w) 

lev, x)f(v. y)f(w, w) + f(l'. x)f(w. y) + 1(1', y)f(x. w) + I(x , y) (~) 

Par ailleurs : f(1) - 1 0 0 _,(, li -1 " oy) 0: ••• Il'ivialement par IV.l.a ... 
.. . = f(x , y) . 

En rapprochant ce résuJtal de ( ~), on peut écrire : 
0= [(!',x)f (v .y)[(w.w) +1 (v.()f(w,y) + f(v,y) f(x.w) 
o=! (/ (\I~,()! (w.w) v +! (v .r) IV + !(x,w) v, y) (pour tout y :fnon dégé­
nérée :) 
0= (/ (v.x)!( ....... w) + f(x,IV» v + !(v,x)w (pour tout x: pau = w :) 
0=:«(1 + 1(I'.w)f(w,w)v + f(v,w)w 
Par la remarque préalable, c'eslla relation demandée. 

3.a Par f antisymétrique:! (w,lI') :: 0 ; donc , par le résultat précédent: 
1 (v.w)w = 0 ; par w non nul, 1 (v,w) =: 0 ; par la remarque injtiale de 
IV .2.c . Cc == 1 +1 (v,w» : t: =: 1. C'est le résultat demandé. 

3.b Par la remarque déjà soulignée : r = 1 + f(V,IV) , supposer r == 1 renvoie à 
1 (1',w) := 0 : par le résultat de 2.c ci·dessus, on en déduit j (w,w) = 0 
(c = 1. w non nul). On a, pour toul x : 

1(P.x + . ,p_'K + x) = j(p.x, p_.) + 1 (p .x. x) + f(x. p.x) + j'ex •. t) ; mais (cf. 
calcul 2.c f (p.x + x. p.y + y» f (p_t + x , p.X + x) = f (x.x) et on vient de 
le dire :j(w,w) = 0, soitl(P.x. p .) = (/(v,x»)'l(w,....,) == 0; finalement: 
0 == f (p.x,x) + f (x.p.x). Par la symétrie def, on a finalement : 
0= f (P_l,x) soit 0:= f (v,x)f ( ...... .x) (relation valable pour tout x) . En appli­
quant cela au développement de f (p (x + y) • x + y), on obtient : 
0 == f (p.y.x) + f (p .x,y) = 1 (v,y) f (w~t) + 1 (v,x) f (w.y) . Multipliant cette 
égalité par j (v.x) et utilisant la relation précédente, il reste: 
if (v~'I:»'f (w.y) =' 0 (relation valable pour tout .r et pour tout y). 

On peut alors dégager la contradiction attendue: ... jn'étant pas dégéné­
rée, il existe x tcl quej(v.x) soit non nul: alors, pour tout y,f(H',y) = O. 
ce qui. toujours par/non dégénérée. renvoie à w =: 0 (exclu!). 

On a donc c = -1 : d'où (par IV.2.c) : f {w.w)v = f (v.w)...., : f (v,w) non 
nul (on a même j (v,w) = c - 1 =: - 2), donc: w "" (- 1 (W,W)(2)I' = p~, ; 
alors p .x == f (v.x)pv ; on peut toujours poser ~ = ± a1. : 
p.x =: ±f (a v; x)av , pur Il := av, on a le résultat (a est la racine carrée de 
la valeur absolue de :f ( .... .. ...... )(2, dans la détermination présentée de Il). 

3.c On a obtenu :fanlisymétrique (resp. symétrique) ssi c = 1 (c = - 1). P ct 
Q sont premiers entre eux, donc 1 ne peul être racine que de l'un des 

deux. Cc son~ des polynômes réciproques. donc si ~ est J'ordre de multi­
plicité de t, racine de P (resp. p'. pour Q) réciproque unitaire, 
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P(O);: (-I)~ (resp. Q(O) ::: (- 1)13' ). Par suite, C ::: P(O)/Q(O) ::: (- 1)1i· D', 
avec un seul de deux~. J3' non nul. Par suite. le signe de c est donné par 
la parité de l'ordre de multiplicité de 1 comme racine de l'un (et d'un 
'cul) des polynômes P, Q : 
1 racine d'ordre pair :fesl antisymétrique 
1 racine d'ordre impair :fest symétrique. 

(On peUl contrôler l'affinnation SUI l'exemple de [lA.c). 

Remarque: 
Ces trois premières questions du IV me semblent pouvoir occuper (réflexion 
et rédaction) environ 1 h30 à 2h de travail. En conséquence, en cumulant 
cette estimation avec les évaluations du même ordre faites pour les parties 
1(1 heure), Il (1 h30) et III (1 h30), on obtient un temps total de 6 heures envi­
ron, soit la durée prévue de l'épreuve. Le problème peut. à partir de là, être 
considéré comme trop "long". On y reviendra dans les commentaires de 
bilan. 

4.a Simple lecture de règles de calcul : 
b 0 (b - l I"t1 = (h - t Iv) 0 b - 1) 1 = (Iv - lb - 1 t l ; la relaUon demandée 

équivaut à :1. ::: Ch 1 0 a - 1 Iv) - p) " (Iv - lb - l t -1 , oit encore à 

Iy = (b-1 
0 (ù - (b - I - p h (Iv - Ih 1) 1; le résultat par: p = b - 1 0 a - 1y. 

4.b Utiliser un supplémentaire de V- de Vect(lI) dans V el unl! ba')e (u, t!2 ' 

e ) , ••• t!,,) adaptée à celte décomposition; dans cette base. la matrice de 

Lv + L sent : 

[ 

1+/(/1) ! (e2) ...... t(e li )] 

o 1 ...... 0 
M = 

o 0 1 

Le calcul de son détenninant est trivial. d'où le résultat t1emandé. 

Application : 
p.x = - f (II, x)u : p 0 (ly - lb -1 t 1(x) = -f (II • (Iv - lb 1) I(X»u ... 

soit t (II) ::: - f (Ii , (Iv - lb lt l .lI) en utilisant L = po (Iv - Iblt l . 

On applique alors la relation qu'on vient d'obtenir: det(Iv + L) = 1 + Il (I(): 
mais aussi, par l'autre écriture ici de Iv + L: 

del(b -10 (0 -1 Iv) <l b 0 tb - t Ivt1) = (l/detb).det(a - 1 [v).detb.1/del(b -1 [y) 
soit tînalement : 
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det(1y + L) =- del(a - t ly)/dct(b - l l,) ;:: P(t)/Q(t): c'est la relation demandée. 

5.a Le polynôme caractéristique de b est donc sci.ndé sur R et à racines 
simples : b est diagonalisable et on peut définir une base u -~, ~ décri­
vant S. de vecteurs propres de b ; le vecteur u se décompose donc en une 
somme LaI' u-~. pour ~ décrivant une partie de S et ail non nul. ou pour 
~ décrivant S el a~ éventuelIcment nul. On retient Celle demjère formula­
tion el on pose Il Il = a u-~ . La famille des /1 ~ ainsi définie répond trivia­
lement aux questions posées. 

5.b f(u(3. uw):;:: (par l.aci-dessus) =f(b.l'fl. b.llp') = ~~. f(ull' u~, ) 

(l - 13~')/(/lf3 ' /113 ') :;:: 0: par ~W~ l, on on déduil/(uf3, /(f3') =- o. 
5,c b est un automorphisme, donc S ne contient pas 0 ; b. u~ ;:: ~ltf3 renvoie a 

O/~)lIp :;:: h -1 ,u~. 

On exploite 4.b ci-dessus: 

P(f)/Q(r) = 1 - f (Lllf3 . (Iv - th -1)-I.L I/p) = 1 - ~. 1 (1If). (Iv - lb -1 )-1 • Ufi') 

(Lv - lb -1). Up' ;:: (1 - 1/~·).UI3' : donc (Iv - lb 1) - 1, uf3 ' ;:: (1 - t/W) 1.1113' 

P(r)/Q(f) =- 1 - ~.(l - I/W) 1 l' (1113 • 1113') = 1 - tr 1 (up . Ul/jl)/O - I/p)(par 5.b 

précédent), 

PI (up • ullf3) apparait alors comme résidu de P(t)/Q(t) au pôle p. Celte frac­
lion rationnelle n'ayaJll que des pôles simples, on sait que ce résidu vaut 
P(~)/Q·(~). D'oùf(up ,Ul/P) ;:: P(~)/(~ .Q'(~». 

(Erreur de signe dans la formule proposée par l'énoncé). 

6.a Les racines de P et Q sont simples. mais on ne Ic.s suppose pas réelles ; 
on prolonge à Veles endomorphismes a et b en prenanlles matrice de a 

et b (dans (V , 'E» pour matrices de a ct b (dans CV c ' 'E». Ce fai­

sant, Pet Q sont polynômes caractéristiques de a et b qui sont dès lors 
diagonalisables. 

- - p 
Si ~ est valeur propre de b (resp. a ), West valeur propre dc b 

(rcsp. oP ). Le groupe G est finj : existence de p leI que "bP 
= Ive : on en 

déduit pour celle valeur de p ; W = 1 : les racines de Q (resp. P). valeurs 
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pmpres de h (resp.a). sont donc des racines de t'unité. 

(la limitation il Q de la question est assez maladroite, saul raison à explici· 
ter). 

6.b On a mis sur 'E le produit scalaire hermitien canonique rendant la base 
orthonormée. La forme f (x . y) introduile est trivialement sesquilinéaire 
(la matrice de g est lOujours "réeOe"). à symétrie hermitienne. définie el 
positive (lrivial) ; c'est bien un produit scalaire (sur V d. 
G est un groupe d'automorphismes. Donc: V fi E G. [g 0 h, g E G '.= G 
Donc, pour lous x, y. Il : j (lu . Il .y) ::: I(x • y). 
Par ailleurs. la restriction de f à V x V vérifie les hypothèses qui condui­
sent dans IV.3 ,b à c ::: - 1. Donc P(O)/Q(O) ::: - 1. soit P(O),Q(O): -J, 
puisque P(O) et Q(O) SOnt, en module, égaux à L 

6.c On suppose Q(O) = - 1, dOliC P(O) = 1. Pet Q sonl réciproques. Utilisant 
la relatjon donnée en IIJ et J'appliquant à eil, on obtient 

enirp(e ~ il ) = P(O)P(e l ) soit (.',ul!2P(e -il) ::: (J -nIV2P(etl ) soi l h (l) = Il (/) e( 

de même . e""Q(t' -il) = Q(O}Q(e/l) ; e"""-Q(e -'~ = -e --Iutl~Q(ei') soit, en 

multipliant les ùeux membres par ~ : k Ct) = k (1) 

Ainsi. Ir (1) el k (f) prennent des valeurs réelles pour loutes les valeurs 
réelles de 1. Il eSl éVldent que Il et k sont des fonctions périodiques et de 
période 4.tt par la 2tt-périodicité de l'exponentielle complexe eil• Q(x) et 
P(x) ont chacun" zéros, lous simples ; à chacun de ces zéros, on peut 
associer. sur une période, deux valeurs de f (pour P) et deux valeurs de t 
(pour Q), zéros (via ei') de 11 (1) et de k (/ ) respectivement (les zéros de P 
et Q sont des racines de l' unité). Les zéros de P et Q sont simples _ P. p' 
d'une part. Q. Q' d'autre part. sont des couples ùe polynômes sans z.éro 
commun. Et il est immédiat . par dérivation. de contrôler que si eil est 
zéro de P( .. ) (resp. Q(x» alors h' (r) = je ; <r .- /l11 ~ P'(eil ) et 

k' (/) = -ei(o IItl2JQ'(é'). Les 211 zéros ainsi dégagés par période des fonc­
tions réeUes h et k sont des 7.éros simples el correspondent donc bien à 
des nulllités "avec changemenl de signe" (h (t) nul, h' (1) non nul ; k (t) 
nul, k' (/) non nul). 
Le raisonnement est fui t sur V c. On peUl toujours exhiber. par ln restric ­
tion def à V X V ,et par 3.b ci-de' us, tl tel que p.X = - /(u,x) .II ' 

L'automorphisme b est diagonaHsable : on peut donc travailler dans 
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une base (Up) • pour ~ parcourant S. de vecteurs propres, et décomposer 
Il dans cette base pour 'nrroduire la famille (up) de ses projetés sur 

chaque sous-espace Vect(Uf3) et obtenir l'écriture requise, Les calculs 
faits en 4.a ci-dessus onl maintenus à l'identique, V étant à lire V c, 

comme a (resp. b) est à lire a (resp. b ). 
La démonstration du 5.b sc Iii maintenant: 

f (b .uf3.b .1If3~ =f (~u~Wllf3'):: PPÏ(Uj),IIW) par «b.x.b.y) := f( ' ,y) on 

obltent ici :f(uf3,uf3' } = 0 polU" (l -j3p') non nul. 

Le caJcuJ du S.c peut alors être repris. mais avec la condition de non nullité 
- -
PB' =] , soit 13 = ]/13' . ce qui, s'agissant de racines de l'unilé donne ici : 

B=f3'· 
On en tire alors : P(I)/Q(t):;: 1 + W (uj},uji)/(t - ~) ; d'où, ici encore: 
f (u(3,IIf3) = P(~)~Q'(~). 

On ra déjà souligné dans le 6.c. on a. pour 1 tel que P = é ', 
Il (f) == e -inll2 pep) el k' (f) = -el (, - ntf2>Q'(~) = -pe --inlf2Q'(~) : on en tire 
h (r)/k' (r) = - P(P)/PQ'(P). soit ici : Il (t)/k' (/) :;: -1 (up./I(3). Par 1 produit sca­
laire. Il (f)/k' (f) apparaît à l'évidence comme réel négatif. 

6.e Les fonctions réelles h (r) el k (1) sont continues-dérivables (en fait.. elle: 
sont de classe CoJ, Raisonnons sur le cercle trigonométrique. parcouru 

dans le sens positif: entre deu:v; zéros consécutifs li et fi + l' k (/) ne prend 
pas la valeur zéro el donc reste de signe fIXe; on a alors : 

k(li)=k(ti+I) = O 

k'{I;). k'(I; '" 1) non nuls : Si k'(fi) positif. à droite de li el localement, k (1) 

c ' t positif. Donc k (1 ) est positif sur l'intervalle li, • 1; + 1 t; par suite. 
k'{tj + 1) est négatif ou nul . donc ici négatif. 
De la même façon. supposer k'(r;) négatif renvOIe à k'(li + \ ) positif. 
On en retienl : k'(/j) k'Uj + 1) < 0; par la conclusion de 6.d, on en déduit: 
h (f;) " (fi. 1) < 0 ; par le Ùléorème des valeurs intermédiaires. c'est 
l'affirmation de l'existence d'un zéro de h entre deux zéros consécutifs 
de k, ce qui fournit bien sur le cercle trigonométrique l'entrelacement 
attendu des zéros de P et de Q. racines de l'unilé. 
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Commentaires et compétences mobilisées (IV). 
On a déjà signalé, en termes de durée, le caractère probablement "hors 
délai" des questions IV.4-5-6_ On peut estimer à 2 heures le temps nécessai­
re à leur comprâhenslon/recherchelrédaction, ce qui porterait sans doute à 8 
heures la durée de l'épreuve si on en souhaitait réellement l'étude complète 

Pour ce qui es1 des compétences mObilisées par cette quatrième partie, on 
notera qu'elies portent sur : 
- la notion de produit scalaire (hermitien) • définition .. _ 
- les racines de l'unité ; définition, maniement élémentaire ; 
- les notions complémentaires usuelles sur la conjugaison, la réalité (nombres 
complexes) i 
- la connaissance d'un résultat classique sur la décomposition des fractions 
rationnelles : P(~/Q(~ quand 0 est scindé à zéros 10uS simples . P(~ )/Q'(~) 
est le rés idu en ~ . 
- les zéros des polynômes : ordre de multiplicité, changement de signe local 
si on est sur R, zéros de la dédvée ; 
- les propriétés élémentaires des fonctions contInues (valeur Intermédiaire en 
particulier) .. . 

Quel bilan global ? 

le problème est, je l'ai dit, lrop long pour une épreuve de six heures. Le 
champ des compétences qu'il couvre est assez large mais leur mobil isation 
est inégalement répartie : si 1 et Il sont des parties d'application directe ou 
semi-directe des connaissances demandées, II I et IV vont plus loin dans la 
demande d'initiative et d'aisance dans la manipulation des concepts. 

En fait, quelle est la philosophie de l'affaire? Est-il nécessaire de vouloir 
faire, comme l'évoque (avec Une connotation élogieuse) l'encadré initial du 
Bulletin (n0384, p,387j, un "grand" problème? Ne s'agit-il pas de procéder à 
un recrutement ou à une validation de compétence réaliste et efficace? 

Ne vaudrait-il pas mieux, si l'on choisit quoiqu'if en soit de rester dans (a 
logique d'une épreuve de concours, prévoir une première partie consistant en 
un contrôle, par sollicitation directe d'énoncés et de résultats, de connais­
sances ; une seconde partie, distincte, consisterait à évaluer l'aplltude du 
candidat à mobiliser avec pert inence lesdites connaissan es, pour maîtriser 
des situations de recherche un peu plus ouvertes? 

Dans cet esprit, et pour s'ancrer dans l'existant, on pourrait discuter d'une 
réécriture du texte proposé en demandant à l'auteur de le (re)travailler dans 
le cadre suivant : 

NOTATIONS 

Ce traditionnel paragraphe ast parlais nécessaire et toujours lastidieux. 
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Proposer un système (révisable à l'usage) de notations s'imposant à tous les 
auteurs et porté chaque année à la connaissance des candidats sous la 
forme d'un document oHiciel disponible dans le cadre de la préparation au 
concours. 

PRESENTA TlON DU PROBLEME 

L'auteur doit décrire l'économie générale de son travaif de recherche, 
définir le cadre global dans lequel il se place et les situations particulières 
auxquelles il s'est intéressé et qu'il soumet à l'étude. Ainsi, ici, semble-t-it : 

(0) On souhaite procéder, avec le recours de l'algèbre des endomorphismes 
en dimension finie, à l'étude de certaines situations liant deux polynômes 
R(X) et les endomorphismes dont ils peuvent être les polynômes caracté­
ristiques. 

(1) Pour procéder à cette étude, on commencera par souligner que l'attenlion 
devanl se porter sur les zéros de ces polynômes on pourra les supposer 
unitaires ... et qu'à tout polynôme unitaire de Rn(X), on sait associer (sans 
unicité) un endomorphisme de Rn l'ayant pour polynôme caractéristique, 
on notera respectivement P, pet Mp le polynôme, l'endomorphisme qu'on 

lui associera par référence à la base canonique Rn et la traduction matri­
cielle de pdans ladite base canonique. 

(2) On développera quelques Unes des possibil ités offertes par le cadre défini 
en (1) en se plaçant dans les situations suivantes où interviendront deux 
polynômes P et a et leurs associés p, q, Mp et Mq : 

·· 2.1 P est réciproque (à préciser), puis P et a sonl réciproques. 
- 2.2 a et b, endomorphismes de polynômes caractéristiques respectifs Pel 

Q sont des automorphismes et b - 1 0 a esl une pseudo-réflexion (à préci · 
ser) avec : 
- 2,2. , P el Q sont premiers entre eux. 
- 2.2.2 P et a sont premiers entre eux et réciproques. 
- 2_2.3 P et Q sont premiers entre eux, réciproques et tous les zéros de 
a sonl réels simples . 
- 2.2,4 P et Q sont premiers entre eux, réciproques, scindés sur C à 
zéros tous simples et racines de l'unité. 

CHAMP DES COMPETENCES A MOBILISER 

Prévoir, sous forme de questions fermées , le contrôle de détail des com­
pétences à mobi liser, contrôle auquel on pourra annexer la démonstration de 
tout ce qui, dans les démarches prévues, relève du "général". On pourra ainsi 
trouver des libellés très étroits tels que: 

- (élément de L(E,F) ; relation entre dim(Ker(f)}) Rg(t ) et dimIE). 
ou 
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- endomorphismes. matrices : polynôme caractéristique, polynôme 
minimal. conditions de dlagonalisatlon. Rappeler les résultats élémentaires 
concernant ces notions (moins de 5 lignes). 
mais aussi les questions "préparatoires" éparses dans le texte telles que 
(références du texte "actuel") . 

- 1.1 
-1I,2,a 
-1I,3,a 
-IV,B,b (Sauf P{O).Q(O) = -1) 

ETUDE DE DETAIL DES SITUA TlONS RETENUES-ANNONCEES 

Prévoir autant de "chapitres" que de situations annoncées, Chaque fois. 
recadrer l'étude à entreprendre avant de proposer une progression . Ainsi, par 
exemple, pour la situation annoncée (par moi) 2.1 (ci-dessus), prévoir, .. On 
veut démontrer que si P et Q sont réciproques, de degré n, il ex iste une 
matrice X de Mn(R), non nulle, telle que :IMpXMp = 1 MqXMq .. X ('), On sug­
gère les étapes suivantes , ," 

Ce qui revient à (re)libeller Il. l ,8 , 11.3.b, et 1t.4.a.b. On gardera le Il.4.c pour 
une partie "Applications" .. , 

En guise de conclusion ... 

On peut toujours estimer qu'un problème d'Agrégation est, aussi, un instru· 
ment de formation continue et que ((e)libe llé dans l'esprit indiqué ci-dessus. il 
peut conten ir des indications de recherche dépassant largement le raison­
nable pour une épreuve de six heures, parce que son étude sera intégrée, 
J'année suivante à la préparation des candidats, dont elle cont ribuera à enri· 
chlr la culture. Mais peut-être alors, laut-il plus clairement le dire el, en pré­
sentant la succession des situations proposées, dire oÙ se situe l'allente prin­
cipale du jury pour ce qui est de la session de recrutement en cours La partie 
"contrôle des connaissances-résultats généraux préalables" relève assuré­
ment d'une telle attente ; au-delà. il est acceptable que soient dessinées 
assez loin les pistes sur lesquelles s'esl engagée, avant l'effort du candidat, 
la réflexion de l'auteur, mais Il est nécessalle que le barème expl icite de 
l'épreuve elle-même ne soit conçu qu'autou r des plus raisonnablement 
accessibles d'entre elles dans le temps imparti. Et je le répète, il faut, à mon 
sens, revoir le tout dans une cohérence d'approche qui n'est pas actuelle­
ment respectée. 
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