
Dans IIOS classes 

Utilisation des arbres 
en géométrie • • 

Barycentres et homothéties 

Marie-Laure Chaillout 

Sarcelles 
J'a.i full coun 5-ur les biUYccntres en seconde. du temps où les; batyœnlte~ 

éaaienl au proglllimm~ . Devant les dinicullés que: rencontraient beaucoup d'élèves 
pour construire:: le bu.ry(;t.ntr~ de plus de trois points, Je leur ai fait conslru ire des 
:lJbres pour les ôllder A faire de.! phms. Aucune propriété. dcs arbres n'éta i. 
œ luo!urée : c'était simplemenL une technique qui ~JllatLhlli ... . Elle nc devr:lH 
pas (en pnncipc) remplacer la j ustificahol1 Jusbituelle d~ la construction. Je dis 
uen principe> car les élèves adopto.ient les Mbres avec: enthousiasme c t j'avais 
éllonnémenl de: mal à le'ii convaincre que cela ne retnpiJçait pas les explicntions. 
qu'il nc s'agissait p3.~ d'un symbole olTiciel et un iversellement connu. 

le réservlJs la compOsition det; homothéties: IXlUf les heures réservéc:s à l'ap­
profondisscrncJ1l de~L1nées aux élèyes 5Ouhail:ulI une oJ"ientalion en 1100 s. 

N'a:yBJ'lt p!lS de classe de lUI' S, je ne fais plus de COUrS Sù1' les barycel\ues (ce 
qU I crée une cenainc fmsl.cn,iofl : c'éta it une! leçon qui «passn.il bien.). mais JC 
saÎl par mes collègues que œ"ains élè.ves de 1 .... S renoonlTenl. eux lI u5s i. à Ce 

ruveau. des problè.mes de mélhode. 
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Dans mOn esprit, les jusl.Jficalions théoriques sont destinées 8lU professeurs 
plutôt qu'aux élèves : si je les ai U"ouvées. c'est que je me: suis demandé pourquoI 
une telle technique convenait si bien aux. barycentres. Lorsque j'ai eu découven 
qu'il s's.gissad e:n fait d'un .symbole opératoire et d'une opération dont je connais· 
sais les p-opriélé&. je me suis sentie plus sûre de moi lorsque j'incitais les élèves 
à son utilisation. 

On peut constater dans nos classes que le choix des symboles est un fac­
teur .. . détenninam de la réaction des élèves devant un problème mathéma­
tique: une symbolique trop lourde leur apparait peu perfonnante. leur frut 
perdre le fil de leurs idées el aboutit à des attitudes peu dynamiques. Par 
contre. ils appréeient toute symbolique qui les aide à élaborer, puis visualiser 
leur stratégie. 

Les organigrammes sont les outils les plus fJ\ICl\Jeux de ce pomt de vue. Il 
condition d'être utilisés li bon escienL 

Il se nuuve que d'un point de vue technique. les arbres sont particulière­
ment bicn adaptés Il la symbolisation des barycentres. 

Et celle npréstt/lIltion sejusdfie théoriquement 

'L élan! l'ensemble des points de J'espace. la notion de barycentfC pennet 
de définir une opération que l'on peut nOler * : 

('LX R) X ('LX R) -> 'EX R· 

«A.a) , (B.~» -> (A,a) * (B,~) = (G.a + ~) 
où G est le barycentre du point A affecté du coefficient Ct et du point B affec· 
té du coefficient ~ . Celle opération interne dans 'L x R est donc définie pour 
Cl + p '" O. Les proprietés des barycentres se trnduisent par la commutativité 
el l'associativité de l'opération * ainsi que par une troisième propriété : 

[(A.a) * (B ,Pl = (G,Ct + 13) et (A.<ry) * (B,J3li) = (G.<ry+ J3lil] 
=> [G=G' ~ A=BOUCt=Oou~ = Oouy = 1l 1 

De celle propriété découle une propriété restreinte: 

y '" 0 => [(A,ex) * (B.l3l = (O,a + \3l ~ (A;yex) * (B,y~) = (G.y(a + b)] . 

Comme tOUle opération * peul être symbolisée par un arbre : 

(A.Ct) * (B,I3) = (G.Ct + I3l Ço> (A,ex) (B.P) 
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D'on poin t de vue pédag",,>ique, une telle représentation s'inlroduit intui li ­
vement 3 partir de 1. notion physique de centre de masse: un poin! A muni 
d'un ocmeicnt 0. el B muni d'un coefficient p _engendrent» (si 0. + ~ ~ 0) 
un potnt G Implicitement muni d u coefficient Il -1- P . D'où l'arbre «généalo­
g ique» et l'équivalence suivants: 

(A.a) 
1 

1 
(G.O'.+ Pl 

<=> - -
0. GA+ pGB =O 

Les élèves adoplen! d'emblée ceue symbolisation «parce qu'elle marche» : 
pour la construction d'un barycentre de plus de deux points. chaque arbre 
possible devient un organigramllle où apparaiss.:n t clairementlc. étapes suc­
ccssives de la construction. Pour un même barycentre. plusieurs arbres difré­
rents pcrmcuel1t de découvrir des droites concourantes. 

On peul égalemenl uliliser un lel artvc pour représenter une homotllélie : 

M' = hOJ<{M) <=> (M , k) (il . 1 - k) 

1 
1 

(M' - 1) 

1 

Il devient un ouul de démonstration pour chercher la nature de la compo­
sée de deux homothéties. Soit f = hs.J D hM . 

M'~11M(M) <=>(M./z) (A, I -k) M" = h • .I(M·)<=> (M'.I) (B.I-I) 

1 
(M' . 1) 

arbre J 

y 
CM". I) 

arbre 2 

Composer les deux homothéties revient à «accroc her>, l'arbre 2 il l'arbre 
l , ce qui CSI possible grâce il la troisième propriété: 

M·=h .... (M)<=> (M.kl) (A,/ (I - k» car l .. O 

~ 
(M' . 1) 
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Donc M" = f (M) Ç> 

(M . kl) 
1 

(A ,1 (1 • h» 
1 

1 
(M' ,1) 

1 
1 

(M" , 1) 

(B . 1 • [ ) 

1 
arbre 3 

Si Id" 1 l'associativi lé de l'opération * pennet de passer à : 

M" =f(M) Ç> 

1 
(M" . 1) 

1 

(B.I -I) 
1 

(C, I-kl) 
1 

Ce qui se Irdduil immédimemenl par: f est l'homothétie de rnppon kl CI 
de centre C, C étan t le barycentre de A affecté du coefficient [(1 - k) et de B 
affecté du coefficient 1 - 1. 

Si /cl = J l'uti lisation de l'associativi té. dans le as où eUe est possible. 
débouche sur une impa%e : n est donc obligé de traduire l'arbre 3 en tennes 
d'égalités voctorieUes. cc qui amène à : 

M"=f(M) = MM' =(/ - Il MA 

M-M''' =iI - Il M-B 
égalité dont on déduit immédiatemcot la nmure de f. 

On peut également utiliser les propriét<!s de l'opération * pour chercher. 

d:ms le cas où k[ " 1. les conditions pour que l'égalité "8l 0 ",~ = Ir,;, D il8 ; 

soit vérifiée. 
Si l'on pose: 

(A.I (I o k»~ 

1 

(B . I- I) 

1 

1 
(C,l-kl) 

et 
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L'opémLion * ~t3nt commutative et munie de la ltOisième propriété, on a: 

C=C'<=>A= Bou I-< =Oou 1 - / = Oou I/{= k. 

Puisque k/ '" 1 donc C = C' <'> A = B ou k = 1 OU / = 1, conditions f.Jciles 
il traduire en termes de transformations. 

A:\':-.iEXE 1 

Démonstrations des tlléorèmes et définitions de {'llOmotllétie 
données aux élèves 

Démonstralion 
.. Soit T t le Ihooreme : 

[(A, a) * (B ,~) = (0 , a +~) el (A ,)'1) * (G , ~o) = (0' , "1');+ ~)l 

=> lG = G' <=> A = B Ou a = 0 ou ~ = 0 ou y = 01 . 
La démonstration repose sur les propriétés des barycentres : 

Les hypothèses peuvent se traduire par : 

a + ~ ... Oel AG=~Aâ 
n+" 

ay+~ ... OetAG'= /lô AB 
ny + /lô 

Sous ces hypothèses : 

G = G' <=> ~ AB = /lô AB <=> A = B ou a=O OU ~O oU y= 0 
a+~ ay -./lô 

.. SOil T, le thoorème : 

)'." 0 => [(A, a) * (8 , ~) = (G . a + P) <=> (A , 'lU) * (B ,)j3)=(G,y(a+~»l 

- Ce théorème peUL se démontrer dlfectement : 

Si r'" 0 alors (a+p '" 0 el AG = ..LAâ) <=> (a ~ '" 0 ct AG = Ilx~ AB) 
a+~ o.y+ 1 
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- 11 est imêres&1nl de démonlrCr à l'aide de la logique formelle qu'il se déduit 
deT. , 

En effel, soit p. la proposition (A, Il) * (6 , ~) = (G , U + Pl 
et P,ia proposition (A , ')U) * (B, PÔ) = (G' ,(1,"(+ j3l) 

Puisque Tl est un théoreme 
donc (P, ct P,) =)(y = Ô ,,",0 = 0') est un théorème 
donc (P, et P, el y= ô) => (G = 0') est un théoremc 
dOliC (P. el P, CI"( = Ci) ""' (0 = 0 ' el P2 el y = Ci) est un théorème 
donc (P, el y= Ci) => [P, ""' (0 = G' el P, et y= Ci) eSl un théorème, 

la proposition 0 = G' et P, et y = Ci 
équiv"ui à P, : [(A, ')U) * (B , "!P) = (G , y (a + P»I 

la proposition P, et y= Ô 

équivaui à (A, ')U) * (B , "!P) = (G ' ,y(u+ Pl) 
G' n'ayant aucune autre occurence dans le Ihéorème, celle dernière proposi­
tion poslule donc simplement l'existence d'un baryoenlru du point A muni du 
coefficien t ')U el du point B muni du cocffieienl ~y, 

Donc (a + P '" 0 et y'" 0) ""' (P, ""' P,) esl un théorème 
donc y'" 0 ""' [a + p = 0 ou (P, ""' p»)] est un théorème 

Donc 

mais si u + P = 0 alors P, ""' p) car Pl est faus,;c , 

Oone y'" 0 ""' (P, => P,) esi un t~orème, 

Puisque 111' '" 0 donc P, ""' P, est un théorème, 

y'" 0 ""' (P, <=> P,) est un théorème qui découle de TI' 

Définition d'une homothétie, 
k élam un réel non nul et n un point de l'espace, on appeUe homolhéûe 

de centre n ct de rappon k , ct J'on note ho;., l'application de l'espace dans 
lui, même qui à lou t point M fa it correspondre le point M ' défini par 

nM'=kUM 

TI suffit de ren.placer le mot «espace> par le mol . plan» pour obtenir la 
définition donnée Cil seconde, -Mais QM'=kQM<=>QM '=knM '+kMM'<=>kM'M+(I-k)M'Q=O , Par 

conséquenl, le point M' peUl aussi bien être défini comme le barycentre du 
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poinl 0 muni du cocencienl (l - k) el du poinl M muni du coefficienl k , ce 
qUI donne une seconde défini lion des homothéties équivaJenle à ln première : 

Dernière définition d'une homothétie: 
k étan l un réel non nul cl 0 un poinl de l'espxe, on appelle homothétie de 
centre 0 Cl de rappon k l'application de l'espace dans lui-même qui, à IOUI 

poin! M rail correspondre le poin! M' barycenlre de n muni du cocfficien! 
1 - k CI M muni du coeffic ienl k. 

ANNEXE2 

TD 
Composition des homothéties 

(Niveall : fi" de 2'" • début l '" S) 

SOlI deux homolhélJes "A~ el "B, 
hA" lis.l 

M ---lI M' - - -l M" 
f 

/(M)=M" 

l' s'appelle la composée de hA,. el hB.I 

1) Définir de la même façon g = "A}, 0 "8, 

2) SOlI M Cl deux poillls du pl"", Construirc/(M) el/IN) 
el g (N) œ-ons les cas suivanlS : 

1 ensuite g (M) 

a) A = B k = 4 1 = - 1/2 c) A ,. B k=4 1= -1 /2 

b) A = B k = 1/4 1 = 2 d) A " B k = 1/2 1=2 

3) Montrer que hA~ (M) Csi barycentre de (A , 1 - 1.) el (M , k) , Som-œ les 
seu l~ cocfficien!s possible, ? 

4) Montrer que si M' esl baryeenlre de (0 , 1 - k) el (M , k), alors il existe 
une homOlhé lie li de ccn lre 0 cl de capporl k lelle que ho.< le Ile que 

ho.,(M) = M' , 
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S) Traduire en lennes de barycentres: 

a) M' esl rimage de M par hA" b) M" es! ri mage de M" par ils, ln 

6) Montrer qu'il exisle un point C tel que M" soit barycenlre de C el M avec 
des coefticients à préciser. Peul-on cn déduire la Mlure de!= hB .. lnohA ,.? 

7) Détcnniner la nalure de g =hA,. 0 h8"'1l • Peul-on avoir! = g? 

8) Montrer que fl8l • hA. III esl une II:lnslation. El hA,l ll • hA). '/ Peuvenl-eUes 
être égales'! 

9) Cas g~néral : Montrer que la composée de Ir". el Iro) est soit une homo­
thélie. sail une translaûon. 

10) Comparer "B.I . hA~ el hAJ> . hB.1 . 

un exemple de construction 

É ONCÉ: Construire le barycentre G des points A, B et C affectés 
respectivement des coetficients l , -, et 2. 

SOLUTION: Il y • trois soluûons possibles : 

1) Par défin iuon : GA . GB + 2GC = 0 donc BA + 2GC = 0 

donc CG = 1{2 BA 

2) On peul aussi utiliser l'un ou l'autre des arbres suivums : · 'r ': i' :0,: ,,'C i" ~',~: :'::: )o~CO) 
G est le milieu de lA , Gd 

(G , 2) 

b)lA . 1) 
1 

(C.2) 
1 

1 
(G2 . 3) 

(0.2) 

(B. -J) G, eSlle barycentre de (A.I) el (C.2) 

donc CG, =I/3CA 

G esl te barycentre de (G,,3) el (B,-I) 

-donc Op =1{2Gp 
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B 

Le poinl G esl le poinl de concOurs des dmiles (AG Il. (SG ) cl de la paraUè­

le 11 (AB) paSS3m par C. 

RECREATION 
Le diagramme montre 5 cardes identiques. Tracer 
une ligne droite telle que l'aire totale des disque 
soit pMagée exactement en deux. \ 

r • 
l Sila partie hachurée est un carré. calculer son 

aire. 
"'--- ----"" 

Choisir un point P à r,ntérieur d'un carré unité, Joindre ce [2JP 
point aux deux sommets à la base du carré. Ouelle ost la 
probabilrté pour que la triangle alnsllormé sort acutangle? 

T,aduir de "Marhemaric leacher" pa' G.80RJON. 
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