
Etudes 

Pavage de l'espace avec 
des polyèdres 

réguliers convexes 
J. de Biasi 

!REM de Toulouse 

L'IREM de Toulouse a publié deux aUI"-dg" de R. d,' BIAS'I cOfl.acrt. 
GlU pavages réguliers ou semÎ~régliliers du plan . Dans cel of"licle. 11010 

réunissons q"~lq,,es rtslIlullS COllcemQ},/IUI probl~me allaloglle dan. l' tspO­
ce. PrérlSOI/J qu'il Il')' a ici, de IIotr, part, rlell d'ol1g;,,,<1 __ les rillq poly­
èdres régillitrs convexes solll COlillUS depuis J'anliqll;'~ et l'idée de pa~rer 

r apoce avre de tels solides a fait l'objet d"lII problème 011 COIlCOllr. com­
mun "Milles el POIIIS" de 1982. 

1. Les cinq polyèdres convexes, 

Un polyMre convexe esl dil régul icr s'il esl inscriptible dans unC sphère 
el si ses [aces sonl des polygone,~ réguliers convexes isométriques_ 

Pour un lei polyMre, on nOIe S, A, F, p, q respeclivemenl le nombre de 
sommets, d'arêles, de faces, d'arêtes timiUlJ1l une race, d 'arêles abouLissanl à 
un même sommet. Ainsi, pour le cube : S = 8, A = 12, F = 6,p = 4 el q = 3, 

Emre les nombres S, A, F exisle la relaûon d'EULER-POINCARÉ 
S -A + F = 2 (R)-

Voici une démonstration de celle relation due à EULER CI . __ reprise par 
bien d'autreS_ 
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Considérons un graphe plan cOnnexe ayant S sommets, A arêtes, F faces 
(réglons limitées par les arêtes) el monllOns que (R) eSI vraie pour ce grnphe, 

Rmsonnons par récurrence sur A. 

(R) eSI vraie si S = 1. A = 0 puisque d:ms ce cas F = 1. 

Supposons que CR) soil vraie quel que soie S pour loul grnphe de n arêles. 
POur un gfllphe G ayanl A = " + 1 arêles, deux cas se presenlent : 

1°) G n'a p"s dt cye/ts; G n'a donc pas qu 'une seule (ace. Montrons qu 'il 
dSle un sommet qui esl l'ex crémi té d'une seule arele. 

Pour el". panons d'un sommel quelconque: s'il eSI exuémilé d 'une 
seule arêle, c'esl lerminé ; sinon, il eSI extrémilé d'au moins deux arêtes el, 
en sc deplaçanl sur l'une d'elles, puis éventueUemenc sur une autre consécu­
tive "celle- i cIe . ... on abouut nécessairement à une excrémil6 E puisque G 
n'a pas de cycles, 

Soit alors le graphe G' oblenu en enlevanl 11 G. E el l'arête dont il est 
l'extrémité. OnaS' =S - I ,F' =F,A ' =A · 1 = n, d'où:S-A +F=(S' + 
II - (A ' + II+F' =S' · A' +F' +2, 

2°) G possède 11/1 cyclt Supprimons une arête de ce cycle. On obûeOl un 
graphe connexe G' ayanl S' = S sommets A' = A - 1 = " arètes el F' = F - 1 
faces . 

. . . . ...... ~ ... 

Onadonc : S-A +F=S' - (A' + II+(F' + l) = S'-A' +F' =2. 

Ainsi, la relation d'EULER-POINCARÉ csl vraie pour !DUS les graphes 
plnns connexes el par sui le, par projection sléréographique pour 10Ul gmphc 
sphérique connexe el donc, pour tout polyèdre Onvcxe . 
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Contrairement au cas du plan où pour tout l' :2 3 il existe un polygone 
régutier convexe de p cÔtés. dans l'espace. il n'existe que 5 polyèdres régu­
tiers convexes. Imuilivement cc resullat peUl se justifier ainsi. Imaginons un 
parapluie. ayant q baleines équirépruties autour de sa poime. passant de la 
position fermée à la position ouverte maxinlUm (ou limite) , les baleines. sup­
posées rectilignes, éL~nt alors dans un même plan. Dans la position nliliale. 
les angles fonnés par les baleines consécuLÎves ont une somme nulle e t dans 
ln position finale, ceue somme vaut 360°. Dans un polyèdre régulier, il en 
résulte que la somme des angles fonnés par les arêtes conséeuLÎves aboutis­
sanl cn un même somme t est ellcamême sLriclcment comprise entre 00 et 
360". Or, en un même sommet abou tissent nu moins 3 arêtes (q :2 3) et les 
angles correspondants sont donc inférieurs strictement à 120· , COlOme les 
angles d'un polygone régulier convexe de" côtés mesurent (p - 2)!p) 180·, 
c 'est à dire suœcssivement 60° pour le triangle équilatéral. 90° pour le C31Té. 
108" pour le pentagone régulier, 120° pour l'hexagone régulier .. , (cene sui te 
étan t ,trictemcnt croissante avec pl. les seules possibililés pour un polyèdre 
régulier sont donc : 
l' = 3 """es : lriangle quilatér:ll q E 13 . 4 • 5) 
" = 4 faces: carré q ~ 3 
p = 5 faces: pentagone régulier q = 3. 

Il Y a donc au plus 5 polyèdreS réguliers convexes. 

Redémontrons leur existence et leurs caractéristiques. 
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Comme chaqœ face eSI timilée pat p 3Iêles 1 que chaque 3Iêle appar­
tienl à deu. faces , on a 2A = pF. De manière analogue, puisque chaque arelC 
esllimilée pat deu. sommelS, ,on Il 2A = qS. 

De ces égalilés on déduit. grâce 11 la rel3ljon d'EULER-POINCARÉ : 

S = 4p A _ 2pq F 4q 
'lp+2q-pq 2p+2q - pq 4J+2q - pq 

Tous ces nombres doivem êlTe po iüfs el en particulier on doil donc avoir 
2p + 2q - pq > 0 soil (p - 2)(q - 2) < 4. Les seuls couples (/1 . ql d'cotiers 
nalurels supéneurs ou égau~ 1l 3 el vérifiam ceUe inégnlilé sanl : (3 . 3). 
(4,3), (3 ,4), (5 ,4), (3,5). 

Ces valeurs conduisenl a", cinq polyèdres réguliers cOllve.es classiques, 
connus el abondammenl éludiés depuis l'Anuquilé. 

p q S A F 

3 3 4 6 4 Tétraèdre 

4 3 8 J2 6 Cube 

3 4 6 12 8 Octaèdre 

5 3 20 30 12 Dodécaèdre 

3 5 12 30 20 Icosaèdre 

II,Pavage de "espace avec des polyèdres réguliers_ 
On SôlJI que le pavage du plan, avec un même Iypc de polygones régu­

liers, eSI possIble de plusieurs mnnières: avec des lriangles équU1Ilér.oux, des 
enrrés. des hexagones .. . 

Pour l'espace, il esl bien connu qu'cil empilanl des cubes isoméuiques, 
on peUL le remplit (nous dirons encore le paver) Sans lrusser de vides. Mais. 

l-Ce possible avcc un nuire polyèdre régulier que le cube? Pour cela, il fau ­
drail qu'aulour d'une m~me arêle, On puisse juxUlposer un nombre emier de 
ces polyèdres donl la somme des angles dièdres ex correspondants soil égale 
à 360° (ainsi avec les cubes : 4 x 90 = 360). Il faudrail donc qu ' JI e.isle un 
emier naturel dont le produit par ex soil égal 360°. Nous allons voir qu 'en 
fail, ceci n'eSI vraI que pour le cube. 

Formulefondamentale d. III trigonométrie ph/rique, 

Soient dcu~ demi-plans f' el P' sécants SUivanl une droile D puis 3 vec-
~ 

leu", i ,j ,k ,uniUlires, avec i poné par D, 1 appane"anl à P (resp,k à 
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IQ;lu,!,drc cLeuioë. pu Uoftafd 6~ Vina. 
"..u !~ Dt ..u.. /'#"",'iMt de fP'l l.,..J,iQ PlIdoh. 

Oodiacdle d~niM, p~1 Uoa.ard d~ VIftd, 
pouf k th 01./ .... f',~,,_ de Fn LLKII P.cioIi. 
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P') ct enfin, 2 vecteurs ii et;' , uni­

taires, ii appartenant à P (resp.;;: il 1"). 
tous deux étant perpendiculaires 11 D . 

Les trois vecteurs i • j • k définissent 
un trièdre. Notons a, b, c, Cl respecti ve-

ment les allgles V. ,n . (k , il , li, 7l , 
(ii. ,,~I ' ct Cl le rectiligne du dièdre 
formé par les demi-plans P ct P' . 

~ 

D'une part, on 3 : i .k = cos a : 

T 

D'autre part . on a: i =icosc +üsin c et k =icosb +u'sinb d'où 

f.; = rosb.rose + ·'nb.sine.cosl" 1/ ,1 = cosb,cosc + sonh.sine.cosCl. 
11 en résulte la FormukfondamellÙllt dt '" trigonomltrie $phérÙlUt: 

1 cosa = cosb.cosc + sinb.sinc.cosa 

Calcul dt l'angk diUre a d'un polyèdre rigulkr. 

Nous noterons respectivement a,. a." Cltt . a, cet angle pour le tétraèdre. 

l'octaèdre, le dodécaèdre, l'icosaèdre réguliers. 

Té/faUr. régu1iu : Les arêles issues d'un mCme sommet forment un 
trièdre pour lequel {/ = b = c = 60". 

Y; . y. 
11 en résullc: rosa, = 2 4 =1 d'où Cl, - 1,23 1 rnd - 70.529° . 

Y.; 3 

Or, CO 21t jf5 - Il < l et cos 21t =1> l 
5 4 3 6 2 3 

D'où 21t <a,< 21t et iJn'c"isledoncpask e Ntelqueka, =21t. 
6 5 

OCloMre régulier: Dans ce CJS. a = 90°, b = e = 60". " en découle 

541 

Bulletin de l'APMEP n°386 -  Décembre 1992



cos Ilo- i puis Ilo· 1,91Ornd - l09.41o 

D'où 2; < Ilo < 2; et il n'existe donc pas kEN tel que kilo _ 2x, 

DodicaMre rigI/lier: Ici a - b - c - 31</5 (angle d'un pentagone régu­
lier), 

Or, OOS 3x __ rs . 1 ct sin 3x _ 1. V 5 + rs . 
5 4 5 2 2 

Il en résulte cos "d- -1 puis Ild- 2,034 rnd - 116,565° . 

Doù 2; < "d< 2
3
" et il n'existe donc pas. E N Il:l que klld - 2x. 

/('osaNre l'tg/dier : Ici a - 31</5 et b - c - x/3 d'où l' on déduit : 

aJSlli-- rs puis lli - 2,412md- 138, 190' d' où 2x < Il i < 2x et il 
332 

n'existe donc pas kEN tel que k"j - 27t. 

El! oonclusion, en n'utilisant qu'un même type de 
polyèdre régulier, on ne peut paver l'espace qu'avec 

des cubes. 

RECREATION 
Dix cartons sont placés sur un tapis roulant '1 ~ 
comme la figure l'indique. Le bras mécanique B 6 l 5 \0 ~ ••• ~ 
qui est utilisé pour les classer par ordre numé- ~ • • • 
rique de la gauche vers la droite peut prendre ~ 

3 cartons adjacents et les placer en haut à droite du tepis roulant, alors que 
les autres cartons glossenl pour boucher la brèche. Pouvez-vous classer les 
cartons en 5 mouvements? 
Traduit d9 'Math9matic t9achmg' par noire collègue G,BORION. 
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