
COllrrierlfes !('CtellfS 

RRAYNAUD a certainement éw­
dié de priJs l'ouvrage de 
G.GLAESER «Analyse et 
SyJ/tMse», I/lle de 1I0S récemes 
publications et nous fair parr ici 
de quelques notes de lecture . 
«Bravo» dit /' auteu/" 
G.GLAESER, «je suis heureux 
d'avoir atteim mon objecllf, à 
savoir soulever des questiolls el 
illciter les lecteurs à trouver 
leurs propres répollSes.Il Il'y a 
pas de malliiJre LUlique d'arriver 
au but. et tout ce que dit 
RRAYNAUD est l/IIe réponse 
plausible» . 

Analyse et 
synthèse 

R.Raynaud 
Digne 

Dans la publication «Analyse el Synthèse» de 1'A.P.M.E.P .. G.GLAE· 
SER examine et commente les multiples sens que les mathématiciens Ont 

donné à ces deu~ lennes au cours des siècles. 

Après ravoir remercié de sa très inleressanle étude, j'exprime le regrel 
qu'à J'occasion des problème de construction , de lieu géométrique et 
d·équation . il n'ait pas menûonné clairement une acception de ces deux moIS 
très COtmlnle Il pUr1Îr des années 50. 

Du 8 .. lIelill de seplembre 6O,j'exlmis ce passage de la note préliminnire 
au programme de seconde: 

-L'élude systématique de problèmes spéculatifs, c·est·à·dire de 
problèmes proposant la recherche d'éléments dont l'existence doil 
être mise en cause (Iels les problèmes de ,ieu géoméUiqus", les 
problèmes de 'construction', les problèmes de 'réSOlution' d·équa· 
tions et d'Inéquations ... ), pennettra dde dégager un certail nombre 
d'Idées générales concernant la conduite logique d'un raisonne· 
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ment : ANALYSE, SYNTHESE, emploi de condilions à la fols néces· 
saires et suffisanles, transformation d'lIl problème en 1Il problème 
éqLivalent •. 

Dans ses exemples de "problèmes spéculalifs", G,Glaeser, au lieu ede 
présenter une ANALYSE et SYN11ffiSE au sens de la OOle, préfère exposer 
la démarche du "novice" habitué (à qui la faUle 1) Il cheminer dans le 
brouillard des "EQUIVALENCES IMPARFAI1CS", des trnnsformations 
noo régulières el des "REDUCTIONS" appro)timaLives: 

Extmpl. 23 .' Etant donné un nombre positif a, résoudre dans R l'équa-

tion (E) Ya -Va + x = x ' 

Je cite l'auteur: ./1 est paifaittmenc raisonllabl. de ,!UbstÎluer d lE) des 
équations lE') obtenues par des Iitvations au carr~, 

L'op/ratloll st pollrsult "droit d.vanl soi" . Le critift de pr08r~s est la 
di"ùnU/ion du nombre des radicaux. 

On aboutit d (E' ) (a - x')' • (a + xl = O. cOllsciellt d. ce que tOUI. 
solution dt lE) satisfait diE') salIS qlle la réciproque salt assurée .• 

Aprè.s avoir expliqué comment factoriser le premier membre de (E'). 
l'auteur continue: • lE') s'écrit alors .' 

lE") (x'+.1:+ \ .a)(x2 • .1:.0)=0 .. .. cie . 

• Le bénéfice recueilli por celle rUuerion 'SI qu'au lÜ!u d'avoir à cher· 
che, ks solU/ions de (E) dans R, il suffil main/enanl de /es curcher dltn. 
un ensemble fini ayant au plus" llimenls, Ce Il' esl plus qu' !UI ' ,'érjfu;a· 
lion de rowifte,JI 

Le passage que j'ai otis en relief, qui m3lque le progrès accompli eSI, au 
sens de la "note' mppcJée, 

1°) la cOllclusion d'une analyse, 
2°) /'anwrct d'une synlhlse , 

l'une et l'autre non déclarées, 
El encore cette synthèse est-eUe suggtrée par un mot qui nc convient 

pas : que vérifie·t-on 1 Ce que l'on a ÙTIprudemment affirmé. Or. ·t-on dit 
que les solutions de E" étaient solution de E ? Non. U ne s'agit pas d'une 
vérification, mais d'une mise à "épreuve. 

J'ai un mauvais souvenir de mes débuts, quand 11 coups de «on n., .il 
vient» , «00 peut écrire", on passait de ('&Juation E li ('équation E", Après 
quoi, on «vérlrlalt» ... E avait des racines qui .conve.oaient». d'autres non. 
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Je ne fais pas à G.G1aeser le mauvais procès d'encourager ulle telle praûque. 
Mais le «d,oit devant soi. mécanique et Il. '''',t,ificUlion de routine» qu 'il 
semble admettre risquent d'y conduire. 

J'aurais donc préféré, biLa dans/e cadre de l'ou"'''ge, une résolution de 
E par analyse et synthèse proclamées : 

Soil S l'ensemble des solutiolls de E. 

l)ANAT..YSE 
Supposons S non vide et étudions un élément.ro quel onque de S, XO est 

une solution de E. 

Donc (1) (égal ité). 

De celle inJonnaûon relative à xo. complète mais secrète, nous allons 
essayer de tirer des renseil!1lements plus parlants .. , mais aussi peut-être 
moins spécifiques : 
Lorsque deu~ nombres sonl égau~, leurs carrés sont égau~. 

l 
Donc a· "0+'<0 : ,(. (2) (égalité). 

2 
Et a·xo- "0+'<0 (3) (égalité). 

2 

Donc (a«~ = a+.to (4) (égalité). 

Etc. 

Donc (x~+XG+ l'O)(x:.xo·a)-O (5) (égalité). 

Et comme je dispose, «novice» averti. d'une rccclle .déjà utilisée entre 
(4) et (5)· pour résoudre les équations du second degré. j'enchaîne : 

Ceuc égalité montre que .tg est une racine des dew< éqWltiOOS : 

l 2 
e, :.t + X + 1 • a - 0 C2: x • x . 0 - O. 

Désignons parS' ['ensemble des mcines de el et e2 et concluons : 
S est inclus dans S' , 

Le problème n'est pas résolu, mais comme le dit G.Glaeser.le progrès est 
considérable. car ln conslroction de S va se tenter maintenant. non plus à par­
tir de l' immense R. mais à partir du petiLensemble S' . qui a. a" plus. 4 élé· 
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menrs. 

Panlllhise : 

1°) L'analyse a procédé par égalités affirmées, lerrain solide pour le 
débutan~ el qui permel une rédaction plus facile el plus sûre que celui des 
équations. Le passage des égalités aux équations a élé clairemenl indiqué. 

2") Le mot de liaison entre une égalilé el la suivanle a élé la conjonction 
.donc» qui marque la conséquence: de lelle égalilé el de leI théorème, au 
besoin rappelé, je déduis Ielle autre égalité. C'esl . donc» qu'il faut utiliser 
el non «=:)>> : 

P élant unc proposition vraie el Q une autre proposil.ion, l'affumalion 
(~Q) n'est qu'une manière pédante d'énoncer Q comme vraie sans invo­
quer le moindre lien causal enlre P et Q. 

Fin de la par~IlIMse. 

Nous voilà donc au poinl de Ienter la synthèse de S 11 partir de S' . 

Mais, avanl, /le pourrait-on affiner /' analyse? 
2 

A l'occasion des égalités (1) puis (3), on note que xo 2: 0 el a - Xo2: 0 

c'est-à-dire que O:S; xoS Va 
Peut-être allégerons-nous alors la synthèse en précisanl que 

S est inclus dans l'intersection "de S'et lO , Va J. 

EllUIlons S" : * L'équation el a 2 racines de signes conlmites. 
- Celle qui est négative n'appartient pas 11 S". 

- L'autre .!. + -~ . supérieure à Va, non plus. 2 'V 4~ u 

* L'équation el a 2 rocines à condition que a 2: ~ 

- Si a < 1 elles sont toutes les deux négatives, 

- Si a 2: 1 une seule est positive: - ~ + A ,et elle est infé-

rieure à ra 
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** Bref, 
1°) Si a < 1 sn est vide, Notre hypothèse .. S es t lIOn vide» nous accule à 

une contradiction, Elle est fausse, Donc S cst vide. Et l'analy e nous a suffi 
pour conclure. 

2°) Si a <: 1 sn = { - ~ + vi a - ~ } 

La synthèse va être tentée à partir d'un singleton. 

Il)SYNTITESE dans le cas où D 2 1. 

Posons maintenant '-0= -! + vi a -~ , (définition qui n'est pl us celle 
2 4 

de l'analyse) et examinons si 1'0 veut bien être solul ion de E. «Essayo!lS» ,xo, 
meuons-Ie à t'épreuve : 

,xn, racine de c, ' salisfai t aux égalités (5) et (4). 

2 
x 0'; li donc .1'0 satisfait aux égalités (3) et (2) . 

.1' 0<: 0 donc.to satisfait à t'égalité (1). 

Donc .1'0 est élémenl de S. 

III) CONCLUSION. 
1° Sia< l,alorsS =0 

2° Si a <: l , alors S = { - t + vi a -~ } . 

RenU1rqlle 1. 
Que l'on discute le bien fondé des noms d'analyse et de synth~ donnés 

aux deux démarches, c'est possible. Mais la méthode el le-même, q ui cst 
naturelle, qui sécwise le débutant CI lui permet une rédaction simple. gardera 
son intérêt 
Remarque 2. 

Comme le dit G ,Gluese., la résolution de E par enchaînements d'équiva· 
lences est autrement «faligallle» ettcodue. n la suggère sans commentaire : 

âo--{(iil = x )<=>(o-Yo<-.x =x' Cl ,x 20)<=>~o-X f = a+x el.< 20 et 02/) 

Elle est bicn difficile à concevoir et à rédiger pour nos «débutants •. 

JO Parce que les énonœs entre parenthèses n'étaJJ( des propositions Que 
pour cen aines valeurs de .t. il leur faudra au mOins donner un nom, par 
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exemple Da' il l'ensemble de ces vnleurs, aVBnt de pouvoir lancer les équiva­

Icnces :'rIxE Da da -Ya+x = _t ) ... ... clc. 

Et qu'ils devronl, en bout de chaîne, savoir expliquer pourquoi les solutions 
du système mtionnel obtenu appartiennenl à Da. 

2° P-.uce que les occasions de couper la chaîne ne manquent pas : 
Soit pour effeclOer un calcul annexe, 
Soi t pour rappeler le théorème clef: 

«X élll11t un réel positif et Y un réel : <YX = y ) ... ex = y l el Y ~ 0)>> 

Et l'expérience montre que chaine COllp~' UI raremml bien reIlOl/te. 

Cepeodant, il serail souhaitable que nos élèves de seconde soient 
capables fde maîtriser ce type de misonnement ; bien cnlcndu, 11 l'occasion 
d'exemples conl',nable=1II choisis. 

Cel,,; de G.Glaestr me IrOllble : 

Factoriser le premier membre de E' exige un tel métier, que celui qui en 
est capable a dépassé ou, je l'espère, n' a jamais rencontré, le stade supposé 
où l'on pousserait la mécanique «droi t devant soi» à coup de réductions 
approximatives et «d'équivalences imparfaiICS • . On peut résoudre le problè­
me en toute sécurité IX" analyse el synthèse ou, mieux, par propositions 
.parfailemenl » équivalentes. sans 4:prendre ronsciemmen' le riSqltt de 
perdre des solillions .n rOll le ou d'en illlrodlilre d'étrangères. comme 
semble l'accepter l'Duteur. 

Me lrouble égalemenJ /' e .. "'ple 24 où un problème Pest dil .réduit. à 
un problème P ' qui n':. pas 1 même Solulion que P. Est-ce là un autre 
exemple de -l'errtur .'Olon/mre qui s<ra corrigée plus loin. comme dan., 
l'exerc ice 25, ou bien est-ce le sens strici que j'attribue au mOl réduction 
(comme BU mot équivalence) s'accommederait aujourd'hui de traces 
,d' imperftctiollll-? 

Ces quelques réserves, toutes pe!Soonelles, n'enlèvent évidemment rien à 
la qualité du travail de G.Glaeser. 

Et j'en recommande la lecture il ceux qw ne le conn3Îllllicnt pas encore. 
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