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L'arlicle de Guy Heuzé, dans le Bulle/in n0381. 3 le mérite d'attirer 
l'auenlion sur des anneaux qui, dans un cas particulier évoqué ci-dessous, ne 

sont pas u.ueUement considérés, Mais il uLilise une défmition de Z(1aj qui 

n'esl pas la déflfliuon classique, ce qui risque d'entraîner unc confusion, 

Tous les aUleurs que j'ai IU$ à ce sujel, el nolamment Châlelet, Bourbaki 

et Le Lionnais, sont d'accord pour désigner par zlvaJ, a étant un élément de 
Z salis facteur carr! (appelé par Chiltelel semi-prtmitr), l'anneau des entiers 

du corps quadratique Q!vaJ (ensemble des .r + y{â , x E Q , y e Q ), ce 
qui eSI un cas particulier d'une notion générale, se caractérisanl id comme 

l'ensemble des ~Iéments a du corps, de conjugué lX" ,donlla trace a + lX" el 

la norme N(a) = a,a son! éléments de Z, 

On démontre aisément que, lorsque a n' es/ pas mulliple de 4 plus 1, C'esl 

l'ensemble des .r + y-lO, x E Z , y E Z, mais que lorsque a esr mui/;p/~ d~ 

4 plus l , il faut ajouter à l'ensemble précédenl celui desT+ ~ avec x el y 

impairs, Bien entendu, lorsque a est négatif. on peUl introduire b = - a. notant 

l'anneau zldbl, Le cas particulier est donc dans ce cas b multiple de 4 plus 
3. 
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L'intérêt de la définition usueUe, qui diffère donc de celle de Guy Heuzé 
pour a. 1 (mod 4), est, non seulement d'obtenir un cas paniculier d'une 
n(l(ion générale, mais aussi d'aboutir il la ,[I1JctUTC (ralllle014 de Dedek/lld. 
enrraînant des conséquences très intéressantes. Dans la suite. nous nous mli· 

miterons 11 zldbl avCC 0> 0, distinguant b = 3 et b. 3 . modulo 4. 

Un anneau de Dedekind est notamment inllgralemenr clos. Par contre. 

l'anneau A des , + iyy 4k + 3 (x e Z, y E Z , k fixé sur N) ne possède pas 

celle propriété. r lémcOl du corps obtenu pour .t = }' = 1/2 étant racine de 
.,2 . .r + k + 1 à coefficienlS dans Z. bien que n'appartenant pas à A. 

La démonslJation de Guy Heuzé sur l'anneau des ,+ iy{b (x E Z, 
y E Z. b fIXé sur N) est en fai t vala"le pour tou t b impair;;' 3. Il n'est pa>; (lif· 
fici le de l'étendre au cas de b pair. 2 éUlnitOUjours irréductible et ne divisant 

pas 2 + db et 2· l{b . puisque 2L- + ,yVb] = 2 + db conduit 11 2y = 1 
impossible. bien qu'il divise le produit égal ~ 4 + b. pair. 

Un anneau de Dedekind est pnllcipo/ lorqu'U estfaclOriel . il y a dODC 3 
cas possibles: euclidien. princlpai 11011 ellclidiell ./ ' /V II factor/do La 
démonstroûon de Guy Heuzé ains i eompWée prouve donc que, il part les cas 
usuels de b = 1 ou 2, le premier elle deuxième cas nc peuvent être obtenus 
que lorque b " 3. modulo 4. 

Dans -ùs nomores remarquables., Le Lionnajs indique que zldbl. au 
scns usuel, est euclidien pour b = 1. 2, 3, 7. II . principal sanS 8tTe euclidien 
poor b = 19, 43.67, 163, non faclOr/el dans tous les autres cas. La démons· 
tration date de 1966. mais on savait déjà avanl oelle date que les 5 prernjères 
valeurs indiquées de b conduisaient à des anneaux euclidiens. avec la fonc· 
tion N(c;t) . C'est notamment proposé en exercice dans /'Alg~o,.e de Bourbaki . 
chapilre vn, paragraphe 1. exercice 1 l, d.1ns l'édition de 1952. 

Je ne comprends donc pas que Dieudonné (dont je D' ai pas lu le livre). 
déclare qu'il se pose un problème d'anneau euclidien pour les valeurs 3. 7 . 
JI de 0, la réponse étan t posit"'e avec la définition usuelle. dans Bourbaki., 
dont Dieudonné eSll'un des plus illustres fondateurs, el négative dans le sens 
de Guy Heure. de façon évidente, un anne.1u euclidien étant principal , donc 
de Dedekind. donc intégramlement cloo. contrairement à ce qui a été montré 
de façon immédiate ci·dessus. 

L'uûlisation de la dêfinilion usuelle juslifie l'emploi çonMunt dans les 

exemples de ZIi'{5'I. 5 étant lu plus petite valeur de b caractérisant un ca~ 
Don factoriel. 
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N.D.L.R. 
D·antér .... nles précisions nous sonl ~galemenl apportées par Michel GUILLEMOT 
(foulouse), qui rappelle lout d'.bord III ciLltion ex",,", de Jean DIEUDONNÉ : 
«Lorsqu'on vtul gln~rQJiser de la mime manière /a division tuclidienne 

dans l'anlleau Z(f51, 011 <II dMuit des rMor~mt's rour à fair allalogues, 

malheureustmenl on a dl.f1UJntré que Ct fi 'UI possIble que pOllf lUI nombre 
fini d'e"'/ers D non dlvlsiblu par lin carrt ; pour D < 0, les l'Gleurs pas· 
srbles de D som -l , -3, -7 er -ll . En fai r, il y a une /lrfiniri de valtl"s de D 
pour lesquelles 1/ n'y a pas de dtcompos/rJOII unlqlle en facrellrs premiers ; 

par exemple pour D = -5, 0 11 a 9 = 3.3 =!2 + V-5]!2 - V-5] er 011 peur 

prouver que 3, 2 + n . 2 - Çs sa", premiers. (p.191) 

M.GU ILLEMOT donne par ai lleurs J'excellente référence bibliogrnphique de 
François LE L10NNAIS :"Les nombres remarquables", où l'on peullirc: 
.Corps qlllldrarlqllts complexes ; JI exisre lIeuf "aleurs d. d rtl/es que le 

nombre de classts de diviseurs de QlY-d) soir i gal à l , c·esr-à-dl,. dalls 

lesquels rour enrier se d/compost de monitre ""/que, à /'ordre pr~s, en un 
produir de f acrellr.> premiers. Ce som d = 1. 2, 3, 7, )] , 19, 43 . 67 er 163. 
Gauss avair d/jà dlrermini ces l'Qlew·s. mols il a fallu auendr. 1966 pour 
qr~ /'011 dlmo",re qu'il Il 'ell exisrair pas d'allires. On nOIera tgalemeIU que 

QlY-d) n'tS( pos errcl/dien' (p.6 7) 

NOire coll~gue cite enfin le .DUi algébrique» de Clnud. MUlUfian, qui 
démontre (vOlume 2) de nombreux résul lalS sur les extensions quadr.!liques 
d'enliers: 

«l'orlr " :;; - 3 OU" = 1 (mod 4). Z!v'iil ,,'esr pasfacrorlel- (p.253) ; . SI 2 

esr Irréductible dalls Z!Ynl , cel all/ltall Il 'esr pasfacrorlel .• 
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