
Les Problèmes de l'Â.P.M.E.P. 

Celle rubrique propose dt< probltmfS choisis pour 
/' OriglMlilé d. lell' caraClire: eSIMliqu~ •. wblil. IlIgé
IlÎeux voire rtcr~olif. dom la résolmiolJ "écessilc illilia~ 
lives, démarche inw!nr;,,'e. reclU'rche, efforl/Illel/ecfile/. 

Elle. accuâllt: fùuS ceux qui aimelll ÎlB'flller , cher
cher de «beaI/x prablimes •. . . si possible Irouver des 
sn/mions. el les lIu'ife a dOllner libre cours à leur imagi· 
Ilolioll cr~africt. 

Priorité est nalllrellemtlll rfstn'ée aux tnollcés 
composés /Jar des colMguts el art dialogue ou\'erl t!lllrt 

eux par le jeu des "panses el des SOIUliolls qUJ SOIII à 
cm'oyer à /' adresse sun'Ollie (répOI/US à des prob/~mts 
différellls sur f euillts sépories S.I'.P ). 

François LO JACOMO 
2/ rue Julit/le Dodu 

75010 PARIS. 

ÉNONCÉS 

ÉNONCÉ N° 201 (Maric-L.1ure CHAI LLOUT. Sarcelles) 
Combien y a-t-il de raçons de payer une somme de 199.20F cn pièces de 

10 cenùmcs. 20 centimes. 50 centimes. IF. 2F. 5F OU lOF? 

ÉNONCÉ ND208 (Eugène ERHARDT. Sirasbourg) 
Construire un poinl dol1l la somme de dislances au< sommets d'un 

tétroèdre isocèle soil minimum (un lélTaèdrc «isocèle» CSI un losange gauche 
avec ses deux diagonales). 

É 0 CÉ °209 (François Lü JACOMO. Paris) 
Montrer que pour tOOI entier q ~ 1 el pour 10UI réel y. il exisle une inrinilé 

de réels x lei, que L - sm -- = y . Quelle esi ln plus peille solullon ." I .(X) . . 
".1'1 nq + 1 

x > 0 lorsque q = 2 et y = 3? 
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SOLUTIONS 

ÉNONCÉ 0 193 (Vincent TIULL, Migenne) 
a, b, c étanl dans N·, résoudre l'équation : 

(4a1J2 , a(1)' + (4b3 - 3bc2)2 = é'. 

SOLUTION de Daniel PONASSE (Villeurbanne) 
On trnnsforme l'équation proposée: (4ab' • a(2)2 + (4/)l- 3bc1P = "'. (1) 
en remarquant: 4ab2 - ac' = a(4b1 - Cl) 

41>' - 3bc2 = b( 4bz - c2) - 2bc' . 
En posant, pour simpliCier, U = 41>' - c', l'équation (1) deviem : 

aV + b1,2 - 4bZc\ + 4b 2c' - c6= 0 

ill ' + b ~, 2 -4b Pli + 4c ", = 0 

et finalement : (a2 + b2
_ (

2)u 2 = O, 

Il Y a donc deux types de solut ions : 
1) Il = O. c 'est·il·dire c = 2b (a étant arbitraire), 
2) a' + b

' 
= (', dont On connolt bien toUies les solutions: 

a (ou h) = 2kpq 
b (ou a) = k(p' - q2) 

C =k(P2 + q2) 
où p, q sont dcux entiers (p > q) premiers entre eux et de parités différentes 
ct k un coefficient de proportionnalité quelconque, 

AI/Ir.s solutions : 
Guy BOUCHER (Paris), Marie·Laure CHAlLLOUT (S=elles). Jean COS 
TESEQUE (Toulouse). Jean·Jo~ 1 DELORME (Lyon), Edgard DEL· 
PLANCHE (Créteil), André FLAMBARD (Versailles), Jean·Pierre FRIE
DELMEYER (Strasbourg) , Mar ie-Nicole GRAS (Brés i lleyJ, Denis 
HARTEMANN (Cayenne). Mohammed IGUIDER (Sale , Maroc), René 
MANZONI (Le Havre), Charles NOTARI (Noé). Maurice PERROT (paris). 
Roger QUENTON (Draguignan) , Jean·Paul ROUX (Unieux), Pierre 
SAMUEL (Bourg la Reine), el deux solutions fausses. 

Remarque (d'après Vincent THI LL, Jean-Pierre FRIEDELMEYER et 
Edgard DELPLANCHE). 

li est clair que si b ~ c, 4b' - 3bc2~ b' ~ c' : impossible (a ... 0), 
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On peut donc poser b - c cos 9 (0 < 9 <. 7t/2) el l'équation devienl : 

oos'39 + (_a_) in'39 _ : 
csm 9 

Si sin 39 0;. 0, on doil avoir a - c sin 9 , (d 'où al + 1>2 - cl,) ; Mnis s i 
sin 39 - 0 (c'esl,à,dire b = c(2), a peul ê tre quelconque. 

ÉNONCÉ N°194 (FERMAT, 1643) 
Existe-l-i! cinq ltiangles reclangles différenls. à CÔlés de longueurs entières, 
ayant 10US la même aire? 

SOLUTIONS 
Cel éno ncé a s uscilé de nombreuses réponses inléressantes do m je 

m'efforcerni de faire la synthèse. 
Pour llOi, lriangle, rec langles, Serge BOMPY (VillepanslS) rnppelle que 

le problème a élé posé par DIOPHANTE qui propose comme solution les !tl
angles de COlés (40, 42, 58). (24, 70,74) el (15, 112. 113), IOUS ltOLS lriangles 
rec langles d'aire 840. 

TOUl lriangle rectangle d'hypolénuse c el de côtés a el b (a, b, c enl iers) 
peUl se paramélter (éventuellement de plusieurs manières) sous forme: 
a - A IIIL vlI , 1> = A 12uv 1 et C = A (u2 + "'), avec Il C Z , veZ el 2A E N* 
(aire d u lriungle = A2 1l1v (II - l') (II + vJl)_ 

Charles NOTARI (Noé) sign.le que pou r A = 1. les trois couples 
(II,V) = (77 ,38), (78 , 55), (138 ,5) fournissenlllOis lrinngles reclangles dont 
l'aire commune 13123110 est le produit des neuf premiers nombres pre
miers hormis 17. 

Mane-Nicole GRAS (Bré,Hley) propose des solutions paramélrées : 
(11 ,1') = (S2 + 312 ,4sr), (S2 + 31

'
, (s - 1) (s + 3'», (s'+ 3,', (s - 1) (s + 31»), four

nissant des triangles d-aire commune 
A = /4.rl (s - 1) (s + ,) (s - 31) (s + 31) (.1 + 3")1. 

Pour cer\3ines valeurs de s el " il exisle d'autres lriaugles reclangles à 
CÔlés entiers d'aire fi: on les llOuv!! en résolvalll, à rnide des fonnules de 
Cardan, U\-' - Ill,· - A = 0 pour fi 1 A, Par exemple, s = 16 el , = 7 donnenl 
A = 69 13932480, el s = 4 et , = 9 donnent une aire quatre fOIS plus petite, 

d 'où ron déduit cmq ltiangles rectangles difft!renlS, de même 3lte A, asso
ciés aux couples (lI,v) = (403 _ 448), (403 . 333), (403, liS), (4 14 , 1(4), 
(558 , 40) (les !tais derniers triangles se déduisant également des coupl c.~ 
(II,\') = (259 , 144), (259 , 155) et (259,299) si ron choisil A= 2). 

fi exisle plusieurs manières de prouver que pour rOUI/l, on pe Ul !taU ver /1 

triangles reclangles d'aires égales el de CÔtés entiers. L'une c.st expliquée par 
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Serge BOMPY (Villeparisis) e t mise en œuvre par Philippe DELEHAM 
(Reims) , EUe consiste à remarquer que. en s'aidant de l'identité complexe: 
l{a2 + 2iab + b2)21 = la2 + 2iab + b2P-. <i a2 + b2 = cl le triangle recUingle de 

CÔlés : 1 a' ;t 1./ :':, / a une hypolénuse ralioneUe 1 fc Z(/~~ 1 et une 

aire ab 1 égale à celle du triangle rectangle de côtés a, b ct d'hypoténuse c, 
Si donc on conlUlÎt (II - 1) triangles recUingles, de cÔtés entiers et d 'aires 
égales, on peul. Il pat1ir de l'un quelconque d 'entre eux, construire un II-ième 
triangle reclangle de même aire et de côtés rationnels. Le résul lat annoncé 
s'cn dédui l par récurrence. en mulûpüanttout par le dénominateur commun, 
Si l'on pat1 des trois triangles de Diophante. par exemple. de côtés (a,b.c) = 
(40,42.58). (24. 70. 74) el (15, 11 2, 113) par exemple. 11 partir du premier 

on construit le triangle (i!. , 29xl680 . .. . ) et en mullipliant tout par le 
29 41 

dénominaleur commun D = 29 x 41 x 37 x IOSI = 47 556433. 011 obtienlla 
solulion que nous propose. un peu brutalement. Philippe DELEHAM : 

CÔléa c61tb hypoténuse c 

1997370186 1902257320 2758273 114 

3328950310 1 141354 392 3519176042 

5326320496 713346495 5373876929 

56510961 360 67234957 565 11 001357 

2 734 604 880 1 389419029 3067335829 
-ces cmq tnangles ayant la meme rure S = 840 D2, 

Mais cell~ solution, numériquemenl. cst loin d'~trc optimale! Dooùoique 
ROUX (Limoges). qui a extrait le présent problème de la lettre de Fermat à 
Mersenne (1643) el cile égalcment l'ouvrage de Sierpinski (p,47). envoie Ull 

document de Frenic le de Bessy (1693) publi é dans les Mémoires de 
r Ac3llémie des Sciences (Iome 5. 1729), mentionnant plusieurs quadruplets 
(<<quaternaire .) de triangles reclallgle de mCme aire {le plus petil élant: 
(111.6160.6161). (231.2960.2969) . (280.2442.2458) et (518. 1320. 1418). 
d'aire 341880) ct plusieurs quintuplels (.quinaires.) de tels triangles, dont le 
plus petit 

T,I 8~ E IlE Q"",IT AE u.,.v. ,,"ES 
Û Trl-t"'1.kl fd QI ... ,.hu .'"-

,los. Pi l '. 'I .+fl, 
JIU, 4'4 1°. +'p. , ' 
'''', .«1.. '''0'. IÎre 1lIlH4o 
/
,,4 , lloto ~ J.IJ'., 
,10. 1")'. ,'"+ . 

.. 
SI (cne .i~ (er,."I, i qud'llK Tri;m,leprimldf • dk 
IIICI; .. I'-"do lÏaTrun-IC's.. . 
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est sans cloute d'après Philippe DELEHAM, la plus peti te SOlution possible, 
Signalons, pour conclure une autre démonSlr3lion de l'exislence, pour tout Il 

de II triangles rectangles il côlés entiers, de meme aire (solution envoyée pM 
Marie-Laure CHAILLOt.rf - S:JJ'Celles-), 

Appelons (a" b" c,) , pour 1 S k ,; Il , les CÔlés de ces II triangles el , 
posons: a,= Ct sin 9" b,= c,cos e,: l'aire du triangle vaUI S ,= (~') sin 2Elt 

S 'l i t 9, {). '1 ( , ) '1 rc' .= an -2 = - eSI rallonne , Pt el q. ell llers, J su Il que 
q. 

C, = À ,(p;+ q~ (À, entier) pour que 0 .. b. el S', = (p!; q!f s in Ze,soient 

sin 29, S', 
enliers, Si en outre, pour toul k, '29 est le carre d ' un rationnel, -,-

ln 1 .1 SI. ' 
, 

eslle carré d'un ralionnel. ce qui entmIne que 'ik , S'. = À !l; <!I. entier et À 

entier Indépendanl de k), [\ suffora donc de poserÀ. = n !l. pour que toules 
Jo' , 

les surfaces S, = À ,S', des triangles rectangles soient égales, 

e •• , 41.(1-1~ 
Or, si l'on définit par rœun'Cnce : lan -- = ',. 1 = sin 2e. = ---'--;;-2 , 

(1 + I~ 

sin29. _~= 4(I , sin'29 •. ,) 

sin 29 •. , " ( ,,' 
1 + 14 

est bien le carré d'un rationnel dès 

l'instant o~ l, et cos 29" , SOII t rationnels. 

Marie-LaureCHA\LLOt.rf impose en outre que 9, e ]0 , ". [ce qui permet 
4 

d 'affirmer que 9, e )0 , ----1L-. , 1 vu que 0,. , < tan e •• , = sin 29. < 2e. 
• • 2 2 

4 
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d'où tous les 9. E )O,!!.{ . Celle condilion ne semble JXIS nécessaire, mais 
4 

même avec sine 1 = l , les caJculs semblent uop laborieux pour être menés à 
5 

terme, 

ÉNONCÉ N°19S (Dominique ROUX, Limoges) 
P-.utant d'un lriangle ABC, on construit le symétrique de chaque sommel par 
rnpport au côlé opposé, Commenl doiHm choisir ABC pour oblenir ainsi un 
triangle équilatéral? 

SOLUTION de Marie-Nicole GRAS (Bresilley) 
On désigne A' le symétrique de A par rapport à (BC), pm B' le symé

trique de B par rapport à (AC) el par C ' le symélrique de C par rapport ~ 
(AB) , On désigne par a = BC , b = AC , c = AB , - .- -
A = BAC, B = ABC , C = ACB Cl par R le myon du cercle circonscril au 

triangle ABC , 
Les triangles A'BC, AB 'C el ABC' sonl égaux au triangle ABC, el on a : -CAB' = 3A OU 21t - 3A, -A'OC' = 3B ou 2" - 3B, 

-B'CA' = 3C ou 21< - 3e. 

Donc dans le triangle A'B'C,on a 
A 'B'2 = A'Cl - 2CA' CS' cos3C = b' + a2 - 2ab cos 3C, 

Or os 3C = cose( 1 . 4sin1C) = casC (1 - 4c21 (4R2» 
cl donc 2ab cos 3C = 2ab casC ( 1 - c2 / R') = (a' + hl - c2) (1 - c' I R') 
el donc A'S'z= 0 2 + bl. (a' + hl - ( 2) (l - c2 1 R') 

= c
'

(R2+ a2 + b
'

- ( 2 ) IR', 
De même S'C" = 0 2 (Rl + b' + c' - a') 1 Rl 

el C'A"= bl(Rl + C' +al - bl)1 R', 
On a donc A'B'l= A'C" 

<=> c' (R'+ a' + hl- ( 2) =b' (R' + c2 +0'· b' ) 
<=> (Cl . b2 ) CR> + a' . b . ('2) = O. 

On a donc A'S' =A'C' c=>(c2 · b2 )(R2+a2 ·b2 - c' ) = O, 
S'C' = B' A' <=> (a' . c2 ) (R2 + hl· c' - a') = 0 , 

CA' = CB' (::) (bl • al) (RI .. cl . 02 • bl ) = 0, 
Supposons que a ... b el c ~ a: alors on a 

460 

Bulletin de l'APMEP n°385 -  Septembre 1992



R2 + bl ;;;: a2 + c2 

R'+ c2 =o'+ b' 
ce qui. par différence, entraine b2 = c2 , 

Donc le triangle ASC est isocèle; on suppose que b = c, Alors 
A'S' = A'C' et on a S'C' = S'A ' si et seulement 1 (a' · ') (R' , a2 ) = O. 

Or. dans un uiangle. si R = a, alors _0 - = 2R = 20 , donc sin A = III ct 
sin A 

donc A = 30° ou A = ISO". 
Donc, pour obtenir un triangle A'S'C' équilatéral, on doi t choisir ABC 

de l'une des trois formes: 
(i) équilatéral 
(ii) isocèle, avec l'angle au sommet égal/t 30", 
(iii) isocèle, avec l'angle au saIn met égal il ISO", 

Aueres solutions: 
Edgard DELPLANCHE (Créteil), René MANZONI (Le Havre), Mouriee 
PERROT (Paris). deux solutions i/IComplètes et deux solutions fausses, 

COURRIER DES LECfEURS 

1 • Suite 11 r nO/ICé 187 ct aux croquis de Sébastien LECLERC qui l'accom· 
pagnen t, Philippe DELEHAM (Reims) informe que l'approximation 

sin ~ ~ t émit connue de RABELAIS et de DÜRER (1525), Il mentionne 

beaucoup d'autres "pproxi mations , de tan 2Jt ~ ~ 
7 4 

wn '3Jt ~ 2(19 397 + 32Y 1469 S03} avec des références bibliogra · 
7 3 

phiques: 
Jean-Claude CARREGA ThéO/ie des corps 

La rigle el 1. compas 
G,DOSTOR Thtorie ginéralt des polygolles itoi/Is 

(Gauthiers· Villars 1880). 

Par exemple, si l'on pose Y = cos X _ 93 + 9Y427 . 
103 + IOY427 

on n cos X = cos Tt/7 . 1,52604 .. ,10-'". et l'erreur (de 0.000072546728") est 
difficilement perceptible sur une calculeuc .. 
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En effel.l'identilé : 
cos 4X + cos 3X = (8Y· . 8)'2 + 1) + (4YJ · 3Y) 

~ 2cos Xfl cos 7X/2 = (1 + Y)(8YJ. 4)'2- 4Y + 1) 
soU sin (7/2(X -1f/7) = cos Xfl (4Y (1 - Y) (2Y + Il - 1): 

or4Y (1 _ Y)(2Y + 1) = 7fV427 -20)(62 - 3@ 
J 

hm + IOV427 ) 

d 'où sin(7n (X -1f/7)) = 189 cos X/2 

(103 + IOV4271lv427 + 20)(62 + '/4271 

2 - Gheorgbc -Joan VELCIOV . 27 ans . professeur de mmllématiques en 
Roumanie. nOus fail parven ir une étude de la su ile de Fibonacci visant à 

majorer 1 Log (F;:t) -k Log (
1 +2VSll · 

Par ailleurs. étant donné les diflicultés qu' il éprouve. dans son pays. 1\ se 
procurer des ouvrages el des revues madlématique.<. il souhaite correspondre 
avec des collègues frnnçais. Vous pouvez lui écrire 11 l'ooressc suivanle: 

Ghoorgbe·Joon VELCIOV 
1977 DuslesW-Vcchi 

11 <.550. judo TIm;'. 
ROUMANIE. 
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