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A propos de 1'3J1a1yse infinitésimale, P.C3fÙer a utiliJ;é l'image suggesti ­
ve de . littéralure clandestine des mathématiques • . En effet, les pratiques 
variées que l'on regroupe sous ce tenne, après avoir permis la naissance du 
calcul différentiel et intégral aux XVW ct XVm" siècles, ont peu ~ peu dis­
paru de la scène publique de la science mathématique, pour ne ptus exister 
que sous la forme de technique heuristiques qu'une tmdition orale continuc 
il colporter tant bien que mal. Plutôt mal que bien d'ailleurs, car J'aspecl 
tigorute et fonnel de noire enseignement ne laisse aucune place à nOS vieux 
infinitésimaux, si bien que les éludiants que nous fonnons actuellement sont 
en général incal'0bles de les utiliser. Ccue incapacité esl d 'ailleurs J'un des 
signes de notre réu site pédagogique: l'incompréhension du débulMl se 
dévoile lorsqu'il teme d ' utiliser des entités sémamiquement infinitésimales 
du genre «le plus petit nombre réel strictement positif» .. , 11 me semble que 
cCUe tradition esl en fait en danger : il suffirnil que nos collègues physiciens 
nous imitent d3J1s notre rejet pour que peut-être elle dispar.ilssc. 
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Pourtant, avec l'apparition de l'analyse IIUII çtandard au début des années 
60, ceue situation aumil dû se modifier. hsuc de la logique mathématique 
contemporaine, l'analyse non standard ([DO] IDR] [Ni] [Robe] [Robi]) esl 
une Uléorie moderne qui met en place e t justifie une approche de l'analyse 
basée su r des entités infinitésimales. Création du mathématicien américain 
A.Robinson, ceue nouvelle branche des mmhémaûques li connu un dévelop­
pement importan t e t de brillants succès dans le monde de la recherche. 
Cependant . On ne peul pas dire que l'analyse infinitésim:Ue soit à nouveau 
clnîremen t sortie de sa réclus ion. En effel, le champ non standard est conçu 
majorilairement comme un domaine sophistiqué el formel, peuplé d'ultra­
filtres, d'ensembles d 'idéalisation et de standardisation . .. Bref, selon ce 
point de vue, l'analyse non standard est lout au plus une recenle et respec­
table spécialité des mathématiques en tant que telle réservée à quelques 
connaisseur,; avertis, CI n'ayant que bien peu de rapportS avec la fraîcheur. la 
naiveté et parfois la légère irresponsabili té du calcul infinitésimal des 
Anciens, 

Ceue opin ion ne prend pas en comple le fait que, p,uallèleme nt 11 des 
d~veIoppements comple,es Cl spécialisés, l'analyse nOn standard est ill'ori­
gine de tcnwûves promeneuses pour fonder des versions radicalement élé· 
mentaires d'une analyse infini tésimale moderne. On doil ces travaux il 
E. clso<l_ G. Reeb, R. Lu IZ, P. CartJer el Y. Perrin, J .-L. Callot e t quelques 
autres que je lois oublier ([CalI [Car) IL] [N2) fN31 [Rn. La version présen­
tée ici l \ pour origine une idée de R.LUlz développée en 1987 dans un article 
de la Ga=erre des Malhémaliâtll.\'. Sous l'étrange nom de ZFL, Cite théorie 
a été appliquée avec succès par son créaleur à de nombreux problèmes issus 
de la physique, ainsi que par J.-L, Caillot il des quesuons d'équaüons dilfé· 
renûeUes, de perturbations singulières ct d'analyse complexe. 

Le point de vue développé dans les JXlgcs suivantes est simple, presque 
ridiculemenl simple, Il eSI légiûme de se demander pourquoi il aura fallu 
ru.tendre la fin des années 80 pour qu'il soit fonnul~ . Les blocages ne sont 
pas techniques, ainsi que le lecteur pourra bien tôt en juger. Alors, pourquoi '! 
li est possible que les ob tructions majelires il l'avènement d ' une analyse 
infinitésimale simple et moderne soil d'origine philosophique ... Non pas la 
philosophie explici te ct reconnue comme telle. qui en général inléresse peu 
les mathématiciens. mais celle, implicite et quasi·spontanée qui accompagne 
nos discours ct notre enseignemenL Cette dernière s'épanouit particulière­
ment sur le terreau de la théorie nnIve des ensembles, C'cst pour cela qu'il 

m'a paru nécessaire de désenclaver ['analyse inrinilésim31e de J'unive!'!: 
ensembliste et fOrmel dans lequel On la pré.çenle habituellement. De l'appel -
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l"tion ZFL, il me semble que l'on peul gommer sans inconévnienls le Z el le 
F de Zennelo et FmenkeL Bien emendu, ces deux noms n'onl rien d'infa­
m3JlL ils som seulemeol sans lien inuinsèque avec le sujel. II ne nesle alors 
que le L, celui de Leibniz, el une lechnique élémenlaire el puissanle : le ca/­
Cil/ ûiblli:irll. 

l-Quelques idées communes SUT les nombres. 
Lors de la deuxième moitié du siècle dernier, un poim de vue nouveau 

sur les nombres S'esl peu à peu imposé avec l'arilhmétisation de l'analyse. 
Ce lour de force s ' esi fait paraJIèlem"", il l'instauration d'un fondement 
unIque Il "mmense diversilé de l'aclivi té malhématique : la nOlion 
d'ensemble, Ceue Ihèse eSI devenue le credo presque unanime de notre com­
munnulé. Toul «objet mathématique. digne de ce nom doil être en demiere 
insUlllœ un ensemble, el l 'activité mathématique par exceLlence esl la maru­
pulation des ensembles. Ce paradis canlorien dans lequel nous sommes 
douiUeuemenl lflSlallés pennel une belle économie de la pensée en unifiunl 
sous une même dénominaùon des nOlions très diverses. C'esi le cas des 
nombres qui depuis, se dUinissenl simplemenl comme les élémenlS de 
qudques ensembles infinis fondamcoLaux : N, Z, Q, el R. Parmi les avan · 
Lages supposés de la vision ensemblisle, il y a celui de la conceplion des 
malhémalJques qui s' n dégage en tan! que science descripllvc des 
ensembles. On .d&:roI» l'ensemble des nombres ~Is comme on le crail 
pour un Col~oplère ou une molécule, C'CSI ainsi que l'arithmétique llpparaîl 
comme ln science nmureUe des nombres, el l'analyse comme celle des fonc ­
tions numériques. 00 esl alors 10ui pret du point de vue philosophIque dési­
gné sous le nom de platomsme. Selon ce dern ier, 1. malloémalicien découvre 
un monde qui prée~isle il son investigUlion el le langage fonnel esl le moyen 
adéqual de ceue exploraI ion, 

A première vue, la conception plalonicienne CI naIve des ensembles el 
des nombre ne semble pas avoir d'inconvénients techniques. Bien au 
contrnirc, eUe donne une solide assurnnce au sujel mallo~maticicn qui a ainsi 
l'Impression de IJUvaiUer avec des objcls nels el précis, presque concrels. 
Fon de celle assurance, il peul aborder de plein pied les problèmes que notre 
communaulé qualifie d'importants . . . 

Cepend3JlI, il subsisle une conséquence fâcheuse: nous avons lous un peu 
trop lendance ~ penser que les nombres (réels par exemple) son l des objets 
parfailement définis, que le formaLisnle qui en rend comple esl arrivé au 
SLade uHime de la perfcelion el qu'il n'y a plus 11 revenir la dessus. Le domai­
ne des nombres réels semble complèlemenl circonscril, verrouillé même, 
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puisque depuis Dnlor, Dedekind. Méray, Heine el Weierstrass. nous savons 
le «conscru're •. Ceue construclion exclui la nOlion confuse de nombres inti­
njlésimaux, Cl ,l'on lienl à introduire de lelles enlilés. cela néccssilern obu­
galoirement un moncage anificiel el extérieur au domaine fammer de nos 
Oons vieux nombres réels. 

2-0rdre et ordre de grandeur dans Je champ numérique. 
1..;1 relmion d'ordre habiluc lle S CSI une re lation fondamenlale du champ 

numérique qui pennel de comparer les nombres. Ainsi . les propositions du 
Iype 

1$2 

1.4$ fis 1,5 

sonl douées de sens par la mathémacique classique. 11 n'en esl pas de même 
pour les propriélés . être grnnd • . «êcre très grnnd», .êlfe pclil ». «êcre crès 
petit •. Ainsi. les propositions 

1 0-2' (SI rr~s peril ,. 
JO IO tSl/r~s gralld 

ne SOOI pas malhémaliquemenl fondées, aJors qu'à cenalIIs égards , clle, 
paraisscnc penlIIences. Plus généraJemeol. c'cst la nOlion d'ordre de grOl' ­
deur qui n'a pas trouvé 5.1 place dans la mathémalique insûlUée. Ceue silua· 
tion esl curicuse car. ou delà du discoUJ'S striclcmenl ma lhématiquc. il nous 
arrive [réeluemmenl de raisonner, voire même de calculer, sur les ordres de 
grondeur. L' usage lrès générnl du langage ne nous penne! pas de disqualifier 
une a=rtion du genre : 

SI.r e!illr~5 gral/d. alors l "' Ir~s pelit tlX + 1 eSI rr~s gral/d .r x 

Qui plus est. ce Iype de calcul pre,malhémaûque peUl s'avérer très uûle 
pour notre description de la réalité. O'ailleUJ'S l'ing~nieur el le physicien en 
fonl grand u.o;age. et pour l'éludianl en sciences, il n'y a guère qu'en cours de 
mathématiques que ces proûques soien t sericlcmenl incerdiles. Il y a I~ une 
sorte de paradoxe avec lequel il va falloir s'expliquer. 

Ce serait nénmmOlns commellre une tnjustice que d'insinuer que les 
malhémaliques ont rejeté sans motif les ordres de grondeur hors de leur 
royaume. Pour cela. Ils avaiem au moms deu~ excellent~ raisons : 
1- Une première. énoncée depuis les ConSIrUCtiOns par Canlor el Dedekind de 
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l'ensemble R des nombres réels: plilsque R d'une pun ne possède manifc.,!e­
men! pas d'infinitésimaux. d'autre pan es! caractérisé par la propriété d'être 
.un corps tolnlement ordonné_ archimédien et comple!., il est logiqllemelll 
,mpossible d'intro<luire de nouveaux nombres sans perdre l'une de ces 
magnifiques propnétés. La violence avec laquelle Cantor a lui-même rejeté 
les infinitésimaux est remarquable (il a utilisé à leurs propos le terme de 
«tigres de papiers»). 

2- Une raison plus ancienne (confer !l'If exemple la critique de Berkeley) 
selon laquelle l' usage de nombres infinitésimaux coodu!t inévitablement à 
des contradictions. Voici un exemple d'une telle uporie :~Soit N un enûer 
positif infiniment grand. Le nombre h = liN es t donc inrmiment proche de O. 
Si k est uo nombre entier tel que kh soit infiniment proche de O. alors 
(k + 1)/, est aussi infiniment proche de 0 (car (k + 1)" = kil + hl. Ainsi. on 
montre par récurrence queNh est infiniment proche de O. Or, Nh = 1 ...•. 

3-Essai de formalisation des ordres de grandeur. 
3 . I.Malgré les bonnes raisons précédente., on peut néarnmoins tenter de 

formaliser la nouon pré· mathématique d 'ordre de grandeur. Pour cela. il fau­
drait par exemple énoncer d règles qui gouvernent l'usage de radjectif 
- très grand». En fall. il est techniquement plus s imple de lrJvaiUer avec le 
con lIa ire de ~très grand •. dont on convient que c'c t l'adjectif «limité ». 
Cependant, il ne faut pas se méprendre: il n'est pas question de défilllr. au 
sens habituel qu'a ce tenne en mathématiques, la propriété "x est 11Il1lté». 
Cela Il'C..t pas possible 1 Mais on peut essayer de recueillir et c(),ldenscr. S(lUS 

la forme de quelques propositions transparen tes. les principes essentiels du 
alcul pré-malhém3lique sur les ordres de grandeur. Il cst jud.c,eux de rctc­

nir au moins les trOis lois, uivantes. dans lesquelles les vanahles désignent 
des nombre ' (entiers. l1lûonneIs ou réels) : 

(UM 1) 1 es' /imi/I. 

(LIM2) Si 1 ' .lliimilé .Il< t S; 1)' t. alors x '.l'ilil/liit 

(LIM3) Si x et y sO/lIlrrtùlfs, ulors :r + 1 el x1 sOn/llmllls. 

Est·ce suffisant? Cenainement pas, car pour qu'jl y ait des orores de 
gl1lndeurs différents. il t nécessaire de supposer que tous les nombres ne 
sont pas hm liés. Or s. l'on se restrelllt aux tro.s règles précédentes. on 
n 'exclut pas l' 'nterprétation scion laquelle toute ntité numérique c..tlimitée. 
II faut d()J1c rajouter : 

(LIM4) lIexÎslt lUI nombre mm Iimitl 
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3.2. Ces quatre principes minimaux étant dégagés. est-il pOSSible de fon­
der. cn s'uppuyant uniquement sur eux, une authentique pratique mathéma­
tique qui ne bouleverserait en aucun cas la beUe ordonnMce des nombre. 
réels? Oui, condition d'adopter résolument le point de vue sylltaxique. 
Seloo cc dernier. rien nc doit êlre retranché de la structure du syslème numé­
rique existan!. Pcu importe que l'on soit un adepte de l'inluitionnisme ou un 
disciple de l'LOfini Cllntorien. Il est même concevable que le système numé­
rique sc réduise aux seuls nombres rationnels, el pourquoi pas à un ensemble 
fini de tcls nombres. L'astuce syntaxique consiste Il enrichit le langage sans 
«casser_ l'architecture préexistante quelqu'elle SOil La procédure est simple: 
il faut ajouter Il nOIre vocabulaire mathW1atique le nouveau terme «limité» . 
Cet adjectif n'est pas dé(jni dans l'ancien Rystème mab sa syntaxe eSl gou­
vernée par les règles (UM 1), (UrvUl, (LIM3) Ct (LlM4). 

33. Voili. comment il cst possible de contourner sans cffort ln première 
cause qui LOtcrdisait l'introduction des ordres de grandeur en mathématiques. 
Du main., sans cfrOl1 technique, car sur le plan philosophique, Il en va aUlIe­
menl En efreL, adopler cc poLOI de vue syntaXIque nécessite de malmener 
quelque peu le platonisme ambiant (1). Il faut accepter que les nombres ne 
sonl pas des objels prédérmis mais des formes, des règles que les hommes 
inventem pour décrire el agir sur le monde. Ces règles ne sont pas figées. 
EUes sont susceptibles d'évoluer et d'ailleu.,;, elles évolueront à oup sûr 
dMs l'avenir. Il ne lienl qu'à nous de les enrichit d'ores et déjà pour per­
meure l'introduction des ordres de grandeur. Scientifiquement. ln seule ques­
tion à se poser eSlla suivume: que vaut la mathématique que l'on eul déve­
lopper sur ce Ue base ? 

4·Premiers pas dans le calcul Leibnizien, 
4.1 . Résumoll' les préceptes, tels que nous venons de les dégager, de ce 

que nous appelons le calcul Leibnizien: 

o Ne rien relIancher fi ce que l'on satl sur les nombres réels. 

CI R:youter le terme .limité» à notre langage. 

e S'appuyer sur 1 axiomes (LlMll, (LlM2), (LOO) et (UM4). 

(1) Mon propos peut amener le lecteur à penser que ce type de mathématique néce.ssl~ 
Lé une lucidil~ ph,lmophiquc. IlOfi. du commun. En fait. il cM possJble d'en Caire une 
leclure plaloniciennc cl C'l15em Liste, piU exemple cn postulant que l'ensemhk des 
nombres réels CI toujou~ oonlenu des intïnÎlé!l.Îmaux el que. nous venon'i $implemenl 
de nous: donllet' les moycn'i d'e.n parler 
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Une règle Implicite est. comme d'habnude. d'éviter sOigneusement les 
contrndictions. Cehl n'a neo de spécifique à nolte calcul. sauf que, en venu 
de la seconde raison énoncée dans le paragrophe 2. nous savons que les para­
doxes nous guettent. Avant de les affronter franchement, acceptons de faire 
quelques pas dans le calcul Leibnizicn. 

Voici en vrnc quelques premières conséquences des axiomes: 

... 0 cst limil~ . 

... yest limité Si et seulement si t)' 1 l'cs!. 

' .. 3,4,5 ..... 10 sont limiJés. 

'. fi . e , 1t sont limi tés . 

... Un nombre non limité positif est plus grand que tout nombre limité. 

4.2. Il est bon d'introduire un jeu de ~finitions pour meure en p""'e la 
structure malhématique des ordres de grandeur numériques. Il s'agit main le­
Dant d'authentiques définitions mtemes h notre tMorie. 

, OÉf' lNlTIONS 

o VrI nombrt:r tSl très grond s' /1 Il' esr pas "mi/l OIlIlO'~ rt/tt propné­
ri x "OQ av~r la f1tlcl.'iÎ.on x - + 60 .fi J: est positif. x .. - DO sinon. 

o Vn '/(Imbre:r es, très petit ,il ~st nul ou.<1 son iI"'erse estlr~. grand, 
On /IOle cellf propriil~ :r - 0, 
1) Un lIom/lre :r ", appriciDbu s' il Il' esl III 1'# graf/d, 1/; rr~ ptt;t. 

o SI r el y sonf dts I/ombres 1<1. qUi r - y - 0, lin dit qu'ils som très 
proches ct on mJ/e r - y. 

Remarque. La tenninologie introduite par ces défimtions n'cst P.1S habituel­
le. TradlûonneUemenl. on utilise plUlôl l'adjectif «inrmlment grnnd~ à la 
place de clrèS grand·, ct «infiniment petit. h la place de .très peUl • . Cc 
choUt. très ancien. 3 l'évident inconvénient d'élubhr un lien imphClIC avec la 
«métaphysique de l'infini- et tout ce que véhicule celle dernière (images 
lrQublames, vestiges de l'esprit .. . ). Or. il est important de remarquer que le 
calcul sur les ordres de grandeur dOlll nous établissons les fondements n'a 
strlctemrlll QUCWI rap/JOri avtr la probflmatiqll~ de l'infini. Aucun lnfini ne 
s'esl glissé dans la pltsenwuon du calcul LeibnUlcn, el il :remit regrettable 
de lui laisser m(\lnlennm une place par radoplion d'un vocabulaire favorisant 
les glissements sémantiques, Pnr ailleurs. on num.il pu sc contenter d 'uliliser 
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les 3djecufs communs -grand » et .pctilJo : mais il y • alors risque de confu· 
sion du fait que les expressions «plus grand que .. et «plus peti t que. sont 
déjà utilisées pour la relation d'ordre usueUe. 

On peut caractériser les notions introduites en fonction des seuls nombres 
entiers : 

PROPOSITIO 1 Soit x lin lIombre ,-éel. Alors: 

(i) Le nombre x est fimi/~ si t l seulemem SI il f.1,1,,,,e 1111 enltt!1' 

lIalt/rellimiré n supérieur 011 égal d lx 1. 

(ii 1 Lf 1I0mbre X t'SII'~S gralld si " seulemenr si lx 1 est SlIpt!­

âew ou #801 à tom entier 'lG/lIr~llintflt. 

(Ui) Le IIombrl' x est trè,5 pelil si et sl'uJl'menl .si. pOlir tou' 

tlllÎer nowrel n nOn /Ull . Ix 1 ~sl i,,!é,.ier~r 011 égal à ! . 
" 

(il') 1/ e.üste des ewiers lIa/urels 1/011 lim/th 

Démonstration. 

Pour tout nombre x. on désigne pa r lx J sa parlie entière. Pui que 
lç jsx S[x] + 1. il appar3Ît que x e.~t limité si et seulement si l.r] l'est. Ainsi. 
on déduil de (LIM4) l'existence d'un nombre eotier nalurel non limité. Ln 
proposition est alors claire. 0 

4.3 . Il eSI maintenant possible d'établir les premi~rcs propriélés de 
/' ari,hmlriqlle de. ordres de grandellr. par cxeu'ple sous la forme ~e> tables 
d'addttion et de multiplicaùon swvamcs dans lesquelles on utilise les ablé­
vintions t,g. pour très grande, Bpp. pour apprécinble,t.p. pour tfts pelil.s el 
lim. pour limités. 

+ L.p. app. l.g. 1 l.p. 'pp. I.g. 

Lp. Lp. app. tg. tp. I.p. t·l)· ? 

app. app. tint . I.g. apI'. l.p. 'pp. l.g. 

1.g. t.g. I.g. ? t.g. ? Lg. tg. 

Une autre propriété dont nous aurons besoin dans la sllitc: 

PROPOSITION 2.: 
. ' . (i) Ulle somme J'lin lIombre limité de /lQmbres Ii",ilé. esl 

Jimil~t! . 
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. (ii) Unt sommé d'lm Ilombrt limit~ dt Iwmhtts tris Pflil,f eSI 
tTt. peût •. 

(iii) UII prodllit d' 1/11 IIOmbr. limitl d. /10mb", très IJroches de 
1 •. <t tffs proc". de 1. 

Démonstration: 

Soit /1 un entier nnturel limité et une suile tri, ., ...... de nombres . 

Désignons par Ille plus grand de~ nombres l" 1 pour 1 = 1, . . .,n . 

• 
Alors: LX" SI/Il . 

, ., 
Si 'i estlimilé (respectivemenl très pelit>, il en est de même pour Il. d'où 

les assertions (i) el (Ii). 

Si chaquex,estlrès prochcde 1, on peul écrire : 

r, " 1 + Ei avec (., Q O. 

el il xi = 1 + i:. (J, !E, .... ,e.1 
i .1 J-l 

oilles (J, soni ies fonclions symétriques élémenlaires: 

(J} (E ... . . eJ = . L Ei, .. Ei, 
lSi l<"' <'i'" 

D'après ce qui précède, lE ~ + .. . +jE.1 esl Irès pelil CI il en esl de 

mémcpourijE,I+ .. ·+IE.r car «e,J+ .. . +je"r S le,I+ .. ·+jE. I . 

• 
Finalemenl. L (J,(E , . ... , E.l CSI Irès pelil cl l' assertion (ii/) eSI 

i·1 

démontrée. Cl 

Remarque: Nous n'.vons pas démontré qu'un produit d'un nombre 
limité de nombres limilés esl lui-même limilé. Avec nOIrC aJ< iommique. ccm 
esl vraisemblablemcnl impossible. En parliculicr, nous ne savons pas mon­
Irer que: 
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(0) Si ,r E R el Il E N sontllmi/~s, alors ,f" "tlimité. 

Alors qu'il est possible de prouver sous les m~mes hypothèses que 
l J '" 10 

t. x • .t' , .t • . ... ..t' sOllflimirés 
(cc point lechnique est étudié plus en détail daos la rem3fque 2 du pM'­

graphe 5), Le lecteur pressé peut y voir unc contrainte anirtcielle traduisant 
la faiblesse de notre approche, Cette vision es t superficieUel Il est au contraI­
re hautement significatif que (0) ne soit pas démontrable à partir de nos 
axiomes, Cela tient au [ait que X' est unefollCliOlI expollellllel/e de rentier Il, 
et l'effet bien connu de croissance démesurée de cette fonction justifie 
amplement le caractère non logiquement dérivable de (0), Cependant le 
contraire de l'assertion (0) ne semble pas plus démonu'3ble, Sous réserve 
qu'aucune contradiction n 'apparaisse, on est donc libre d'adjoindre aux 
axiomes (LiM 1), (LIM2). (LIM3) et (LIM4) l'assertion ('), Cela est une 
affaire de choix, La théorie sans l'axiome (0) est plus fine, car clic prend 
bien en compte le phénom~nc de croissance e"pon.ntielle, Cette option peut 
SC revéler intéressante, par Cl<emple pOur ~es calcul, de comple"ité d'algo­
rithme, Inversement, la facilité technique qu'offre l'axiome (0) est peut-être 
nécessaire pour développer une analyse un peu générJle, 

S,Que faire des paradoxes? 
5, 1. 11 est temps d'affronter les pamdoxes qui paraissent surgir naturelle­

ment de toute manipulation d'lIlfmitésimaux numériques, Il est clair que 
l'exemple d'aporie du paragraphe 2 peut ~trc repris tel quel. à condit ion de 
rempl""er ilifimmell/ gralld par tr~,ç grand et illfiniment potit par tr~s petit, 
Faut-il y voir une contradiction inéluctable prouvant l'échec délinitif de 
notre lenl1lÛvc'l 

A vmi dire, c'est une posi tion curieuse que d'avoir dinbolisé la conundic­
tion en mathémaliques, au peint d'en faire un drame Qu'il faut éviter à tout 
pnx (2), C'est ne pas comprendre que les paradoxes qui surgissent au eoun> 
de notre tmvall d'élaboration sont au COlltrnlfC une formidable aide pour affi­
ner l'outil que nous forgeons, Il suf!it de garder son sang-froid et d ' analyser 
les causes structurelles des contrnrucûons, 

Dans l'exemple du paragraphe 2, l'origine de la eontrndiction est claire : 
elle lient en l'application du mode de raisonnement par récurrence à ~l pro­
priété '1YkJ suivante: kir - 0, Ceci nOuS amène à opérer une distinc tion 

(2) La mlllhém:l.tique déflIlÎtivemc:nl non cotHladictoire à I3quelle révait D.Hdben ma 
fa it UTésistlblement penser II une corrld:l débarassée à toul jamais de taUre.aux. 
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importante rela!Jve à la nature des propositions que nous pouvons fonner 
dans notre calcul des ordres de grandeur . 

... D'une part, il Y a les propo.'iilions dOlltla constitution ne nécessite pas 
l'ulilismion du nouveau terme «limité». Ce sont ceUes que l'on vcut fonnuler 
dans «l'ancIen système numérique • . Pour elles, rien n'est changé, nous pou­
vons cOIItinuer ~ les manIpuler scion nos bonnes vieilles hllbltudes et en par­
ticulier leur appliquer sanS restriction III récurrence . 

... D'autre part. il Y a les nouvelles propositions. ceUes qui sc construi­
sent de pres ou de loin Il l'aide du lonne "limitd" . Celles-là, nous les appelons 
les propositions aSyll/plotiqu ... Par exemple. 

:r eSllitllité 

:r - 0 

sin = 
y 

sont tles propositions asymptotiques. Une proposition asymptotique peut êlrC 
éqUIvalente 11 une proposition usuelle. Ain..i, III proposition 

:r - 0 et :re N 

est équivalente à :r ~ O. On convient d'appeler proposition stric/tll/Mt 
asymptotique une proposItion asymplotique équivalente il aucune proposi­
tion usuclle. La proposition ~k) suivante 

1/ e N et:r eSllimll~ 
est strictement asymplotique, En cffel, si eUc était équivalenle à une proposi­
tion usuelle. on poumut lui appliquer une récurrence Cl prouver que 

V n e N n fsllimilé 

CC qui esl COnlr:llre 11 (UM4). De même, on montre facilement que les propo· 
sitions:r - + ~ el:r - Osonl striclement asymplOtiques, "Ion peul n 
once voir de beaucoup plus complexes. 

5.2. Pour o!vller les contmdiclions analogues à celles de J'exemple du 
paragraphe 2, Il su(J'i1 de leoir comple de ln part,,;ularité des propositions 
strictement asymptotiques: il ", faui pas leur appliqlla /e mad. d raisoll ­
némeJll par r~cllrrfllct . Pour eUes. comme pour les autreS propositions. les 
regles usuelles de la logique déductive sonl vnlnbles, mais la forme élaboréc 
d'induction que constilue la récurrence eSI réservée aux propositions 
usuelles, li est remarquable que cellecontmime n'o rien d·artificiel mais cor­
respond 3U contraire une nlcessi/~ SlruefrlIeUe 'du raisanllemclrI sur les 
ordre,. de grandellr, Il est dnns la nature du calcul Leibnizicn que les propo-
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sitions strictemenl asymptotiques ne soient pas récurrentes. Qui plus CSI. par 
un retoumement surpren'nI , cette spécificité des proposilions strictement 
asymptotiques peut se rév~ler un pui ant outil démonslralif (voir plus loin la 
démonstralion du lemme de Robinson). 

Remarques, 

1- On peUt concevoir un mode de raisonnement par récurrence qui pour­
rait s'appliquer de manière plus raisonnable aux propositions strictement 
asymptotiques. C'est le principe de ricu"ence limité que l'on peut énoncer 
SOus la forme: 

(**)SOII P (n) un< propoSllion ,elle qu. PlO) soit l'raie impllquf P (n + 1). 
Alors, pOll/' lOlIllIQturelnlimirl, PIII) eSI vraie. 

Cependant. il n'cst pas possible de justifier (O') à partir de nos axiomes. 
A nouveau. on se trouve face à l'alternative: adm ettre ou rejeter ( .. ). 
Remarquons. en passan t que (' ) implique ('), 

2· Etant donné un nombre limité x, comment peut-on démontrer que X' OO 

est limité? 0 est tenlaM de procéder ainsi: 

x limiti 

x l IimM 
x'=xxlimM 

x' = x' x limlt~ 

:t'l" /imiti => xLOO =.t» x IImill 

Le problèn)e dans l'écriture précédente est que les tcois peti t, points sont 
une sorte de récurrence cachée. En effet. rien n'empêche d' uliliser celle 
forme de raisonnement en remplaçilJlI 100 par nïmpone quel entier n. par 
exemple 

1010 

Il = 10 

ce qui est manifestement injustifié (3). On peut imaginer que "IJ bonne 
démonstration » conliste à produire explicitentefll les 100 implications 

X" IImm => X" 1 limité . 

L.., chose eSl pensabl . mJis à la limite du raisonnable : le lecteur doit être 
capable de vérifier la présence de tous les intcrmMîaires, Une démonstmtÎon 

(3) Trois pelllS points ne pell\'enl pas ilu-e une abréviation pour une démonslIalion de 

tO 
1010 lignes que personne ne vt:mljam .. i~.· 
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correcte. c·est·l1-dire accepUlble par tous. est plutôt: 

2 
x = x x limilé 

• 2 2 
X = X X limilé 

8 4 4 
X = X x ("m'~ 

16 8 , 
x = x x limité 

J> 16 1. 
X = X X limité .. 12 31 
X = X X /inl/ll 

36 12 4 
X = X X lit.lité 

Ill) 6.t lS 
X = X X I,mill 

Ainsi. x' est limité pour tout emier Il pour lequel nous poUVODS e~h iber 
une démonstratjon concrète sans récurrence de cette propri été. Celte 
contr.Jtnte syntrullque génère un hori:OII dans l.1 classe des entiers Il: la Fron· 
tlère noue où cette procédure devient .(fecllvement impossible. Loint d 'ëtre 
un aneract. l"eltistence d'une frontière noue est essentielle il ce type de f3j ­

sonnemenL On retlOO,'e là le «parndoxe. du tas de sable : 11 partir de com· 
bien de grains de sables obticnI-on Iln tas? L'aspect pamdoxal di paraît 
lorsque l'on comprend que la question n'a pa.. de sens. Pour msSurer le lec­
teur, il est bon de noter que le.I ques tions du genre "Es/-a que X limité 
impliqlle :,y"'linlllt '" n'ont rien de rondnmental dans notre calcul. Tout au 
plus peuvent-elles se poser de manière anne"e au cœur d'une démonstration 
plus productive. 

5.3. Depuis l'axiomatisation de la théorie des ensembles el 13 ~construc­
tion» dons ce cadre de R l'ensemble de.I nombres réels. il est devenu naturel 
de considérer qu ' il ya équivalence entre une propriété mathém.tique P (_l) 

(Oll x est une variable représentant un nombre réel arbitrrure) et le sous­
ensemble sUivant P de R 

p= IxeR/1'(x) f. 
Aultement dit, on convient qu'~ toute propriété P (x) est associée. par 

principe. une panie P de R teUe que. pour 1 E R: 
XE P... P (X) . 
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Ce principe fait p,we, à mon sens, des facilités un peu trompeuses que 
nous offre le paradis de Canlor. Toujours est·il qu'il n'y a aucune raison de 
l'app liquer aux propositions s trictement asymptotiques . Pour s'en 
convaincre, il sumt de considérer la proposition 

x O. 
Si I"on suppose qu'il existe une partie 1 de R teUcque 

x -a <=> XE ! 

il apparaît que, 1 étant non vide et borné, il devrait posséder UIlC borne supé· 
rieure Cl strictement positive. Mais : 

a E J =) 

a II! ) =) 

d'où unc contradiction. Ainsi, une proposition strictement asymptotique ne 
dérmit pas une propriité txlens;"t dcs nombres (c 'est-à-dire équivalen te 11 
J'appartenance à un ensemble). Ce fait peut parWLte scandaleux à un mathé­
maticien fonné il ln seule théorie des ensembles et pour lequel la rencontre 
avec un «objet mathémntiquc» qui ne soit pas un ensemble doit être tout à 
fai t exceptionnelle. Pnur ma part. je trouve plulôl rassurant d 'exhiber une 
autbentique propritté mathématique qui snit irréductible à la donnée d'une 
liste d'objcLs. 

Conclusion. 

Une proposition strictement asympwtique n'est en général ni récurrente 
ni extensive. C'est le prix, en vérilé bien faible, qu'il faut p:.yer ann d'éviter 
les comrndictions du calcul Leibnizicn. Les rondements de ce calcul étant 
maintcnant solidement établis (4), il est possible d'aborder J'analyse avec cet 
outil. 

6.Une démonslralion d'Euler revisitée. 
Dans le cadre de celle brève introduction. on se contentera de justifier. 

dans le calcul Leibnizien. un résul~", (ct sa démonstration) dû à Euler. Pour 
cela, on aura besoin de la propl1été suiv'dnte (dégagée, dan' J'analyse non 
standard. par A.Robinsnn). 

(4) A mon sem. élabllr sotidemenlles fondements d'uDe lh~oric signifie en ~daircir 
suffISamment li.! ronChonnement pour qu'eUe soi t c:onununictihle.. par cl:emple sou~ III 
[ormt: d'un enseignement 
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LE LEMME DE ROBINSON, Soit (u.) IIIlt sl/ile dt nombrts rleTs leUt 
que HII .. Opour Iôul n /imül. Alors. Il txütt un nombrt en/tu Irb grand ~l 
,.1 qllt"M - 0 pOlir 10/11 m ,'Üiflanl 0 S m Sil, 

Démonstration: Désignons par C(nlla proposition : 

1 
~k(OS*';;II=>lutl ,;; --

Il + 1 ), 

Par hypothè.o;e, 011 a l'Implication : 

n limilé => C(n . 

Puisque la proposItion "II est limité" cst strictement asymptotique , 
l'implication illverse est fausse. Donc := 

311 - + ~ Cà.tt 
Le lemme en découle. 0 

Cette démonstration illustre l' utililé technique du camctère strictement 
asymptotique de certnlIlCS proposiuons. L 'énoncé obtenu appartient à une 
famille plus générale de résultats que l'on nomme les princip.r th puma· 
nenct. A ma connaissance, ces princip"" n' nt pas d 'équivalents dans le cal· 
cul infinitésimal des Anciens. Il est plaisant de con,l3ter que ce lemme nous 
permet de compléter, de notre point de vue. une démonstration d'Euler 
concernant 1. fonction exponentielle [EJ. 

THEOREME, 

Soli 11 "'. lIombre tm/cr pO$itif Irès grand. Alors. 

Démonstration: 

( 
I)Y YI 

I+ -= :E ­
v • _ok! 

C'_l _ v (v-I) ... (v-*+ 1) 1 _ 1 (I-.!.)".(I-U)..!.. 
v • k' • 11 11 k t V • V . 
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On suppose que v eSllrès grand. Alors. pour Ioul k limilé : 

j e (0. 1. ... .k- I l 1- LOi 1 
v 

On sail d'après la proposition 2 du pw-ngrnphc 4 que le nombre Et défini 
par 

1 k - 1 1 ( 1 - - ) .. . (1 - -) = 1 + e, 
v v 

COI Ires pelit. Pour tOOI enlier Il limllé. on a 

n 1 1 
~ C - = ~ y. 

k:O \1 

• E 
el. toujours d ' apr~s la proposi tion 2 du parogrnphe 4. la somme L ~ est 

k
' k =0 . 

très pelile. 0" a prouvé que. pour 10ui enlier limité 1/ : 

(Jusqu'à celle dernière ligne. In démonslralion eSI 11 peu près celle d·Euler). 

En venu du lemme de Robinson. il exiSle un entier Illfès grand. inrérieur 
ou égal ~ v lei que : 

Pour conclure. il suffil de s'assurer que: 

v 
L 1-= 0 el que 

k! 
k=l1+ 1 

ce qui résulte des majOl'alions classiques : 
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v '0,1-,.,.-1 j 

L .!.< 1 L (_1_) S_I-
k=~ .. lkI-I"+ l h j=O 11+ 1 ~!) 

ose· _1 ; V (V - 1) ... (v - k .. 1) 1 s1.. 
v , • ., k' 0 

V V •• • 

Remarque. S i ron admel.(O) comme uiome. on peut d~monlrer de 

manière identique que ( l .. ~)' .. :E .r· pour lout .r limité e t V - _ . 
v , •• k! 

cc qui correspond plus précisémenl au résul!al d·Euler. A nouveau appardÎI 
un lien entre ln fonction exponcntieUe el ('J ... 
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