
Les problèmes de l'A.P.M.E.P. 

Cm. ",briqll~ propose des prob/~mes choisis polir /' originali­
té de leur caract~re : esthétique, sllbtll , ingénieux, voire 
rteréatif, dom la rlsolution "teessite initiatives, dlnwrche 
l''''entil'l' , rech,rcl,e, effort IlIttl/tctuel. 
Elit accueille tOI/S ceux qui aiment invel/ter, chercher de 
-bea/ct probltmJ!s . .. . si possible trouver du solutions, et les 
illl'ite à donl/er libre cours Il lellr imagination criatrice. 
Priorltl tst nalllrellemelll donl/te aux lllol/cés composts par 
de.' coll~guts el au dialogue al/l'en entre eux par le jeu des 
ripOIISts et du solutions qui sOnt Il mva)'er à r ad"s .. sui­
vante (réponses à des prablim"s diffuent sur feuilles slpa­
rlesS.V.P.) : 

Frnnçois LO JACOMO 
21 rue JulJette Dodu. 

75010 PARIS. 

ÉNONCÉS 

ÉNONCÉ N"2().1 (Miguel AMENGUAL COVAS _ Cala Figuera. Majorque -
Espagne). 

On se donne dans RJ un paraboloïde elliptique. Trouver le lieu des 
centres des sphères qui coupent le paraboloïde selon deux cen::les. 

ÉNONC(;: N°20S (Roger CUCULlÈRE. Rabat - Maroc). 

Détenniner les applications f de R dans R vérifiant pour COut x et tout y 
réels : 
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ÉNONCÉ N°2Q6 (François LO JACOMO, Paris), 

Soit a un entier >0, et (u. ) la suite définie par "0 = 0, Il, = 1 et pour tout 

n > 0, " •• 1 = au. + u.,. Montrer que quel que soit 1/, si l'on appelle m la 

partie entière de ~(n + 2) , montrer que le produit : U~Ul .. . u~ est divisible 

par /1 ! 

SOLUTIONS 

ÉNONCÉ N" 190 (Claudine FAGE, Limoges). 

Un professeur donne 2 entiers Il ses élèves de 4'- et leur dit : .Ce sont les 
longueurs de côtés d'un trinngle rectangle. Trouver la loogueur du troisiè­
me cÔté, sachant qu 'clic est entière». Ce problème peut-il admettre deux 
réponses? 

SOLUTION de Pierre SAMUEL (Hossegor). 

Le problème revient li chercher s'il existe des entiers a et b positifs, a > 
b, leis que a' + b

' 
el a' - b

' 
soient des carrés. Fermat, je crois, a montré que 

c'est impossible par sa méthode de -descente infmie •. Voici une démonstra­
Lion qui pari de zéro (et qui eSI proche de ma «TMorie alg~brique des 
/lomhre.' .), Quille à diviser a el b par leur POCO, on peut supposer a el b 
premiers entre eux : nOllllion (a , b) = l. 

Deux prllimi/latrfS .-

(j) Si (x , y) = 1 el si .t)' est un carré, x el y sonl des carrés. En crfel, tOUI fac­

leur premier p de .<y figure, soil dans x soil dans y , avec la lotnlilé de son 
exposant, nécessairement pair. 

® Dans l'équation diophantienne x' + yl = :', avec x, y,: premiers entre eux 

deux 11 deux, deux de.. entiers x, y, ! sonl impairs elle troisième est pair. Or x 
el y ne peuvenl ê tre 10US les deux impairs, sinon x' el y'sonl congrus Il 1 
modul 4 el x' eSI congru Il 2 ; C'CSI impossible car les carrés modulo 4 sonr 
o et l. Donc, par exemple, y est pair, ainsi que ! + X et ;: - x, SOil y = 2)", 

: + x = 2u' el; - x = 2v'. Comme z = u' + v' , X = u' - ,,' el (z , x) = l, on a 
(u' . v') = 1. Or la relation yl = :2 - x2 = (z + x) (: - x) donne i ' : uV . 
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Par Gl , /l'el.' sont donc des carrés u2 el ,~ , L'équation diophantienne est 
donc résolue par les fonnules : 
x = ilL vl , Y = 2uv , : = u

' 
+ v2 avec, bien sOr (u , .) = 1. 

Cela étant si 0 2 + blel a' -b' sonl des carrés, on a 
(a) a" - iJ" = cl. 

Les considérations de parilé de <2l montrenl que a est impair (car al = b' 

+ carré), dolIC que b esl pair (car 01 + b' = cam!) : ainsi, e est impair. On va 
montrer que (a) n'a pas de soluûons en enliers a, b, C tous >0. Comme ceUe 
relation s'écrit (a')' = (b')' + c'" <%J montre qu'on a des entiers s elilels que 

a' = ,,2 + (L , b
' 

= 2$1 • C = .' . (L el (" , ,) = l. 
Comme b eSI pair, b = 2b' , on a s/ = 2b' 2 de sone que, par exemple, s esl 
pair, s = 2$' . Alors s'/ = b' , , (s , /) = 1 d'où, par <D, s' = Il' elt = vl. Ainsi 

01 = 4'" + v' = (2u')' = (vl)2 , avec (u , v) = l. 

Par <2l encore, on a des enliers x, y leIs que a = x, + y', 2u' = 2xy, vl = x, -y2 
2 1 

el (x ,y) = 1. Comme xy = ." , x el y sont des carrés a, el b, par <D , d'où 

v
2 = a~ - b~ , une relation de la même forme que (a), 

Un' , 2 4 b4 
n... répé , . d ....... , comme a = x + y = a, + ' , on Q a > a,. nu UUoos u pro-

cédé. on oblient une suite striclement décroissante (a, a" .. , 0. ' ' " ) 

d'entiers> 0, cc qui est impossible. 

R~lIIarqu, : 

Dominique ROUX signrue qu'il s'agit d'un problème réel posé à la sui le 
d'une activilé trailée en classe, les deux entiers donnés étant 1984 et 1985. U 
mentionne d'autres références : une preuve de Deslournelles (Rodez, 1874), 
ainsi que : 
Cucuhète, Pour la ScitllU, Juille11987. 
ltard. Que SUIS·je n° 1093, Artlhm/tlque el lMorie des nombres, p.lOS-ll 0, 
Koblirz,/IIlroduclioll 10 tUplie cU/ws a/rd "wdular forms, Springer 97 , 
Sierpinski , Elemen/ary Ihtory of numbus, p.5()..52. 
(CeUe dernière esl égalemenl cilée par Miguel AMENGUAL COY AS). 

AUlns solulions : 

Marie·Laure CHAILLOUT (Sarcelles), Roland CHIA V ASA (Lambesc), 
Philippe DELEHAM (Reims), René MANZONI (Le Havre) , Charles 
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NOT ARl ( oé), Pierre RENFER (Ostwald), une solution incomplèle el une 
solUlion fausse, 

ÉNONCÉ N°191 (André ANGLÈS, Limoges), 

Chaque cercle langenl aux !rois CÔlés d'un triangle donné dtlennme un 
Iriangle : celui dom les sommelS sonl les points de contact. Les droiles 
d'Euler de ces qualre lriangles sonl-cDes concouranles ? 

SOLUTION de R,RA YNAUD (Digne), 

Soil un Iriangle (A ,B ,C), son r-----
A
---------. 

cerde circonscrit (01 de cenlre 0 el 
l'un des ses cercles inscri IS ou exisn­
ri~~ (1) de centre 1 ct de I1Iyon r , tan­
genl en S, T, Vaux c(llés du Irinnglc. 
Sail E, F, G les milieux des ôlés du 
lriangle (S,T,U). 
(TU) esl la polaire de A par I1Ippon à 

(1) ; donc lA . lE =,2. 
L' inversion de cenrre 1 el de pul~san­
ce ,l transforme le cercle (01 en 'Ie 
cercle d 'Euier (EFC) du Iriangle 

(S,T,V), cercle dOlll le cenlre 0> eSI !L.:::::'~~~~:--' 

donc aligné avec 1 CIO. T \ ~/, 1 
La droite d'Euler (10)) du Irinn gle 
(S.T,U) passe par O. 
La réponse Il la question du problème \ 
esl donc OUI. 

NB. Les lrOis cercles (1), (0) , (0)) appnniennenl lous au même faisceau. 

Au/res SOIUliQIl$ : 

G.BOUCHER (parL~), Edgard DELPLANCHE (Créleil), Michel HEBRAUD 
(Toulouse). René MANZONI (Le Havre). Charles NOT ARI (Noé). Pierre 
RENFER (Oslwald), Eric SIGW ARD (Sarreguemines). 

ÉNO cf: N°192 (Dominique ROUX, Limoges). 

Caraclériser les Iriangles ABC lels que pour loul poiltl M de l'espace. il 
existe un triangle donlles longueurs des côtés sonl MA, MD, MC. 
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SOLUTION de Jacques BASTIER (Bordeaux). 
Condition nlcessaire : 

Si 2 côlés du triangle IJJC soni inégaux. par exemple IJJ el AC el que M 
soit leur sommet commun. ici, A. il n'y a aucun triangle dont les côtés aient 
pour mesure AB. AC et M. " eSI donc nécessaire que ABC soit équiJatérnl. 
NOlons que dans ce cas, toujours avec M en A. le triangle en question a 2 
sommets confondus. L'énoncé présuppose donc que 3 points. même alignés 
ou confondus sont les sommets d' un bi3l1glc. 

ondlt;on SliffiSlIIllt : 

Par hypolhèse. ABC dé igne un triangle équilatéral. 

Montrons qu'en choisissaOl bicn le ntre ou l'axe de la rol1ltion r, lOUe 
que r(B) = C, le biangle MNC a des cOtés de longueurs MA, MB el MC si 
N = r(M). 

1) Si M esl dans le plan (ABC;. on prend A pour centre de r. Le bi3l1gle AMN - -cst alors équiJaléralcar BAC =MAN • donc MA = MN. de plus MB = NC ct 
MC est le trOisième côté du triangle MNC cherché. 

2) Si M n'esi pas dans Je plan (ABC; appelons P un des 2 points de (AM) lOI 
qu AI' = BC et 1 le centre du cercle pa.sanl par B. Cet P en observanl que 
dans ce cas, B, C. P ne peuvent pas être alignés, ni 1 confondu avec A. On 
prend alors (AI) pour axe de r et la solution ne diffère de la précédenle que 
dans la preuve que AMN esl équilaléral. Pour celle preuve, on utitise r(P) 
nommé Q, el la restriction de r au plnn conlenanIB.C. P et Q. Donc ces der­
niers points sonl équidistants de 1. de plus 1. Q. N sonl alignés comme , . P. 

~ ~ 

M. Or BIC = P1Q (angle de r sans 1'0rienl1ltion inutile ici) d'où PQ = BC = 
AI'. puis Al'Q équilatéral el par suite AMN égalemenl. 

Remorque: 

1) Le biangle eSI dégénéré (trOis points alignés) si et seulement si M apJXlf­
tient au cercle circonscril à ABC. Par la démonstration ci-dessus. il suffit -d'éludler J'angle CMN pour s'en convaincre. Sinon, on peUl supposer que ce 
cercle circonscrit est le cercle trigooométrique d'un pino complexe. MA, MB 
el MC onl alors pour longueurs 21sin al, 21sin (9 + lf/J)I et 2Isin(a+2lf/J}I et 
comme C'~ (1 + j + P) = 0, l' une des trois longueurs esl somme des deux 
aulres. 

2) Jacques BASTIER généralise le résultru à un espace de dimension quel­
conque. en faisanl intervenir l'ellipse de foyers B el C passant par M, et pro· 
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pose plusieurs complémenlS, dont celui-ci : 

ABC étant un triansle équilatéral, toute ell ipse de foyers 8 ct C est bitangente 
intérieurement au cercle (A) de centre A et de rayon égal à son diamètre 
focaL Les poinlS de contact sont réels lornque son excentricité est supérieure 

il if. Dans le cas contraire, l'ellipse est strictement intérieure à ce cercle. 

La première de ces propriétés s'applique aussi aux hyperboles de foyers 8 et 
. Les points de contnclS réels de ces coniques avec le cercle (A) associé 

décrivent le cercle circonscrit au triangle ABC (sauf les sommelS). 

Autres solutwns : 
Edg3td DELPLANCHE (Créteil), Michel HEBRAUD (Toulouse), René 
MANZONI (Le Havre) . Cbatles NOTARl (Noé), R.RAYNAUD (Digne), 
Pierre RENFER (Ostwald). 

COURRIER DE LECTEURS 

A propos de J'énoncé 186, Georges GLAESER (Strasbourg) se râppelle 
avoir rechen:hé, avcc ses élèves de Math,Elem_ en 1948. des catrés parfailS 
s' écrivant avec dix chiffres tous différenlS .• Ce n'esl pa~ des maths» avait 
déclaré l ' un des élèves, ce qui permit au professeur de faire l'éloge de 
l'observation des railS scientifiques el du tâtonnement inteWgenl. 

Aujourd'hui, l'ordinateur nous fournit rapidement 81 solutions de ce pro­
blème , allant du c3tré de 32 043 au carré de 99 066 (et 30 de plus si l'on 
tolère que le premier chjffre soit un zéro : du c3tré de Il 826 au c3tré de 
30384). Compte tenu du fait qu'un tel c3tré est obligatoirement multiple de 
9. le nombre de soluhons élail remUvement prévisible, car un multiple de 9 
inférieur à 10'. (ou à 1()9) a environ une chance sur 300 d'avoir ses dix 
chilIres distincts (ou ses neuf chiffres distincts non nuls). Or il existe 22 793 
carré parfails multiples de 9 entre 1Q9 et 10'., et 7 207 carrés p3tfnilS mul· 
tiples de 9 entre 10' el 109. 

On pourrail meme espérer qu'il existe des cubes parfaits s'écrivant avec 
dix chiffres tous distincts, dans la mesure où 385 cubes prufailS sont mul· 
tiples de 9 compris entre 1()9 el 10", el 179 cubes parfaits sont multiples de 9 
entre Hl" el 1()9. Mais J'ordinateur ne nous livre aucune solution (même en 
tolérant que le premier chiffre soit un zéro). 
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