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premiére épreuve de mathématiques

[T S r iy

Touwt documeni et tour dicrionnaine inserdiss,

Lusage des calculntrices de poche, y compris progs bl Ik : . 8 fonctionnemen
awonome, mon imprimanies, X awlorisé paur cefle EPTEUE, mrgj'wménum d la circulgtre 0 86-528,
dlta 28 fuiller 1985,

NOTATIONS

Dans ce problEme B désigne Pensemble des réels et nest un entler non nul,

Sait A unc matrice. On note 'A sa matrice (ranspasée, A, le coefficlent de sa Fome ligne et
feme eoloane et AB son produu par la matrice B. Si 1 est un vecteur de B, on le considere comme une matrice
it une colonne, en particutier 'x est une matrice & une seule lgne, On note ¢ le vecteur de B* défini par
o= (8,61, . O)oad=1ct & =0siie [(F=|g, |€i% n;uldoﬁc lo ks canonigue de B,

On note M, (R l'ensemble des (a % pl-matnces & coefficients réels et 1, I matrice identiie de M, (R),
Si A est une matrice de M, (R), I'epplication de R duns R® définie par ¥ —= Ax est done un endomorphisme
de A" noté encore A, Par aillevrs, on pose A" = [, et on définit la matrice A' pour | ® 1 perla relation de
récurrence A' T ' = A' A Le polynome P (1} = det(r 1, = A) est appelé polwdme caractéristique de kn
matrice A.

Soit V an R-espace vectoriel de dimension finie. On note 1, l'endomorphisme identité de V. Soit ¢
un endomorphisme de V, an note @ © b son compasé avee Pendomorphisme b, on note u-x Fimage por @ du
vecteur x de V ot on note a (E} l'image par @ du sous-espace vectanel E, d'outre part on définit pour tout
entier {un encdomerphisme o' par 2° = [, et par la relation de recurrence o’ * ' = a'o a.

Si & est une base de V, on note Mat (a,#) la matrice de 'endomorphisme a de V dans la base #.
Le détermurmnt de la matrice Mat (g, 4, qui ne dépend de la base f, sera noté det (a) Le polyndme
Pis) = det{rf, — n)wnap{tlépo{wnéwmm:&r&rqum

Un polyufrr[lc serd dit unilaire si ir.' cocfficient de son terme de plus gr:u'ld dc;r:' est égal 2 L
On remarquera qu'un polyndme caractenstique est foujours unitire. 5i P est un polyndme & coefficients reels,
on appelle racine de P tout nombre complexe qui annule P. Le polyndme minimal Eun endomarphisme @ est
le polyndme unitaire de plus petit degre Pl que P (o) = 0,

Tournez la page S.V.P.
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Partie 1

Oun dit qu'un endomorphisme + d'un espace vectonel V est une pseudo-réflexion si endomorphisme
r=ly estderang 1.

. Soit V un R-espace vectoniel de dimension finle a, soit r une pseudo-réflexion de V et joit K le noyau de
Fendomorphisme r — Ly
& Quelle est la dimension de 'espace vectoriel K ?

b, Soit £ une base de K et u un vecteur de V qui n'appartlent pas 3 K. Montrer que & U |u| sst une base
de V. Ecrire la matrice de P'endomorphisme r dans celte base ¢f montrer que le vecteur 7« u — det( ru

apparnent a K.

¢. On suppose n * 2. Montrer que P(r) = (¢ — 1) (¢ — det(r)) est le polynéme minimal de
I'endomarphisme r. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que l'endamorphisme r soit dia-

gonalisable.
4 On suppose n = 2, Camctériser, selon les valeurs de son determinant, la nature géométrique de la
peenda-réflexion r.

2. A tout polyndéme unitaire P{x) = x* + ax"~ ' + ... + g, & coefficienis réels, on associc l'endomor-
phisme M ; de R* défini par :

Mye, = ¢, pourl € < n;
Mpe, = — (a8 +8, ;& +.. F e, + 0 ¢e).

a. Caleuler le polyndme caractéristique de 'endomorphisme M,,. Montrer que :
Mi+aMp!l+.+a. M+a,l,=0.

b. Soit Q un polyndme unitaire i coefficients réels, de degré n, distinct de P et tel que Q (0) # 0. Montrer
que I'endomorphisme M, de R* est inversible ef que Mg' © M, est une pseudc-réflexion.

Partle II

1. Soit A une matrice de M, (&) et soit P son polynéme caractéristique.
a A tout vecteur v de R on assorie l'endomorphisme X, de R* défini par :
Niem Ar=liy,
Caleuler X, M, ¢, pour ] € i €'n = 1 puis X, Mpe,.
b. On pose:
Ca=iX = M, (R} XM, ~ AX}.
Montrer que X, appartient d C, ctquedimC, & n.

2. a On pose:
F=[NE MR X = Xyu e pourl €0 /€ n- 1},
Yerifier que 7 estun espace vectoriel et caleuler sa dimension.

b. Soit X une motrice telle que ™M, XM, = X Montrer que X appartientd 7.
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3. On dira que le polyndme P i coefficients réels, unitaire, de degre a, esl reciprogue 57l vérifie lo relation
" P{1k) = F(0) P(t) pour tout nombre réel rnon nul,

o Caractériser les polyndmes réciproques d'abord & partir de leurs coefficients puis & partir de l'ensemble
de leurs racines, avec multiplicite.

b, Smnmmduu.{mdamlyukum?réﬁmcmuﬁm caracléris-
tique de la mairice 'A" ', En

c...;. - |x S M,R); M, XM, = X].

4. Soit P et Q deux polyndmes unitaires réciproques de degré n.
4 Montrer gu'il existe une matrice X de M, (R), non nolle et telle que:
My X My = Mo XMo=X. ()
b. m u'll existe une matrice X de M, (R), non nulle, symétrique ou antisymétnique, qui vérific la

t. Trouver explicitement une matrice symétrigue X vérifiant (*) duns | cas oft Pir) = ¢ + 508 = 50— |
et Qle) = 1" + 42 + 41 + | (on pourra uiiliser In forme bilinéatre symétrique associde A la matrica X).

Partie TN

considére un espace vectoriel V de dimension finie o et deux automorphismes a et b de V tels que
I‘Nlomotplnme b~ o g soit une pseudo-réflexion. On noie P (respectivement () le polyndime caractéristique
de a (respectivement b) et W le noyau de I'endomorphisme b — a

1. Quelle 25t la dimension de W 7

1. Sait E un sous-espace vectoriel de V, non réduit 3 {0}, tel que:
alE) = B(E) = E
o Solt o' la restriction de o & E. Que peut-on dire du polynome caractéristique de o' ?

b. On suppose que I'espuce vectoriel E est contenu dans W. Montrer que les polyndmes P et O ne sont pas
premiers entre eux.

¢ Dn suppose que lespace vectoriel E est distinct de V et n'est pas contenu dans W, Soit & une base de E.
Montrer qu'il existe une famille F non vide de vecteurs de W telle que# U F soil une base de V. Com-
parer I'écriture des matrices Mat (a, & U & ) et Mat (b & U 7 ) et en déduire que les polyndmes 7 ef (O}
ne soni pas premiers entre sux.

4 Que peut-on dire si les polyndmes P et Q sont premiers entre cur 7

3. On suppose muintenant que les polyndmes P e1 O sont premiers entre eux.
@ Quelle est la dimension de I'espace vectoriel @~ /(W) ? Montrer que l'espace vectoriel n a7 (W) n'est
pas réduit & [0). j=0
m=3
b. Soit vun vecteur nonnulde 1 2~/ (W) Montrer que les vecteurs o/ v(0 € j € a = 1) forment une

jmi
base £ de V (dn pourrs considérer 'espace vectoriel E qu'ils engendrent et montrer que, si dim E < n,
alosE © W)

c Montrer que Mat (o,8) = M, et mta,r)-_u.,.

d. On suppose que P = " = | et O = "+ |. En examinant I'sction de a et b sur les vecteurs de la base £ et
siir leurs opposés, montrer que le groupe G engendre par aet hest fini,

Tournez lu page S.V.P.
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Partie 1V

On reprend les notations de la partie [T1 et on suppose en outre que les polyndmes P er Q som récipro-
(ques 21 premiers enlre eux.

1. @ Vérifler que les résultass obtenus dans les parties 1 et [l prouvent Fexistence d'une forme bilinéaire sur
¥, non nulle, symetrique ou antisymeétrique ef vérifiant pour ious vecteurs x et y de Vs
fla~x, a-yh = flb-x oyl = flxy).

& En considérant l'ensemble E des vecicurs u de V 1els que f{w, x ) = ( pour tout vecteur x de V, maontrer
que la forme f st non dégénérée.

¢ Montrer que toute forme linéaire définie sur V peut s'exprimer au moyen de f.

2. Onnote p lendomorphisme (derang 1) b~ Tea = 1.
2. Montrer qu'il existe des vectenrs v et w, nod nuls, de V tels que;
px = flv, xjw {**)
b, Vérifier que e=det(b™'og) = P{OYQ (0] = + 1. Enwilisant L 1. ¢}, montrerque p* +{1 —cjp = 0.
c. Caleuler flp-x + & p-y + v} directement puis en uiliisant les propriétés d'invariance de { Montrer
quecfiw wl v+ flvww=10
3. o On suppose [ antisymeétrique. Montrer que det{a) = det [B),

b. On suppose M’onmqu:dclu)#dﬂ(b{unﬁ remarquer que, si ¢ = 1,
Jivx) flw, x) = Oetl?in )17 fiw 3) = 0 pour tout § et y) Montrer quil existe un vecleur i
de Vielque p+x= = f(u, xln

. Discuter lo symétrie de f selon l'ordre de multiphicité de | comme racine de 'un des polyndmes Pou Q.
4. Ou:uppo;lcqﬂlajmmhmmbmnhimnmaﬁquefndeﬁum& non nul, tels que
pra=—flu xh
@ Vérifier que:
Ltpolly =o'y '=p'eslg—kJobalb=rl)".

b. Soit £ une forme |inéaire sur V et L l'endomorphisme de V défini par L -x = {{x)u. Monirer gue
de{ly + L) =1 + £(u)

En déduine que :
Pin

- o - ==t
Q{” 1 Itl-u\' & j‘ H],

§. En plus des hypothéses de la question 4., 0n suppose que les racings de Q sont toutes réelles st smples.
On note S l'ensemble de ces racines.

o, Montrer qu'il existe une famille de vecteues (1] oy telle que;
brug = huy e u= K.
" A A; L
b Soient X et u des éléments de S tels que hu # | Montrer que flu,, u,) = 0
¢ Montrer que, pour tout réel 1 nondans S, ona:

520 [ - i
Qi 1 .gﬂl‘ux-ﬂx}‘f{] 1l i

En déduire que, pour tout A dans 5, on s

S, uy) = Lg';.{i)
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6. Dany celie question on suppose gue le groupe d'endomorphismes G de V engendré par @ et b est fini,
On suppose en cutre que les racines des polyndmes P el Q sonl simples On choisit une bese & de V
et on_note Ve le C vectoriel de base £ On note a (resp. b) l'endomorphisme de V. défini par
Mat (3, #) = Mat (a. #) (resp. Mat | 5, #) = Mat (b, #)).

a. Montrer que les racines de Q sont des racines de lanité.

b. Soient [e,, | < | £ njles vecteurs de la base & On définit sur V. un produit scalaire par |a formuje :

- .
< Esm..'_g'xa> - '}_:Ix.r..

is
Montrer que I'application [ : Ve X V¢ —= C définic par;
flz.y) = A < xR gy

est un produil scaliaive sur Ve et que, pour ous vecteiurs ut,vde‘Vei tout endomarphisme hde G, on a
fthox ke y) = fla w
Veérifier gue PO)QM0) = — 1.

¢ Quirte a échanger les rdles de P et Q, on suppose Q(0) = = [ Monirer que les fonctions
Ale) = @ ™2 Ple) o kie) = fem™ " Qle*) prennent des valeurs réelles lorscue la vartable £ est réelle.
Montrer que la fonction & est périodique de période 4n, qu'elle s'annule 2 fois sur chague penode en
changean! de signe a chague fods,

d A chaque valeur propre & de Bon associe wun vecteur propre u, dans Ve de tellesorte que ke = 5w,
L LE5

En s'Inspirant des calculs de 5., montrer que, pour toute valeur propre h = e de B, Ala)/k(a) est un
réel négaril.

¢ Maontrer que tes racines des mes P o Q sont entrelacées sur le cercle umité, ¢'est-irdire que. lors-
qu'on parcourt le cercle unite dans le sens trigonométrique, on rencontre allernativement une racine de P
et une mcine de Q,
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concours inferne
de recrutement de professeurs agrégés
et concours d’accés a I'échelle de rémunération

Tout document et iour dictionnaire interdits.

L'uvage des calculatrices de pocive, y compris programmabies et alphanumérigues, d MAETIENT G-
nOMeE, AGA iMprimantes, et quitrisé pour cette épreuve conformément d la circulaire n* i 28 juailler 1986.

La précision der démonserarions et la qualicé de lo rédoction seront des éléments importants d'appeéciation,

PREMIERE PARTIE
Résolution d'une équation différentielle

Soit Méquation différentelle :
(Ey) e+ 2)y +(Be+3)y +2y=0
dans laquelle y désigne une fonction inconnue de [a variable réelle x.

14, Rﬂ:letchupour(E,)m: solution développable en série entiére autour de 0, <t vérifiant la condition
yily =1,
On précisers [intervaile | sur lequel la fonction / obtenve-est solution de (E, ).

1.2, Exprimer f & l'ude des fonctions usuelles. On remarguern que £ est la restriction & 1 d'une fonction
x == [l + x)® pour un choix convenable de a .

1.3, En exploitant les résultats précédents, déterminer toutes les solutions de (E, ). On en donnera I'expression
au moyen des fonctions usuelles.

Tournez la page S.V.P.
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DEUXIEME PARTIE

Comparaison d'une série et "une intbgrale

Dans oetic partie, (1), ¢ désigne une suite de nombres complexes <t (8,), oy désigne la suite de ses
sommes partielles :
Sa=0 ¥a,m=l, S.=ug*u+.tu.;.

On suppose dans les questions 2.1. 3 2.4. que iu I, converge.

2.1, Prouver que, si une suite (@), ¢, d2 nombres complexes est convergeate, alors Je rayon de convergence

delasécioentitre T T est+ @
a=n
En déduire que, pour tout £ = R
. s g
Z . et .gn ] Comvergent.

2.2 Onpose,pourtoutz €/, B(x) = ¢ i i:f—'

Justifier la dérivabilité de la fonction B et prouver quel'ona:

B(z) = J:r* i L Ly

=0 n!

1.3, Saoit(a,), gy une suite de nombres complexes, convergente et de limite L Prouver que 'ona:

lim [c" i 5'5] =L,

a Danslecas L = () d'abord.
b. Etendre la propriété au cas L quelconque.

24. Prouver l'dgalisd :

M T J:e" T a g,

1.5. On suppose, dans cette question, la séric i i, divergente.
=0

Prouver que lintégrale J‘; e .i '—":"T‘d: peult cependant avolr un sens.

On pourra atiliser & cet cffet une suite gdométrique.
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La suite du probléme consiste & montrer par I'4mude d'un exemple que, lorsqu'on connait une selution
d'une équistion différentielle sous forme d'une série entidre :

e B L " o
LR
sdmenant un ceraln rayon de convergence R, il peul se produire que, pour cenaines valours de x supéricures
tﬂ.l'blépllerf" i 5%& converge ¢t fournisse un prolongement de la solution initialement
u

obtenue.

TROISIEME PARTIE
Soit I'équation différenticlle :
(E) I+ +(Tx+2)y +x=0
dans laquelle y désigne une fonction numénque inconnue de la variable réelle x,

3.1. Sait x; > 0 etsoient (y,, ¥} € R? quelconques.

Justifier U'existence ot Funicité d'une solution [ de ['&quation (E) sur limervalle J0, =, vériffant les
Azl =w  [lsd=n.

12 Rechercher pour (E) une solution développable en série entitre autour de 0, et selfle que y(0) = L.
Onnotera F () = f_‘ a1 lasolution obtenue, dont on précisera le rayon de convergence.
=il
3.3. On pose pour tout x réel G (x) = i %.L&ﬂmﬂhdﬁnﬁmkﬁﬁmwﬂmsﬂhm
a=g
sur R de ['équation différentieile :
(E) I/ +(dx+ 2]y + y=0.

'34. Prouver que lona, pouriout x € | = 1, 1],

Fix}= J:t'" G (x)de.

QUATRIEME PARTIE
Etude d'une suite de fonctions

4.1. Monirer que 'spplication N, de R vera R, définle par :
2
vxver, NEv=(es 1)

5t une norme sur B

Dans toute la suite, si V = (X, Y) est un élément de RY, on utilisera les notations N (X, Y) = | V | ou
NIXY) = (X Y]

Toumez la page S.Y.P.
135



42

4.3

44,

3

Bulletin de 'APMEP n°384 - Juin Juillet 1992
e

A tout réel 1 non nul, on associe Mendomorphisme L, de & dont la matrice relativement & Ja base cono-
nique est donnee par -
203 Xz
A(p}-( 3 4_)_
1 0

Sohkmﬁdnmmnmlmpéﬁmri!l’.Mmqu‘i!mﬁuuadd:,micwmmtpoﬂﬁfulqu:
Yiorzg, YIXYL XY)ER, JLXY)IsLIXY)I-
Dans les questions suivantes, & et ¢, sont fixés ainsl.

Soit Wy = (4, &) un élément de R°. On lul associe la suite des fonctions (Z,), » «, définies sur |intervalle
Itar + =2 et & valeurs dans B, par les relations suivantes |

¥ & g, »f, Zole) = Vi YneEN,  Z,=(X,.YJ);:

YnEN, ViE(q, ], x.nm-nf[«-z—x.maelv.m}dm
Wi ;- 3

Yooy lt) = B+ F X, ) di.

Prouver que, ¥i, 1 2 Iy, VZ, () —Z (0 = k(e =1 Vil
etque¥nz 1, Ytz IZ...[r]—Z.lfillS'RJ"IZ.IM-Z._.'IMI(IL.
o

En déduire que, ¥r, 12 1, Yp EN, Y €N, n> pona:

L] -
IZ0 =2l slv,) 3 AT

-]
et que la suite Z, converge uniformément sur 1out intervalle (¢, 4], pour ¢, € ]1,, =|; on désigne par Z
53 limite.

CINQUIEME PARTIE

Effectuer dana (E1) le changement de fonction inconnue
X
¥(x) = z(x) exp (— i)
On uppeliera (E2) I'équation différentielle obtenue, dont 7 est la fonction inconnue.

Soit Véquation (E3), dont Pinconmue est ane fonction :
— %0 &
i [ ¥ m] de®*" vers R*
X' L X
(E3) [Y‘M Al [‘fif}]

ou A 1) désigne lo matrice définic en 4.2,
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Solent t, > 0 et (o b) € R Justifier Vexistence e l'unicité d'uoe solution de (E3), sur lintervalle
W0, oo sarisfaisant aux conditions X () = & Y (fe) = &.

5.3 On{zeapimdhnmmdehpmi‘. Muontrer que, sur lintervalle [fy, + = , la fonction Z est solution
de {

5.4. En unlisant = qui précede, déterminer pour toute solution sur Pintervalle [0, = de (E1) une fonction de
type exponenticl lh majorant pu voisinage de + =, On commencera par comparer les ions de (E2) et
de (E3).

5.5, Prouver que, pour x € [1, 2+ 2/3], Vintégrale figurant dans 'égalité 3.4, 3 un sens,

5.6, Prouver que, pour (us x,, s telique 0 <5 < 1, <2+ 22 illexinte d > 0,1, > 0,4 > O, M, M,
tels que @

Ye&x,xl,Vezy , |G x| <M exp (=84
Yr€ (5,5, ¥tz , |G ()| s M exp(—81).
Proaver nlors que :

X — rr'G{xt]d:
0

est solution de (E)sur | — 1, 2 + 2 /3],
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