
Les Problèmes de l'A.P M.E.P. 

Dominique ROUX m'a demandé de lui succéder comme rtsponsable de 
celle rubrique , tr je liens d'abord d le remerciu d'une parI pour les 
nwmenls passionnants que j'ai COrlnus pendalll plusieurs onnies ell lanl que 
lecleur assidu des probltmes de rA.P.M.E:? , d'oUlrt parr pour la confiance 
qu' II m' a accord~i! en me trollsmellam celte charge. Je voudrai.ii aussi 
remercier 10US les lectellrs qui contribllent d /' Iméril de cette rubrique : je 
complt sur vous tous pOilr la maintellir au niveau quO die a aueim. 

Comme précidemmelll, cette rubrique propose des problèmes choisis 
pour l' originalité de leur caracl~re : eSIMliqlle , SUblll , irlgéniellx, voire 
récréalif. dOI/l la solUlioll Illressile inltiallves, dlmarcne Invenllve , 
recherche, effort inrtlltell/el. 

Elle accueille 10llS ClUX qui aiment inventer, chercher de «beaux pro­
bljmes • . .. si possible Irouver dts salulions, elles illvile d donner libre cours 
d lellr imagination créatrict. 

Prlorilé eSI nalurellement réservit aux énoncés composts por des col­
légues el au dialogue ouverl entre eux por le jeu des réporlses el des solu­
lions. qui désarmai. SOrll d envoyer à nwn adresse (réponsu à du pro­
blémes diffirents sur feuil/es séparées S. V.P. ) : 

François W JACOMO 
21 rue JuJutte Dodu 

15010 PARIS. 

ÉNONCÉS 

ÉNONCÉ N"20J (Eugène EHRHART, SlmSbourg) 

La suite de Fibonacci étant définie par F, _1 = F, + F, .I. avec FI = Fz= 1. 
soil (G,) une suile définie e lle aussi par G •• I ~ G. + G. _1 • mais. 3Vec 

GI = a el Gz =b (a el b entiers). 

a) Peul-oo choisir a et b de sorte que G • . F. (5 lende vers zéro lorsque n 

lend vers l'infini? 
b) A queUe condition (sur a Cl b) la fmclion G./ F. esl~Ue irréductible pour 

tout Il ? 
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ÉNONCÉN° 202 (Gérald BOURGEOIS el Jean-Pierre LECHENE, 
Marseille). 

On se donne deux cercles non concentriques: (C) . de cenlre 0 Cl de r.lyon 1. 
CI (rJ , de cenlre r el de rayon r • lels que (rJ SOil striclemenl à l'inlérieur de 
(C). el l'on pose 01 = d. Sail M un poinl de IC) ; on mène la langenle issue 
de M 11 (rJ qui passe Il dmile de (rJ pour un observareur Silué en M; celle Ian­
geme recoupe (C) en A; en iléranl l'opémtion, on conSlruil B à partit de A, 
puis M' Il partir de B. On considère la fonction 1 qui à loul poinl M de (C) 
associe l' angle 10M,OM') E [0,21<[. 
a) Quels sonlles poinlS M réalisant le maximum el le minimum dei? 
b) Quels sonl les points M tels que M et M' soient diamétralement op­
posés? Quels sont les couples (r,d) tels que ces points erulenl ? 

ÉNONCÉ N°203 (Jacques AMON. Limoges). 

Sail 1 un rœl strictement compris eolre 0 et 1. Deux personnes A el B onl ini­
tialemenl aD et bD pièces de 1 F (ao Cl bo entiers). Ln plus ricbe donne à 

l'aulre 1 fois sa fonune. arrondi à rentier inférieur : les nouvelles fonunes 
sont al et b l (entiers). Puis, la plus riche redonne Il l'aulre 1 fois sa fonune. 

arrondi à l'entier inférieur. et ainsi de suile ... Si à un moment.. les deux per­
sonnes ont le meme nombre de pièces, c'est celle qui vicO! de recevoir qui 
donne. Examiner l'évolution des étaIS de fonune des deux personnes. 

SOLUTIONS 

É 0 CÉ °187 (d ' après S.LECLERC. 1674). 

Construire à la règle et au compas un carré aussi grand que possible à l'inté­
rieur d ' un pentagone régulier donné. 

SOLUTION 

Les solutions reçues étant soil incomplètcs (M.DELEHAM - Reims; Charles 
NOT AR! - Noe). soit trop longue (René MANZONI - Le Havre), je me per­
melS de publier unc solulion un peu plus succincte. la plus complète pos­
sible. mais uùlisant le moins possible de calculs trigonométriques. solution 
que j'ai rrouvée tardivement après avoir lu les aulreS solutions. 

Soil ASCDE le pentagone el MNfQ le carré. Si J'un au plus des sommet~ du 
carré (par exemple M ) se trouve sur un côté du pentagone, une homothétie 
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de centre M el de rapport ( 1 + E), pour t: > 0 suffisnmment petit. t.ronsforme le 
carré en un carré plus gt1lfld. mais encore inlérieur au peotagone, Si deux 
sommets consécutifs (par exemple M ct N) sont sur un des côlés du pentago­
oe. mais que P et Q sont strictement 11 l'intérieur, unc transl.tion de 

EN P = eM Q nous ramène au cas précédent pour e > 0 assez petit On peu 1 

donc supposer que M el P sont sur les côtés du pentagone et, par exemple. 
queM e IAB/. 
Appelons À ', D' . C', D' , E' les milieux des cOtés du pentagone, opposés à A, 
B, C. D. E respectivement. el désignons par a la longueur du cOté du penta­
gone et par b la longueur du cOté du carré. 

P ne peut pas être sur {ABJ , {BCI ni IAEl. sinon l'un des demi-cercles de 
diamètre MP. qui contient N ou Q. serait extérieur au pentagone. donc le 
carré ne serait pas inlérieur au pentagone. Donc. quitte à faire une symétrie 
par rapport 11 (DD' J. on peut supposer P e j CD/. 

s 

A 
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Par ailleurs. comme le carré de côté CD est intérieur au pentagone, seuls 
nous intéressent les carrés plus grands que celui-ci; on peut donc supposer 
b > a, ce qui entraîne d'une pan que l'on ne peut peut pas avoir deux som­
mets du cané sur un même côté du pentagone, d'autre pan que l'on ne peut 
pas avoir ME {D'BJetP E {A'C{,carsioon 

bf'ï ; MP 50 sup (MA ',MC) S sup (BA ' ,A 'D') < ttfi 

vu que BA'=1/A'C
2
+BC

2
- 2BC,A'C, cos 3

5
" :0"';1 + if 

2ED,cos.!.+ BC ) 
A 'D,=AD+BC _ 5 _ a(3+ Vs 

2 2 4 ' 
et 

ln valeur de cos ~ pouvant être calculée, par exemple, en remarquant que 

l EB = AE cos.!.; A 'D + DE cos (2") d'où cos.!. = 2 cos'(.!.) -1 ' 
2 5 5 5 52 ' 
donc, quitle Il faire une symétrie par mpport 1\ (EE' ), on peut supposer que 
ME {AO'J, 

La perpendiculaire en P ~ CD coupe (AB ) ou (AE ) en P' . Supposons 
d'abord M Il gauche de P' mais distinct de A; en d'autres termes, P E JA'C{ 
el M E JAP' ( . Si Q était sur un côté du penlagone [AE lou [ED 1 nécessaire­
ment), son symélrique par rapport Il (MP ), qui n'cst autre que N, serait exté­
rieur au penLagone: en effet, (MP ) el (M ' ) se coupent en S, situé au dessus 
de A. Si Q' désigne le symétrique de Q par rapport Il (M ' ), N appartient au - -cercle de centre S passant par Q et Q', et il vérifie: Q,SN = 2 A 'S P . Donc 
Q est strictement intérieur au pentagone, et une rotation d centre P et 
d'angle sufflsllJnment petit vcrs la gauche laisse Q strictement Il I"intérieur 
du pentagone, amène N strictement Il l'intérieur du cacré initial, donc du pen­
Lagone, et amène M strictement Il l'intérieur du pentagone car, d'une part. 

AMr > An = 7" >!. , d'autte part, M .. A ce qui signifie que le cercle 
10 2 

de centre P et de rayon PM pénètre dans le penLagone avant de recouper 
évemueUement AE. Donc le carré résultant, qui a trois sommets strictement 
Il l'intérieur du pentagone, est agrandissable par homothétie de centre P ce 
qui prouve que MNPQ n'était pas de taille maximale, 

Supposons maintenant que M est Il droite de P' : soil P E {DA '/ et 
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M E IAD'I, soit P E IA 'C{ et M E {P'D'/. La perpendiculaire en M à AB 
(parallèle à (DD' » coupe IDEI en un point shué à gauche de (PP' ) ; 
comme M est, lui, à droile de (PP' ), ceue perpendiculaire coupe (PP' ) en T, 
intérieur au pentagone (on peut avoir T - M ou T = Pl. 
Uoe rotatioo de centre T ct d'angle suffisamment petit. soit dans un sens oit 
dans I",ulre, traDsformern MNPQ en un carré dont trois sommets au moins 
sont strictement à I"intérieur du pentagone (ce qui prouve que MNPQ n' t 
pas de taille muimale). sauf dans les deux cas suivruus : 
... 1) M, N, p, et Q sont tOUg les quatre situés sur des cÔlés du pentagone 
(cam! inscrit), 
... 2) L'un des sommets du carré M , N, P ou Q, est également sommet du 
pentagone (figure 3). 

Dans le prem icr cas. on est ramené à 13 figure 2, avec 

PQ EQ QM_~ 

sin (3;) - sin (~ + a) ct sin P;) -sin lf- a) . 

A 

..lI.. 
n W-a 

W+apt=============~N 
DeFigure 2 
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fJ.M AM 
et 

MN = BM 

sin (3sn-) sin (~+ al sin (3;) SjO(I~ - al ' 
donc b EQ AQ EA 

sin (3;) Sjn(~ + a) sin(~ - a) 2sin 3n- ms (lL - a) 
20 20 

AM BM AB 
sin (I~ - a) 2sin 3 n- cos (lL + a) 

20 20 
d'où il résulte d'une pan que a = 0, d'autre paIl que 

. 3" 
Stn - ( 

b= 5 a=I.060497 ... a=,rs - 2Sin!!:), 
2sin 3" ms ~ 5 "près ,implificotion 

20 20 
Dans le second cas, supposons que M est en A. Trnçons le cercle circonscrit 
au pentagone de centre 0 ; soit [Q'N' J le diamètre orthogonal il (M ' ) ; 

A=M 
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(AQ' ) coupe (ED ) en Qo et (AN' ) coupe (BC ) en No, M, No.Qo sonl trois 
sommets du 

carré solution, car tout d'abord 

d'où 

sin 7" 
20 

sin 3" 

b = _ _ 5_ 0 = 1.067 39, .. a=(f5 -lJlIl!!.) .~ 
sin 7n 5 ,2 

20 

IIrm:S "sImplifications". 

(ce carré est dooc plus grand que le carré inscri t), ensuite: si Po désigne le 
quatrième sommet, Po E M' 

et MPo= b fi = 1.5095 ... 0 < AA' =a(Sin f+ sin 25"} = 1,538 84 ... 0 

donc le carré MNr/'oQo est bien à l'inlérieur du pentagone. Enrm, il est plus 
gr.lnd que lout autre carré MNPQ vérifiant M = A, car un tel carré vérifie : - -SOU QAA • ~!!. . soit A 'AN > ~. donc soit Q CSI dans le triangle AQoE, cc 

4 4 
qui en traine AQ < AQo vu que AE < AQo. soit N est dans le lriungle ANoB, 

cc qui achève la démonstration. 

Plusieurs constructions permellent d'inscrire un pentagone dans un cercle 
donné: je cileroi celle de S.LECLERC (1674) que Dominique ROUX m'a 
transmise, issue de l'ouvrage dont il s 'cst inspiré pour poser ce problème 
(Géométrie Pratique) . 
Dans cet ouvrage, en effet, on exptique comment construire un quarré (sic) 
inscril dans un pentagone, en s'appuyant sur le fait que l'homothétie de 

centre A et de rnppon ::;, IJ"BCl5forme un lei carré en un carré de côlé BE. 

Mais on ne prouve ni qu'un tel carré est unique, ni qu'il n'existe pas de carré 
plus grand intérieur au pentagone (ce qui, nous venons de le voir, est raux). 
Cenaine constructions proposées dans cet ouvrage sont fausses, comme celle 

de l 'he .. àad . 1< f3 . l ' ' . plllgone qUI revient mettre : Sin "7 = 4"' mats creur 31/lS1 corn· 

mise est de 0,2% : donc, eo pratique, compte lenu de la sirnpücité de la 
construction proposée , l'heplllgone obtenu sera peut~lCe plus juste que le 
polygone à 17 côtés, dont la conslruCtion avec la règle ct le compas est 
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PROPOSITION Ill. 

D~II' u.urtl,J.",,1 h,!crirr MIfPtHt4. . 

gue d' •• DUIIl'.', 

AB C D ftllt le CCld!!' propo(t. 

P~ATIQ.yE. 

D' PJJlTÀaO)U. 

, 

Tlrn«:sdC'u:J:di.mcuc:s A C.D ' .... 0'" 
t'l:fturooupl.ntà iLl\gklltoiu UI. E ' , -ro",- 1 • 

Coapn)c4tm7tba..lTlcuc: C fi: 
ca d~u tgdement en. r . 

De: te l'cUla F 
«cie 1'.inlcrnJe F A 

Dcfajft"'I l'art A " 
Du poinr A 

Irdd" ",rnaJ.c. Ii. C 
Delhi YCI.1"arc G H 

1.1 Lcgnce droire A H 
41,ifu.& lt "tek m cinq J'lJ'titl fCale s. 

",,,O'C"GPIII, 
Subdh'ifn cbqu.~ pu rie. Ih~ cc.rde en de.' 

fgoka> ... , 

mathémauqucmcm exocte, mais où les imprécisions de Irncé s"CGumulcnt. 
Même le pentagone est rarement précis à 0.2% près (1 mm d'erreur pour un 
cercle de 8 cm de rnyon). 

PROPO S ITI O N XV. 

".ftr;"", Il'' ~.rri J".s "" P'lt t AI'~t. 

A Il C 0 E (Olt Ic Pt'ntoJJ:"0nerl1nl 1t""tl il 
fatu inrerut! un ~ru!. 

PIlATIQ.yE. 

T Itu lalJgnc- droire' 
AhlllfC't 1 .. pe:l penclicntalfc 

.i l'urremiu: de 
hiref ceue pCl"pcl'ldlcL:luirc 

i'II::II1. à 1a.Lgne 
TjUlla h&"c 

De 1. (cll ion 
M"n~ 1. rign~ 

p.,r.a..llclc au f:&.é 
Au .. C :UfCftliltt.:. 

El'lncl. ret p~pcn4icul .... jtf' 
Tire:.: b li gne: 

N Id 0 P (e.ra te Q.!!..U'ré tC'lIolÏt,. 

B E 
E .,. 
B 1: 
f. T 
.B B. 
A T. 

o 
P 

D. 
P. 
N 
M 
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PROPOSITION IV. 

D.JlJ 1111 ,tr:/,.,,,.; j"rrrir, Il. EPIAI"'" 

ABC roit le'cerc.lc propoŒ d.ans Icqae1l1 m! 
faire t.ln Ept,lgonc. 

PItATIQ..Y B. 

TrrtlltdtmTdiame~re 1 A. 
De J'c:nrrmir~ A 
&' de IïnrC'nale A 1 

De{an'u l'ue C J C. 
Tiret 1.. lignlC' droite C C. 
POtfc;r. la mouié- C 0 

{cpt foij: dan. J.a eirconrct~ct du cude. 
YOU. Urell' Eptagonc d.emandl. 

Par ailleurs. il est iméressam de remarquer que les ligures se trouvaient des­
sinées dans le cie~ avec au dessous des personnages et des paysages. S'agis­
sait-il seulemen! d'enjolivures 11 ln mode 11 eeUe époque, ou ceci symbolisait­
il le lien étroit existant en Ire trigonométrie (mesure d'angles) el astronomie? 

Sébastien LECLERC (1637-1714) 
était géographe et graveu r. Il a gravé plus de :3 000 planches et 
vignettes; celles que nous présentons ici proviennent de Prat/que de la 
Géomfltrle sur le papIer (Paris, Guillaume de Luyne, 1674, in 12). 

Robert BRUN, dans Le /Ivre français (PariS, P.U.F., p.78) nous en dit 
«/1 trouva même le moyen de rendre affrayante une PratIque de la 
GéométrIe, qu'il publia, en 1669, en acccmpagnant chaque problème 
de perspective de charmants croquis enlevés d'une pointe légère e 
capricieuse, avec quelques silhoueffes bien campées au premier planH . 

Avis aux auteurs de manuels. 
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ÉNo CÉ N° 188 (Concours général 1990) 

Détenniner 10US les nombres nalurels n lels qu 'il e)(L~le " nombres en Liers 

1 1 1 nUlurels .t, . x, • ... xo. dîstinclS Ou lion. vérifiam 1 = - + - + ... + -
2 2 2 

.r1 .l 2 x" 

SOLlITlO de Gilles DES ECOT (Lomé·Togo). 

Désignons par E l'ensemble des enliers n31urels /1 érifiamla propriélé énon­
cée. 

L'égalilé 1 J 1 
k =- + -+ ... +.- sem notée (x,.X2' . .• ,x.l ~k. 

2 ' 2 
X I Xz X ,. 

On peut toujours supposer que la suite (.t,) esl croissame et on remarque que 
si (X'.X2 . . ... x.)~ 1 nJorsx, ~ 2 dès que n ~ 2 . 

... 1 est élément de E puisque (l) = 1 

- 2 n'est pas élément de E car si (x, • . "21 ~ 1. alors 1. +1.,,1. et 
2 , 2 

XI x ] XI 

1 x, S; 2 

ce qui conlredit que x, ~ 2. 
3 n 'cst pas élément de E car si (x,. x" x3) = l , alors par le même raisonne-

ment que précédemment, on obtient .liS 3 ce qu i est impossible . 
.. 4 esl élément de E car (2,2,2.2) = 1. 
Ccci nous amène 11 remarquer que 

si (x, .. "2 • .. .. x,.) = 1 alors (2<,. 2x,. 2x,. 2" .. '<l ... . x,.) = 
et donc que si 1/ esl élémenl de E. alors 1/ + 3 eSI églliemenl élémenl de E. 
E contient donc tous les naturels de la ronne 1 ... 3a (a E N). 
' .. 5 n 'est pas élément de E. car si (x,. x,.x~ ...... Xl) = 1. avec le même raison-

nement que précédemment, xi,; 5 d'où .', = 2 et (x, . x). x4• Xs) = ~ puis 

l~ 16 d' • 2 ( ) 1. ,'~ 6 d' Ù 2 1 x'''"3 Ou ., ~ = el .t), '4. Xs = 2" . pu,s . )" 0 x) = e 
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(X4"\'5) = 1. .puis x~$ 8 d'où x. = 2 et (x,) = 0, ce qui est absurde. 
4 

... 6 est éliment de E, car si (x" x" x, ' x4, x,. x.> = 1. toujours avec le 

même raisonnement. on trouve successivement Xl :; 2 . 

x, = 2 , (x,. x"~ x. ) = .!. , x, = 3, ,"" '<6 ) = 1.. ,x, = 3 et x. = 6. D'où 
4 36 

(2,2,2,3.3,6) = 1 (la suite (XI) est alors unique). 
E contient donc tous les I1lIturels de la forme 6 + 3b (b e N) 
.. 8 est élément de E car avec les mêmes calculs, on trouve, par exemple que 
(2.2,3.3.3,3,6,6) = 1 (la suite lx,) n'cst pas unique) 

E contient donc tous les naturels de la rorme 8 + Je (c e N). 

Conclusion: E <sI donc for",i de IOUS les nOIl/reb non nllls tll' exception de 
2.3 f15. 

Remarque: La recherche des suites lx;) pour n = 8 montre qu'il y a 4 suites 
possibles : (2,2,3,3.3,3,6,6) = (2,2.2,3,3.7,14,21) = (2,2,2,3.3,9,9,18)= 

(2,2,2.3,4.4.12,12) = 1. 

Aulres solution. : 
Pierre BARNOUIN (Cabris), Luc BARRlA (Serres Morlaas). Marie· Laure 
CHAlLLOUT (Sarcelles), M. DELEHAM (Reims) , Pierre DELHA Y 
(Aubry-du-Hainaut) ; R. FERREOL (Paris), Denis HARTEMANN 
(Cayenne) , Pierre-Yves LE CLOlREC (Rennes) , Pierre MANAC'H 
(Lorient), Roger QUENTON (Seillans), Gilben ROUX (L'Hay les Roses), 
Geneviève SAMBARD (Saint Quentin), Jean THEOCLISTE (Valeocc), M. 
VlDlANl (Fon laIDe lès Dijon), el une solution incomplète. 

Edgard DELPLANCHE (Créleil) et quelques autres lecteurs (Bumouin, 
Ferreol. Vidiaoi) signalent que ce problème, avec sa solution, a !!té publié 
(voir W. SIERPINSKI, 250 Problèmes de IMorit IUmenlaire des nombres 
(Hachelle-1972), exercice 5/192, p.131 , ainsi que les solutions du Concours 
Général el des Olympiades 1990, publiées aux édiuons du Choix). 
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Remarques : 

1- Pour qu'il e~iste (x" Xl' ... ,x.) "érifil ll , tous Impaus. v IaI1t = - + .. . + - . 
. 2 2 

XI X n 

il CaU! ct il suffit que n • 1 (mod 8). 

En effet, réduisons au même dénominateur: celui-ei est le carré d'un nombre 
impair, donc congru à 1 modulo 8 ; le numérateur t une somme de Il carrés 
de nombres impair!, tous congrus 11 1 modulo 8. 

Par aiUeurs,la condition est suffisamecnr V k E .1 =(8 i J,) + J, . 
;_19 9 

l - Si les x, (vérifiant i.l. = 1 ) ne sont pas tous impairs. au moins qualre 
2 

I_IX, 

d'entre e~ sont pairs. 

Supposons xI '" x. pairs et x •• 1 . . . x. impairs. 

i. ~ Ct i ~ . une fois simplifié.~, ont même dénominateur: comme la 
i .l.t. j ...,...1.\" 1 

première somme a pour dénominateur commun le carré d'un nombre pair. 
elle est simpliftable par 4 ; mais son numérateur est une somme de carrés 
dont l'un au moins est impair, il n'est divisible par 4 que si le nombre de car­
rés impairs est multiple de 4. 

3- Jean THEOCLISTE (Valence) demande 11 queUe condition il e.:i te une 
seule décomposition. 
Réponse.' pourn E 11.4,6, 7} . 
L'existence de plusieurs décompositions pour Il = 8 suffit à trouver plusieurs 
décompositions pour Il + 7 à partir d'une décomposition quelconque pour n. 
et les cas Il E 19, 10, 12) se vériflCnt aisément li la main. 
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ÉNONCÉ N°189 (Olympiades Interruulonales - 1990) 

Quels sont tous les entiers n tels que ,,2 divise 2" + 1 ? 

SOLUTIO d'Etienne MARACllE (BnrcelonneUe). 

On remarque d'abord qu'aucun nombre pair n'est solution. Posons 0-=2.1:+1. 
On a alors 2" + 1 -= 2.4' + l " 0[3J: 2' + 1 est divisible par 3 lorsque /1 est 
impair. Soit v) (n) l'exposant de 3 dans la décomposition en facleurs premiers 
de /1. 

Lemme: Quel que sail/' elllier impair /l, l'; (2" + 1) = vJ (n) + ! (1) 

où vJ(I/) désigne l'exposant de 3 dans la décomposition en (acteurs premiers 
den. 
DémonlIOns le lemme par récurrence sur a 0: v) (n). 

Sia=On=6k+ 1 ou n=6I:+5 
si Il = 6k + 1 2' + 1 = 2.(64)' + l '" 319J 
si /1 = 6k + 5 2' + 1 = 32.(64)' + 1 .. 6(9) 

donc. dans les deux cas v, (2' + 1) = 1. 

Soit a> 0, supposons (1) vérifiée pour tout n tel Que v, (II) 0: a - 1. 

Si v, (1I)=a. posons 1I=3m. On a donc \', (m)=a.- ! et \', (2~ +l)=a. 

Ecrivons 2' + 1 = 2'" + 1 = (2" + Il (22'" - 2" + 1) 
= (2" + 1) «2m + 1)2 - 3(2m + 1) + 3) 

Comme (2m + 1)1 - 3(2m + 1) + 3 . 3[9]. 
on 3 v, (2' + 1) = "3 (2,"+ 1) + 1 = a .. 1 = v, (II) + 1 
e qui achève la démonstration du lemme. 

Si 112 divise 2" + 1 et si v3 (II) = a alors 32<> divise 112 et donc 2" + 1 
etona 2a:S:a+ 1 d'où aS 1. 

On remarque que 12 =! divise 2' + 1 = 3 

't que 32 = 9 divise 2' .. 1 = 9. 

Démontrons par l'absurde que 1 et 3 sont les seules solutions du problème. 

Supposons que fi soit une solution strictement supérieure à 3. Comme 
\',(II}:<;; l, /1 admet au rnoins un divi.<eur premier supérieur à 3 ; soil p le plus 

petil diviseur premier de n plus grand Que 3. On api n 12" + 1. 
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Comme 2" • - 1 [P](-I) est une puissance de 2 dans le COfllS ZlpZ. 
Soit q le plus petit entier naturel tel que 2' • -1 [Pl. 
2q est l'ordre de 2 dans le groupe multiplicatif (Z/pZ)· donc 2q divise p . 1 

(petit théorème de Fermat et définition do q) et 2' = 2' [pJ entraîne 
/! = q + 2kq (k E N). 

U résulte de ce qui procède que q est un diviseur de /! inférieur à p donc. vu 
les hypothèses que q = 1 ou q = 3. 

Siq=1 2=-1[p] d'oùp=3 c'est impossible. 
Siq=3 21 . -1[p] soit9 . 0[p] c'est encore impossible. 

La démonstration est terminée. 
1 el3 SOnt/es seuls emiers n tels que n2 divise 2" + 1. 

Les éléments de la solution sonl pris dans les deux références suivantes : 

SIERPINSKI: 250 probl~mes de rhéorie éllmemaire des /wmbres. pro­
blèmes nO 1/9. 1/20 et 1/21 (dans le même ouvrage figure l'énoncé n0188 : 
exercice 5/192). 
BULLETIN N°366 : SolU/ion de /" énoncé nO J 35 er compUme"'s. 

Autres solutions: 
Luc BARRIA (Serres Morlaas). Marie-Laure CHAfLLOUT (Sarcelles). 
Edgard DELPLANCHE (Créteil). Gilbert ROUX (L'Hay les Roses). Pierre 
SAMUEL (Hossegor). 
Une solution fausse et deux solutions publiées dans Ma/héma/iques el 

Pédagogie ,,°80 (Claudine FESTRAETS) et dans le corrigé des Olympiades 
1990 (R.CUCULIERE). 

Som/ions ltUdives : 
nO 179 : GUben ROUX; n· 186 : Marie-Nicole GRAS. 
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