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D'une discipline a l'autre

Une modeste introduction
a la transformation
de Laplace

Daniel Lazet
Bordeaux

| DEUXIEME PARTIE J

Cet article dont nous présentons ici la dewxiéme partie, la premiére ayant
é1¢ donnée dans le Bulletin n°382, n'est qu'une modeste introduction Q la
transformation de Laplace, outil puissant dans la résolution de certains pro-
blémes d' analyse, notamment des probiémes différentiels issus de la phy-
sique.

Les notions ici exposées sont traitées avec des moyens tout a fait artisa-
nawx, dans un cadre limité. La transformation de Laplace générale reléve de
lintégrale de Lebesgue.,

L'essentiel de ce qui suil est directement issu :

-du chapitre 7 de I'ouvrage «The Laplace Transformation» de David Widder
(Ed.Princeton University Press) ;

~¢f du chapitre 4 de I'ouvrage «Advanced engineering mathematics» de
Stanley Grossman er William Derrick (Ed.Harper and Row, New York).
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6-Le probléme de l'inversion de la transformation de
Laplace :

Le probléme qui se pose est le suivant : si deux fonctions £ et g admettent
la méme transformée de Laplace, ces deux fonctions coincident-elles 7 Cette
question intervient notamment dans la résolution des équations différen-
tielles linéaires au moyen de la transformation de Laplace,

La réponse A celte question découlera immédiatement d'un théoréme que
nous allons démontrer et que I'on peut considérer comme le théordme corres-
pondant pour la transformation de Laplace au théoréme bien connu donnant
les coefficients d"une série entiére au moyen des dérivées de sa somme.

On sait en effet que si sur intervalle |-8 ., 8[ (§ e R. ), on a

(XJ-ZU..X .alors, pourtoutn e N,ona: a,,—F ’(0)

nw=il

Le théorgme que nous allons pmuw:: ici est que sous des hypothéses assez

c r s1jft ﬂ Lirgey+1 )

Rappel : f(t+) = sl_i'““*f[@ ; flrs)y= gli,"}.f(a)

larges,ona: lim

Si f est continue sur J0 , +es[, ona : f (N = 12 (f (1+) + f (+-)) , ainsi les
valeurs de f sur 10 . +=<[ sout obtenues au moyen des dérivées de sa transfor-

mée de Laplace f Or, précisément on a vu ¢n 1 que le passage du discrel au

continu remplace a, patf (/) et Fpar{ .
Le théoreme annoncé va découler d'une succession de lemmes.

6.1-Des lemmes :

“OLemme 1:Siona:a<a+ n<b;sihest une fonction réelle de classe

Clsurfa,a+nl b sik (a)=0et h'(a) <0: et sihest
Uécroissante sur [a, b),
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b
Aioni:f e g . ghh@ "% (ke N%)
a k—t d 2k K (@)

Preuve : Soite telque 0 <e<- 4" (a)
Soitdlelque 0O<d<n
h (@)-e<h” (x)<h” (a) + e(<0) sur [a, a+d)
(C’est la continuité de £ qui justifie " existence de 8).

b
=+ Posons h=ﬁ.f ekt gl 4.
a

;Fﬁ_f'""ethm-mw_!kjgﬁ‘f“ g I e-he) g
- — a+ 8 >
Ty Iy
Surla+ &,b)ona:h(x)-h(a)<hia+ d) - h(a)car i est décroissante
et:ha+ 8)-h(a)<0 parchoix de eet 6.
D'oil, pour k € N¥, k[h (x) - (@) Sk (a + &) - h{a)] <O
0SS e PN ¢ o LA+ B -hia],

Donc 0 <1*;< Vi x et orral, (4
D'od: lim (rd=0

- D'aprés Taylor-Lagrange (puisque h est de classe €2), pour tout

x€ [a,a+ 8], ilexiste §e {a,a+6‘]lclqueh(x)-h(a)=tléiz.h"(@)
(avec & fonction de x),
Donci',=ﬁ.f nscm"‘?.'"“'ash'
D'ol : )
=1T.f'"’c““””"*"**‘ﬂm<_:1'.sﬁ.f "o awaco gy
a a

Posons A=-h" (@) +eet 1l =- h"(a) - £(donc L. > O et 2> 0).
Par changement de variable, on obtient :
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f?.qf_zq_fﬁ'“ae‘*‘.dgr’. < ﬁ.a\fi_f" M e
Ak J, ik Jg

On sail que f +~c_ e % . De cet encadrement de I'; , il découle :
(]

4.2 = ’ 2 T _ -

timintl s} 4/ %43 =Vima s

: ’ 2 X -
= Ii“.‘.i“."u ! Ve N2 Varoee

Et, cela éant vrai quel que soit e € 10, - A"(@)[, on en déduit ; *!i"l. (r’'s

. -
1sie et vautl §

EX el v T {a)

— Conclusion lim_ (/9 existe et vaut A\/ = ;',”{ - (CQFD)

OLemme2:Siona:a<a+ 1n<bh;sihest une fonction réelle de classe

Czsur[a La+ml;
Sih' (@)y=0et h" (a) <0 s hest décroissante sur (a , b] ; et
si ¢ est une fonction réelle réglée sur [a . b] avec @ (a+) = 0.

&
Lk (x) &b ) -K
e et | — a+).e e
A‘“’“‘f $é) ¥ e V 2510

(ke N*)

L]
Preuve : Posons /= Yk f [q: (x) - np{m)],c E[h (e) - h o] (e

~ Sion montre _im (7 =0, le lemme en découlera ; en effet :
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] A l b
f @ (x).ct "’.dt=#..fte“‘”+ q:{m).f A g,

]
D'aprds le lemme I.mpa.ué::rire:f k@ 4. _ Jkhi = - T
$ 2 k."(a)

(avec lim (t)=1)
k=4

b
; 1 T
Bes :f o W x =?._;J;.eum+ Ip(a-!—le“m.t\f 5 k.i::(a} Ty
U
~ Lk la) s 1/———2”(3) ]
w P 2 kW@ .(n+ -x pla+) ')

Ce qui donne bien le résultat annoncé dans le lemme, car
lim |7,+ Mx.l_x] =]
ket = U - @ la+)
= Prouvons que eli"l. )=0:
aed g
Ecrivons Jy=J"s+ J ", avec J'=Yk. f [0 () - @ (@+))e" P E g

B
a Ju=TE [ [p@)-ganethe-*lg
as+§

En considérant M = &Ig (! @ (x) - gla=) |). onal" EMI",

(" de la démonstration du lemme 1)
D'od lim (")=0.
k= 4=
Soit £ € 10, - A" (a)(, on lui associe & comme dans la démonstration du
lemme 1.
Pout tout &' € J0, &, on remarque que : 0 <", (8" )< I,
(I'y est I'élément défini dang la démonstration du lemme 1, et I'; (§) esl
I'intégrale analogue & ', mais définic avec & au licu de 9).
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Puisque llim (1*}) existe dans R, la suite (I" )z N est bornée. Donc il existe

Ae R telque:Vke N*. 0</)',SA.

Dois: V& el0,.8.Vke N* 0s/',(F)<A

On peut choisir § " tel que § € 10, &, et |@ () - @a+) | <esurfaa+ 8
Dela: |/ (& )sel',(8)se. A,

Finalement |/, | = |7, (8)+ 78 )< eA+ MI"(F )

On démontre que ,'i"}_ ("4 (6 ) = 0 comme pour I, dans le lemme 1.
D’od l_Iim J)=0 (CQFD).

0 Par changement de variable x — X = -x, on obtient le résultat symétrique
du lemme 2 :

Lemme 2’ : Siona:a < b-1n<b;sihestune fonction réelle de classe C2
sut[b-n,b];sih'(b)=0et h"(b) <0 si h est croissante sur
la , b] ; et si @ est une fonction réglée sur [a , b] avec
p(b-)=20.

#
LA ) Lhib

Alors (e dx ~ @bde 4 f = =

- f y I—IMQ 2k.H" (b)

Lemme 3 : Si ¢ est une fonction réelle réglée sur [, +=a[ (avec 1> 0), et s'il
existe ¢ > 0 tel que f h—c‘ “X ¢ (x).dx converge,
r

o LAY £ s - o
Alors :  lim _{T] f' e .u’.wtu).da) Ew(ﬂ)

| k!

Preuve: Soit §>0,et a (x) = ) ¢ ““o(u).du pourx2i+ 6.

r+ &

Puisque : fﬂc"".tp(n).du convergl. il existe M € R, tel que :
'

vizi+6 la@)| s
- Par intégration par parties on a:
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.q,,c_{ )Mf et o (u).du

E+ ] tol
kl!-( ] o (w).g W) 5- —\( ) a(u)g (). cu

en posant g (u):u b (o~ 4 /00
On prend dans ce qui suitk € N* k>c#

On a alors lim ¢ =0, et puisque @ (¢ + &) = 0, on obtient et (u) . g @]
(& est bomée),

kel
Donge : A;:-*—.{—) f o (1) g (u).die

t+ 8
» u 4] g o0
L étude des variations de la fonction g donne :
avec ug= :
k-ct

*l_i'm’_ (uy) = 1, donc il existe k; € N* tel que £, > ¢ . cl, pour tout & Z i,

Hg<t+ &
"Dela, pour tout k 2 kg, sur [t + 6. +=[, ona: g4+ §2g W) 20.
pod: | e (w)g u).cu suf lewla=-m g
1+ & i+8 1+ 8

=M. g(r+6}-l§rys]

c'est-a-dire : 5Mg(¢+5)=er+8)e“ &g+ 8)

f o (1).g’ (). du

a8
(avec k 2 k).

kel
On en déduit : A;|< III-{%) M+ dhge-tmusd_g

Ona:ﬂ;_L.—.:_,(k; 1 hi,(p+6}.e""5”
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Donc ; II(‘I'I (....__.l) g‘{[+6)|__1 ~ Gl l+6} l’”“l
[

Ce qui implique : lim (@3=0ctdeld: lim (4d=0
I - = b

; 1klb| r+5*
-Soit By =—J[%| . “. ).
o= L4 e p
On va utiliser le lemme 2. Posons 4 (x) = In (x) - £ (pour x > £ > 0)
!

Onu:k (l):xl

~ <0 .Donc h décroit sur [t , 1+ 0]
]

’ 1
Kin=0,")=-=<0.

O] (O} %

Le lemme 2 permet donc d'écnire ;

bta - k+
By - o@(+)e = ". = ll(ﬁ)
to e v 2kx 1y KU
Cestd-dire: By — .p(u-),\/_‘ A

b~ d=

D’apris la formule de Stirling, on sait que : ,lim [ f"} i
Jc

&=t e
. B = = E_l_,—_;l_.
Donc: lim (B)=9( +) 1(2 =3 P+
b _1
- Conclusion : JtI_L’n}mlﬁlw B) =3 @) (CQFD).

Lemme 4 :Si @ est une fonction réelle réglée sur )0 . 7] (avec 1 > 0), et 1'inté-
gralcf liﬂ (x).dx est convergente
[

ﬂ (k) ‘I u{q:(ﬂ).dl):zliq,(”
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Preuve : Soit 5& 10.1[.et a(x)nf""p(nm pourx € [0, - 3] (en

L8
prenant pour a (0) la valeur de I ' @ (u).du qui est une intégrale conver-
gente). La fonction o est ainsi réglée sur [0, /-
Il existealos M € R+ lelque: V xe [0,1-4), a{.t)|SM

Soitee 10, - 8[.
-parmtégratkmparpurlics ona:

Aluer=L [*) J' et e ().

” [ﬂr(u)f(u}]:+—~(] f %o (1 () du

enposant: [/ () =e "“.u

Ona: t"(w=k. uk {I -‘:—).c.hﬂ .Dong, I"(u) > 0 pour w € [€,1- 8]

kel a1l
A“(s)az_%-.(‘:—) .atcl.rtea«r-f'—.(*?) .f’ S (.l “ordu

Ae) )

1 1’ )
Soit Ag = 1—,(7) a(e) I (g).

. (e) = i B=allle R im [@&=0
Onn.:lem(la el GW‘ILnLﬂﬂ (o) etl__ILmD‘

- . -4 "
el lim U’ Caw .1 lul.dt]:f a s, ! twde car e et 1 sont des
r 0

£ = U4

fonctions réglées sur [0 , ¢ - 8], Done rlfitlm(diiei] exisie et vaut

k4l

,:I‘. (‘) f ‘. 1o .

Oua:f " |alul.!‘lu}|.dtsu.f T tunde=M. 00t - 8
0 0

185



Bulletin de 'TAPMEP n°383 - Avril/Mai 1992

kel f 3
etdeld: 47, < %(':-) M8y =g,

o Sl il

donc lim [9£)
A — 4= a‘t

% _é &ie : % g . -
(l r}e <1.Ce qui implique lim_({a’) =0

et donc ‘l_i.l‘l':_ (A d=0

k+1 i
- Considérons B’;r:-'-'—.(il f e'*"".u'.q:lul.m
kUN\t) T,

On va utiliser le lemme 2°, Posons & (x) = lnl,tl-i:- (cf. démonstration du

lemme 3). On obtient :

13
~kuft & Lnr-1) -1
e w.pdu ~ o@-).e ..1/_..__...._
f i ul—’ﬂ-q’ 2k.(- Ufz)
-8
kvl -k b4
=p@).1""% .1/—-
@) 5%

k+1 k
ctdonc B’y ~ @0 —J‘-l—. k ’e 4‘/ :—Z—’E- . D'od, grice 4 la formule de

k=b b - k!

Stirling : *I_i.m'_(ﬂ') =—,.l,— ol

- Conclusion : on a kl_i,m‘_[A’*-i- B) =;—q:l:-} (CQFD)

Lemme 5 : Si @est une fonction réelle réglée sur |0 | +sof telle que :
. 2 = oo
- il existe € R. pour lequel I'intégrale f e ", guode
L

converge,
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- Vintégrale f 'gtxidr converge,
]

Alurs-pmumue 10, +esf,0na:
k luk
t—u—-[k' ( ) I L ‘Pw]d‘

Preuve : on écrit fy = Jo'* 1, et on utilise les lemmes 3 et 4.

g(u-l + ol

6.2-Théoréme 8 : Soit f une fonction réelle réglée sur J0 , +oo[ telle gqu’il
existe ¢ € R pour lequel T'intégrale J;'"¢ " () est AC,
alors, pour tout 1 € J0, ++{ on a:
k+ ] ~
oy (ﬂ ! u*f‘(f_) ,&ﬂgﬂﬂ avec [ = L{f)

& += k!

Preuve : il suffit d"appliquer le théoréme 5 et le lemme S.

Conséquence : Si f et g sont des fonctions réglées sur ]0 , +=o[ ayant des
tansformées de Laplace définies sur (a , +[ et coincidant sur
cet intervalle, alors, pour tout t € ]0, +eo[, 0n a
S+) +f (1) =g (1+) + g ().
Donc, en tout 1 € 10, +e=[ o f et g sont continues, on
fin=gm.

Ainsi est donnée une réponse au probleme de I'inversion de l1a transforma-
tion de Laplace.

8-Pour aller plus loin :

8.1-Des théorémes laubériens ;
a) Dans 'utilisation des séries, on tombe parfois sur le probléme suivant :

Si ¥ @x" estune séric entitre convergeant sur J-1 ., 1(,
naN
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S'il existe / = lim [fw) (/€ R), amfh)=2 a.x";

a=0

A-ton: ¥ dn converge et de somme /7
L1

§'il y avait une réponse positive A cette question, on disposerait alors dune

réciproque au théordme bien connu d’Abel : «Si Eoﬂn-‘" a pour rayon de
"z

convergence ] el si ¥ a. converge, alors ) =¥ ayx" admet la limite
LIFY LI

= z,nan lorsque x tend vers | par valeurs inféricures»,

Dans le cas général, le probléeme (7) n'a pas de réponse positive (exemple ;
prendre sedévemppmmmmmuemdex—rﬁml- 1, 1D, mais
il en a une i on gjoute une hypothése supplémentaire.

Gauss avait déja en quelques idées. Mais c'est Tauber qui le premier (en
1897) éablit un théoreme précis. |l montre que I"hypothése supplémentaire :

« n,:D(i)nsMﬁtpomqmlmpmmréponMDmé(ﬂ.

Puis, Littlewood montra que 1'hypothdse a, f_D (%) suffit, ¢t Hardy (en
1910) que I'hypothése «la suite (1 @}, est majorée ou minorée» suffit.

b) Ce probléme sur les séries entidres a un comrespondant sur les intégrales
qu'on peut formuler ainsi :

-
«Si pour tout x € R*+, F (x) nf e " a(n.d est une intégrale
(]

convergente. et si i;u.nmlF () =1 existe dans R, alors 1'intégrale
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f h.a (1).cr est-elle convergente, de valeur [ »
[i]

On voit infervenir ici la transformation de Laplace,
Tauber monim que pour cette question admette une réponse positive, il suffit

que a(r) 5‘-0 (-:-} (la fonction { — a (1) est supposée réglée sur [0 , +eo]).
Puis Hardy et Littlewood prouvérent que la condition moins restrictive sui-
vante est également une condition suffisante :

= pourtout ye R*+, a(n) =0(*")

= el il existe K > 0 tel que, sur [0, +==[, £.a (¢ ) 2 - K (ou bien, il exis-
te K > 0 tel que, sur [0, 4o, t.a (1) S K).

¢) De ces «théorémes taubériens» sur les intégrales, on peut aisément déduire
les «théorémes taubériens» sur les séries entires signalées en a).

8.2-Le théoréme d’Hadamard-de la Vallée Poussin :

On connait ce théortme fameux démontré simultanément et indépendam-
ment en 1896 par Hadamard et de Ia Vallée Poussin, qui dit que

x : _
" (x) ~ N
{I}*_ln o Noauka (x) représente pour tout x € R, , le cardinal de

I'ensemble des nombres premiers p tels que 0 < p < x. En 1933, N.Wiener
donna une belle démonstration de ce théoréme basée sur la transformation de

Laplace.
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