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Les problemes de I’A.P.M.E.P,

Cette rubrique propose des problémes choisis pour
loriginalité de leur caractére ¢ esthétique, subtil,
ingéniewx, voire récréalif, dont la solution nécessite
initiatives, démarche inventive, recherche, effort
intellectuel.

Elle accueille tous ceux qui aiment inventer, chercher
“de beauwx problémes” ... si possible trouver des
solutions, et les invite d donner libre cours a leur
imagination créatrice.

Priorité est naturellement réservée aux énoncés
composés par des collégues et au dialogue ouvert entre
eux par le jeu des réponses et des solutions qui sont @
envoyer @ ' adresse suivante :

M .Dominique ROUX
52, cours Gay-Lussac
87000 LIMOGES

(réponses a des problémes différents sur feuilles
séparées S.V.P.).

ENONCES
ENONCE N°184 (Dominique ROUX, Limoges)

Quels sont les entiers égaux 2 une somme de cing carrés non nuls ?
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ENONCE N°185 (Frangois LO JACOMO, Paris)

Etant donné un triangle d'aire S, quelle est I'aire de l'ensemble des points
par lesquels on peut faire passer trois droiles partageant le triangle en deux
moiués d'aires égales 7
ENONCE N°186 (Charles AUQUE, Clermont-Ferrand)

Quel est le plus petil entier qui n'a pas de multiple s'écrivant avec les 10
chiffres de 0 4 9, chacun étant pris une seule fois ?

SOLUTIONS
ENONCE N°169 (Michel LAFOND, Dijon)

Esl-il vral que si m, n et p sonl des entiers positifs tels que I'un d'eux soil
premier avec les deux autres, alors l'équation x™ + y™ = 2F admet une
solution dans N* ?

SOLUTION (Frangois LO JACOMO, Paris)

- §1 p est premier avec n el m, il est premier avec leur produit nm, done
les nombres kp pour 0 € k < mn sont tous distincts modulo mn, par suite, il
existe ketl, O<l<p, 0<k<mn tels que kp =Imn + 1, 11 suffit alors de
choisir x = 27 |y = 2Mm et z = 2K,

- Si par contre p n'est pas premier avec n et m, comme z et m jouent des
roles symétriques, on peut Supposer que c'est m qui est premier avec n et p,
donc avec leur produit np, d'ott :ilexisteactk, O<a<np, O<k<m
tels que am=knp + 1. Posons b=kp,c=knetg=bn=cp=am - 1. 1l
suffit de choisir x = (29 - 1)4,y = (29 - 1) etz = [2 (29 - 1))° pour avoir :

My yr=(24-1)9+] 4 (29-19=29(29-1)7= 2.

Autres solutions : 1'Auteur, Charles NOTARI (No&), Bernard PETIT
(Brest), Pierre SAMUEL (Orsay), et une solution particlle de Serge
GAIGNOUX (Montigny-sur-Vesle).

Remarques .

La solution ci-dessus n'est en général ni la seule, ni la plus simple. Par
exemple :

x3 + y2 =23 admet Ia solution 72 + 132 =83

x2+y2=723  admetlasolution 22+ 112=53
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2+ y3 = 22 admet une infinité de solutions :

3 3 3irhs
zz% . x=4 2b , ¥=ab ol aet b sont des entiers de
méme parité, avec a > b,

D'autre part on peut démontrer que I'équation x2 + )r3 = z8 n'admet pas de
solution dans N*, Enfin I'équation x™ + y7 = 27 peut admetire des solutions
lorsque n, m, p ne vérifient Eas la condition donnée dans l'énoncé N°169,
par exemple : 752 + 104 = 55,

ENONCE N°170 (Frangois COULOIGNER, Forges les Eaux)
Déterminer les points du cercle rigonométrique 4 coordonnées décimales.
SOLUTION (Pierre RENFER, Ostwald)

On sait que les points 2 coordonnées rationnelles du cercle
trigonométrique ont pour coordonnées (x,3) ou (¥ x), avec
2mn i _m?% .- nqt
m2+ n? Y2 a2
oll m et n sont des entiers premiers entre eux, de parités distinctes (les
fractions sont alors irréductibles).

xX=

Pour que x et y soient décimaux, il faut et il suffit que m2+ n2 soit une
puissance de 5, car m2+ n’ est impair,

Soit 52 =m2 + n2 = (m + in) (m - in).

Or, =2+ 2-i) , ou(2+iet(2-i) sont irréductibles dans
I'anneau principal Z([I] des entiers de Gauss. Les seules décompositions de 57
en produit de deux facteurs conjugués sont donc du type (2 un élément
inversible pres)

P =2+ 2-9P RI1@-D @+ tH avec0<k<p.

Mais !a partie réelle et la partie imaginaire d'un te! facteur ne sont premiers
entre eux que sik =0ouk =p.
Soit ap la partie réelle et by la partie imaginaire de (Z+ ) (p € N).
Les points & coordonnées décimales du premier quadrant du cercle
trigonométrique sont ceux de coordonnées (x,y) ou (y,x) avec
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2
- |2, by | ’ 3(=1ag-b2?‘~|
apl+ by? ap?+ by?

En faisant opérer sur I'ensemble des points & coordonnées décimales du
cercle trigonométrique le groupe engendré par les symétries S par rapport 2
I'axe des x et §7 par rapport a la premiére bissectrice, on obtient dans chaque
2. b2 2a, b,
24 by? ' ap?+ by
ap2- bp + 2iap by (2 +)?

ap2+ bp2 . 2

Comme §; est la conjugaison et S;o0S9 la rowation d'angle droit :
multiplication par i, on obtient finalement tous les points cherchés sous

orbite un représentant du type (::" 5 ); son affixe est :
P

<.
—(54-51).

I'uﬂCdCSfonncs(pourlcursg‘fﬁxcs)-t[-?;+4§i)9 Duii(%*i" %f ? ,pEZ
ou, ce qui mvientaum&mei(§+%;‘}" ouzi (;li—%!}",pez

SOLUTION 2 (Frangois COULOIGNIER , Forges-les-Eaux).
U désigne le groupe des complexes de module 1.

DY le sous-groupe de U formé des éléments & coordonnées décimales. DU
contient le sous groupe H de U engendré parietg =08 + 0,6 ; on va
monirer la réciproque.

Si a + ib est dans DU, I'égalité a? + b2 = | montre que a et b ont Ie
méme nombre de chiffres aprés la virgule. l\h:m:)nsDU,l la partie de pU
formée des éléments dont la partie réelle a au plus » chiffres aprés la virgule.

©On va montrer par récurrence que pour tout #, DU,, est inclus dans H.
0 Pour un élément z = a + ib de DU,ADY,, | (n > 0),

notons pour & =a 10" ,B =5 10", 1 et u les restes des divisions de c et p
par 10;a=¢ + 10v; B =u + 10w, L'égalité

o + B2 =2 + u? + 100(v% + w?) + 20(tv + uw)
montre que 12 + u® = 0[20], équation dont les solutions sont :
(2,4);(2,6);(4,2);(4,8):(6,2);(6,8);(8,4);(8,6).
51 (t,u)=(8,6) posons z'=a+ib=z
Si (t,u)=(8,4) posons z'=a-ib=z!
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Si (t,u)=(6,8 posons z' =b+ia=irl
Si  (t,u)=(6,2) posons z2'=b-ig=-iz
Si (t,u)=(4,8) posons z'=-b+ia=iz
Si (t,u)=(4,2) posons z'=-b-ia=-izl
Si (t,8)=(2,6) posons z'=-a+ib=-z]
Si (t,u)=(2,4) posons z'=-a-ib=-z.

Dans chaque cas, les restes des divisions par 10 des partics réclles et
imaginaires de 10" z° sonl respectivement 8 et 6,

Notons 10"z’ =a'+iB'ela' = 10v' + 8 ctB'= 10w + 6 ;2% ! a pour
parlie réellc r%qo—:;?&. Or 80 + 68" = 10 (8v' + 6w") + 100
et 2+ B2 = 100(v2 + w 2) + 20(8v" + 6w") + 100

Ce dernier nombre élant divisible par 100, 8 + 6w’ est divisible par 5 done
par 10 ct 8o + 6B est lui divisible par 100. Par conséquent z°g -1 cst dans
DUn-l.

Conclusion : pourn>1,DY,; CH = DY, CH.

OrDYo=(1,i,-1,-i) H:ainsiDV= U DY, cH.

neN
Autres solutions
Luc BARRIA (Serrcs-Morlaas), Maric-Laure CHAILLOUT (Sarcelles),
Didier CUIDET (Tonncins), Edgard DELPLANCHE (Créteil), Scrge
GAIGNOUX (Montigny-sur-Vesle), Marc GUINOT (Bourg cn Bresse),
Frangois LO JACOMOQO (Paris), Charles NOTARI (Noé), Bernard PETIT
(Brest), Picrre SAMUEL (Orsay).

ENONCE N° 171 (Claude BUISSIEZ, Clermont-Ferrand)

Les deux suites (an ) et (b, ) vérficnt la relation de récurrence
un +1 = 2(2n + 3) up + up . 1 (n > 0) ct sont délinics par ag = 3, a;= 19,

bg =1, by = 7. Calculer lim 9n

n—pa n

SOLUTION 1 (Mauricc BEAUVAL, Versailles)

En supposant connu que le développement de e en {ractions continues ¢t
pseudopériodiques est donné par (2,1,2,1,14,1,1,6,1,1,8,1,1,10,...), on
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; .2 [3] 8 11 [19] 87 106 [193 :
obtient Il:srédu1tcs.l,.3, e s 330 39 |71 |t qui
3_a E a)

convergent vers e . On découvre que | on va vérifier que la

S gt AT 2
loi de récurrence, en prenant les termes de Lrois en trois est bien celle de
I'énoncé :

Désignons les numérateurs par ... , On-1,Pn-1,Yn-1+%n,.Bn.Yn .
Otp41.AVEC Yp - 1= Op-1+PBn-1
Cn =Yn-1+Bn-1=0n-1+2Bn-1
Bn =@n+2)0n+Yp-1=02n+3)as.1+ @n+5PBn1
Yo =Bn+0y=(2n+4)0,.1+@n+7)Bs-1
On+1=Tn+Bn=0Gn+To,_ 1+ Bn+12)Bs .1
dol On41=@n+6) (0. 1+2Bn-1)+0n. 1
=2(2n + 3oy + 0y . 1.

: 2 . 8
Pour les dénominateurs la récurrence est la méme. Donc la suite 7 converge
n

VEIS €.

SOLUTION 2 (Richard ANDRE-JEANNIN, Sfax, Tunisie)

a o
Nous allons montrer que lim .bi = ¢, el aossi un résultat plus fort :

lim (bpe - ap) = 0. La rédaction s'inspire d'un article de F.Clarke (Continued

fractions expansions and the Legendre polynomials, Bull, London Math.
Soc. 18 (1986) 255-260), mais la méthode utilisée trouve son origine chez
Hermite et Padé (H.Padé : (Euvres, Librairie Blanchard (1984), p.55-59).

Soit palt) = ,_:T ﬁ— ("1 -0M,le ptme polynéme de Legendre sur [0,1]. I
se déduit du classique polyndme de Legendre Py sur [- 1,1] par la relation :
P, (x) = pn (u ). Un calcul simple montre que

Pﬂ(r)" E Ry {HH)(I-)‘E:
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en particulier p, est & coefficients entiers. Considérons la suite d'intégrales
1
rn,défmicpar:.rufpn,l(:)e'm, n>-1, )
0

On va montrer que (/) vérifie la méme relation de récurrence que les
suites (ay) et (by,). Pour cela, utilisons la relation suivante, qui se déduit de la
relation similaire pour les polyndmes P, :

Pr+200)-pPa(t)=-2@n+3)ppy1(t), n20
qui donne par i.nui,gralion

I Pnsa@)-p' ) dt=-22n+ 3, -
0

Transformons le membre de gauche en intégrant par parties el en tenant
compte des relations pp(1) = (-1)*, pa(0) = 1, pour obtenir :
“Uns1-In-1)=-2(2n+3) Iy,
ou
Iﬂ+1=2(2n+3)fn+fn.l, n21
ce qui est la récurrence vérifide par (ay) , (by) et aussi (bye - a, ).

Par un calcul direct, on a:
1 1
!_1=f e'dt=e-l.!o=f (1-20e' dt=e-3=boe-ag,
0 0
et h=6lg+1.1=Te-19=hie-a.

On en déduit que pour tout n 20, I, = bpe - an . (2)

Par ailleurs, transformons (1) en intégrant (n + 1) fois par partics pour
obtenir

n-1
1
I,.:iLf e*cn“(l-{)"Hdt- 3
(n+ 1! Jy
La majoration évidente ¢(1-17) <1/4 pour 0 <t <1 enraine que
(1;4)#:+1

"
7 (n+1)!
dott lim I, =lim (bpe - a, ) = 0, et par suite, puisqu'il est évident que

limb,,=+m,1im(e-:—")=0.
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Complément : grice a une majoration plus fine de [, , on va démontrer

que |b,,e-an]s2t. @

Gn
by
développement en fraction continue du nombre e, & condition de vérifier que
ay, et by sont premiers entre eux. Ce demier s'élablit aisément, car il est clair
que gy, et by, sont impairs, et une récurrence facile montre gue

On+10n-8pbns1=2¢ "L

t 2
Par ailleurs, il est connu que f ") = _h
0 (2rn+ 1!

D'aprés le théoréme de Legendre, ceci entrainera que 5 est une réduite du

e(n+ 1!
(2n+3)!
et ceci est immédiat & montrer par récurrence, @ partir de la relation qui définit
1a suite (by ).

En revenant 3 (3), on en déduit que |7,(= b, - a,|<

Autres soiziions @

Edgard DELPLANCHE {Créteil) , Robert FERREOL (Paris) , Frangois
JAB@EUF (Montpellier) , Frangois LO JACOMO (Paris) , René MANZONI
(Le Havre) , Charles NOTARI (No€) , et une solution fausse.

COURRIER DE LECTEUR

1) Solutions parvenues aprés la rédaction de la rubrique : ENONCE N°
165 : Maurice PERROT (Paris).

2) Philippe DELEHAM (Reims) nous fait part d'un procédé de calcul des

t
nombres de Bemnoulli définis par l'identité symbolique : T‘ = =eﬁ 1
e -1
n+l S ]
obtient: B,= Y n+1,k-"k+1,2
k=1 k

oil les Sp g et sp g sont les nombres de Stirling de 28Me ot 127 espice.
Cette formule était-elle connue de lecteurs du Bulletin ?
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