
Les problèmes de l'A.P.M.E.P. 

Celle rI/brique propose des problèmes choisis pour 
/' originalité de leur caractère: esthétique, ingél/ieux, ''Qire 
rier/arif. dom la rlsolulion niceJsile Înilialives. démarche 
I",'ell live , recherche, effort ilIIe/lectuel. 

EUe accueille tOIlS ce lLr qui aiment Inventer, chercher 
de "befll/X prohlèmes" .. . si possible lrower des sol/llio/ls, 
et les il/vite d dOl/ner lib ... cours d leur ill/oginotio" 
créatrice. 

Priorité est nOlurellemen t dOl/l/te a l/X tl/onels 
composts par des collègues el 011 dialogue oUl'ert enlre eux 
par le jeu des répOl/ses et des solutiol/s qui SOni d em'oyer 
d l'adresse sllivalllt (répOI/Ses d des prob/~mes différellls 
sw,/eui/les séparées S.v.P.) : 

M Dominiqlle ROUX 
52, COllrs Gay-Lussac 

87000 liMOGES 

ÉNONCÉS 

ÉNONCÉ N°196 (Concours générnl 1991), 

Soil S un poim rIXe d'une sphère (D. On considère les u!lnlèdres SABC 
inscrils dans la sphère Œl el dom les arêlCS issues de S som deux à deux 
onbogonales, Monlrer que les plans (ABC) passenl par un poinl fixe. 

ÉNONCÉ °197 (Dominique ROUX, Limoges). 

Soient dans J' espace 8 points lels qu'i l n'yen ail pa qU3ue dans un 
même plan. Chaque segmenl joignanl deux quelconques d'cntre eux esl peint 
soit en bleu, soit en rouge. Soil 8 le nombre des triangles donl les Irois côtés 
sont bleus el R le nombre des triangles dont les Irois côtés sont rouges. 
Quelle e. t la la plus pelite valeur possible de B + R ? 

ÉNONCÉ N°198 (Dominique ROUX, Limoges). 

Existe-t-il trois entiers non nuls dont la somme des carrés est un carré et 
donlla somme des cubes esl un cube? 
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SOLUOONS 

tNONCÉ N° 181 (Eugène EHRHART. Slr.lSbourg). 

ConsllIlire un point dont la somme des diSlances il quatre points donn~ 
du plan soit minimum. 

SOLUTION de Maurice BAU V AL (Versailles). 

NOTATIO~S : MA pour dislallce de deux points M el A. [AB] pour segmenl 
AB. 

Pour deux points fixes A ct B. el M variable. le minimum de MA+MB est 
oblenu pour tOUI point M du segmenl [AB] : "fi M fi [AB). MA+MB>AB 

Soient quatre points A. B. C. D tels quc [AB] f'\[CD] ., 0. le minimum 
de f(M) = MA+MB + MC+MD est obtenu pour tout point ME [AB]f'\[CD]. 
Dans chacun des trois cas de figure qui su.ivent. la solution est évidente: 

a) Si l'enveloppe convexe des quatre points donnés est un quadrilatère. 
f(M) est minimum quand M est au poiO! l, intersection des diagooaIes. 

b) Si les quatre points sont alignés -notons les ABCD- alors 
[AB]f'\[CD]=[CB] ; [(M) est minimum quand le poiOl M appartient au 
segment [CB). 

e) Si trois des points. mais pas quatre. sont alignés -notons CBD les trois 
poinls alignés dans cet ornre- . f(M) est minimum quand M est en B : 
B = [AB] f'\ [CO]. 

Le problème n 'est cependant pas résolu si l'un des quatre points est 
strictement à l'intérieur du triangle défini par les trois autres points. Pour tout 
point M outre que A. B. C ou D. on 0 : 

~ ~ 

~f(M» =: + :~ + ~~ + g~ 
C'est la somme de quatre vecteurs unilaires. Si le minimum de f(M) 

s'obtenait pour un point M autre que A. B. C oU D. le gradient serait nul. Or. 
quatre vecteurs unitaires n'om une somme nulle que s'iIs sont deux 11 deux 
oppo~. Dans ce dernier cas de figure. aucun point M du plan ne réalise la 

condition gt1I((f(M) =O. C'est donc en J'un des quatre points A. B. C Ou D 

que le minimum de f(Ml est alleint. 

Sail alors 0 Je poinl inléli.ur au triangle ABC. Vérifions que f(M) es1 
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minim um quand M est en D. 
Pnr exemple, on a : BD + OC plus court quc BA + AC 

DB+DA+OC < AD+AB+AC d'où f(M) < f(A). 
De même pour f(D) < f(B) et rco) < r(C). 

Autres solutions: 
Michel BIGOT (Octcville), Mireille BOURNAUD (Virry sur Scine), Edgar 
DELPLANCHE (Créteil), Eugène EHRHART (Sltasbourg, François LO 
JACOMO (Paris), Charles NOTARI (Noë), el une réponse incomplèlc. 

Note: Le problème n'cS! pas résolu dans le ens Où les quarre points donnés 
ne sonl pas coplanaires. 

ÉNo ct N°18Z (Maurice CRESTEY. Vincennes). 

Existe+il des polygônes réguliers, aulreS que des carrés. dont tous les 
sommets sont les nœuds d'un quadrilatère il mailles carrées? 

SOLUTION de Pierre SAMUEL ~ourg la Reine). 

Soit P un polygOne 11 /1 côtés dont les sommets sont parmi les nœuds d'un 
quadrillage 11 mailles carrées. On peut supposer qu'il s'agit des points 11 
coordonnées entières. Nous supposerons seulement que les sommets de P Ont 
des coordonnées ral/onnellos. Leur isobarycenue 1 est aussi 11 coordonnées 
rnlionnelles. On y translate l'origine. Par identification du plan au corps des 
nombres complexes, les sommets de P deviennent des éléments du corps 
quadmûque Q + Qi = K. 

Soient , el z' deux sommets constcutifs de P. On a alors z' = 1/:. o~ 1/ est 
la rncine ,,- de l'unité d'argument 21f/n . Ainsi, "E K et est de degré 2 sur 
Q. Or on sait que Je degré de " sur Q est ~1I) où rp eSll'indicateur d'Euler 
(voir par exemple. P.RtBENBOtM, "l'ar ;lhmblqlle des corps" , p.35, 

Ed.Hermann. 1972). Pour p premier, la fannule qJ(p') = pS' 1 Cp - 1) montre 

que ce nombre est supérieur IlU sens large 11 3 s:Juf si pS = 2, 3 ou 4. La 
"multiplicativité" de <p mon Ire alors qu'on a ~n) = 2 seulement pour /1 = 3. 4 

ou 6. Or, pour n = 3 ou 6. Il = ~ 1 + ;Y3l n 'cst visiblement pas dans K. 
2 

Donc les seuls polygônes réguliers dont tous les sommets sonl à 
coordonnées rationnelles sootles carrés. 
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Autres solutions: 
Marie-Laure CHAILLOUT (Sarcelles), Maurice CRESTEY (Vinceones). 
Georges LION (Nouméa). François LO JACOMO (P:lris), Pierre RENFER 
(Ostwald). 

ÉNONCÉ N" 183 (Louis MORDEFROlD, Lons-le-Saunier). 

Etanl donnés n réels a / . a2 , ... , an on construil une suile en posant 

",,= 0, "1 = 1, puis, pour loul k, ~, • "k+ ! = a.". + "'_1 . 
Posons [a,. a, . ... , 0.1 = " .... Comparer [0" a,,, ... o. 1 C 1 [a. ... .. a, . . 0,1 

SOLUTION 1 de Pierre-Yves LE CLOIREC (Rennes) . 

On va montrer par recurrence que 't 11~ 1. 
[a l ' 02 ,"- 0nl = [an - on_1 ... . .a Il· 

Si Il ~ 3 (i.e. n-2 ~ 1) el a l • 02 . ... . an sonl donnés. on a par définition 

un_l = [al . .. . an_V ' "n = [al .. .. -"n-Il el un+1 = anun + "n-I d'où 
(0) '<1 n~ 3. [al . az .... ,anl = On [a, ' 02 ... . .an_t! + [a ' _ ... ,an_V' 

On calcule 
[ad = u2 =al 

[a l ' ozl = "] = aza, + 1 

[0 , .02.03] = u4=a3(a2al + 1)+01 = 0302° 1 +03 + 0 , 

[a ' . 02. 03. o<tl = "s = 04 (0)0201 + 03 + a, + 020 1 + 1 
= 04030ZO, + 0403 = 04a , + oZOI + 1 

On vérifie immédiatemenl sur ces expressions que 
[a, . 021 = [02, ad 
[a , • 02 ' a3) = [a3 • 02 • ad 
[al.02 . 03. 04]= [04,03- 02. a1] · 

Pour n entier ~I appelons (Hn) la condition 
(Hn) [ol . ... .ak]=[ok .. .. .a t! pourloulklclque 1 stSn 

el supposons-la vraie pour 10Ul n ~ 4 donné. D'après (*). on a 
[a, . . .. _ a,J = an+1 [a' ,. .. . onl + [al .. .. . 0n_1] 

= on+1 [an ... · . a il + / On_I . .. · .a,] en vertu de (Hn)' 

Comme n - J <! 3, (*) donne encore 
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[a". 1 , ... . , ad = al [a".1 ' . , . • oz] + [an_l ' ... . (3 ) 

[an' . ..• aI l = al [a" ' . .. ,oz] + [a" ' .. . ,a3] d'où 

[al ' ' " , aHal = al 0"+1 [a" ' ... , 021 + 0"+ 1 [an' . " , (3) 

+ al [a • • 1 ' ... ,02] + [0"_1 ' .. . , 03] 

et de même 
[0"+1' ... ,ail = an+1 a l [02, ... ,an) + a l [oZ, ... ,a".tl 

+a.+ 1 [a3 .. ·· ,0,,]+(03 .. ·· ,a". Il 
= [an+ 1 . ... ,al) à nouveau d'après (Hn). 

Ainsi (HJI+ 1) est vraie. Puisque (Hnl est vraie pour 1 Sn S 4, il s'ellSuil 
par récurrence que (HI/) eS! vraie pour lout/! <? 1. 

SOLUTION Z de Franc;ois Lü J ACOMO (paris). 
Considérons le détenninant 

al 1 0 
. 102 1 0 

DI/=0. l a3 ·· 
.... ..... ", .. ... . 

O···.·. ·····1 
··· .. 1'··0" 

Si l'on développe par rapport à la première colonne, on uouve : 
a2 1 0 a2 1 0 

-1 03···· -1 03' ...... . 
DII = al ' .... ". '. + ............ 

.... ·····.1 ....... " , 

O '· (--" n 

.... .. .... ' " 1 

et donc, par récurrence Dn = [a" • a._1 ' ... , 02 ' aIl 
Si au contraire on développe par rapport à la dernière ligne, 00 UOUve 

D =0 
• n 

a t 1 0 al 1 0 
. 1. oz········. · 1 a2 ...... . 

..... . ', + ........... ". .... .... . ..... 
....•. ", .... 

1 ..... 

o ·ia 
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Autres solutions 
Edgard DELPLANCHE (Créleil) , Georges LION (Nouméa) , René 

MANZONI (Le Havre ), Charles NOTARI (Noë), Alain RAVELLI 
(Toulouse) . 

Complimenl dû à Pierre Yves LE CLOIREC (Rennes) 
(J'ai également reçu des remarques analogues de Monsieur DELEHAM de 
Reims). 

Application GJ4.r.fraclions continues, 

E1anl donnés des enliers al ... . an avec an > 0, on pose 

a2" ---'-­
a ) + . .. 

a, 

D esl bien connu que F(al ' .. . ,a,) = ~: avec P" el qn premiers entre cux 

donnés pnr les relations de récurrence 
1'. 1 =0 . PO= l,et pour " " 1 p" = anP,,_1 "1',,-2 , 

qo = O. ql = 1 . el pour n ,,2 q" = a"qn.1 .. Qn-2' 

Pour n " 2, on a donc Pn = [al' ... , a"l • q" = [a2 ' .• . • anl (avec les 
nOlalioru; de ce problème). 
Il s'ensuit que si a l a" .. 0 F(al •... ,a,J et F(an ' •..• a il on! même 

numéraleur el que si aZan .. O F(al .a2 .a3 •. ..• an) el F(al,an •.. . , a3 ,az} ont 

même dénominateur. 

COURRIER DE LECTEURS 

1) Solutions tardives : 

Dominique ROSSIN (Lyon) ; N° 180 ; Michel BIGOT (Ocleville) : N" 180 ; 
André ANGLÈS (Limoges), auue solution du N° 168. 
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2) Rtmarqllts d~ MOl/sirllr MAGNTER. 

Le Bulleli" N" 378, donne, page 246 el suivanles, une solulion d'un 
exercice de calcul; ce n'esl pas un exercice de physique el je ne le prends 
que comme un exercice de calcul. Correcle, celle solution appeUe, je crois, 
Irois remarques: 

- TOUl d'abord, il esl bien nalurel qu ' inlerviennenl les fonctions 
hyperboliques: il esl classique que si, 11 loui nom bre, de J'intervalle 
]-1lI2,1lI2f, on associe le nombre x lei que Shx = lan" on définil une fonction 
remarquable; en panicutier 

Thx = sin, , Th:!. = I~ , dt = Chx = _1- ,x = ln [I"L + !..)~ , En posant 
2 2 fi COSI ~i4 2 ~ 

donc Shx = lan a. J'équation lrouvée du problème s'écril x 11\.. = 1. Or, 

écrile Shx = ClLt , cUe a une inletprétalioo géométrique simple : sa solution 
x 

ç est J'abscisse du point T de la demi-chaînelle, r, y = CIL. (x > 0) lei que la 
umgenle fi r en T passe par 0, Aussi, elle se résoud très yile par iléralion : 

remplacer ,r, valeu.r approchée de ç par x ' lei que Shx ' = Chx ,c'esl 
x 

remplacer le point M de r d'abscisse x par le poin! M' lei que la langenle à r 
en M' SOil parallèle à OM (voir la figurepage suivanle), 
- Si on revienl 11 J'inconnue initirue a. il convienl donc d 'écrire J'équation qui 
la donne a = g(a) Où g est la fonction définie sur]O ,1lI2[ par 

g(u)=~- Are tan {(COSII1.+1~+ ~)]} , 

Non seulement Ioule suite (tt,J lelle que " 0 E )0 , 1lI2[ el, pour 10Ul n, "n+ 1 = 

g(un) onverge vers a, mais ceue convergence esl extrèmemenl rapide 

comme on s'en convaincra en faisanl le calcul (plus précisément on a U •• , -

1l_lanu/2 (u. - a)2; c'esl ce qu'on appelle une convergence "quadratique'). 

- Sunoui -et c'cslle seul bul de ce papier- la solution du problème est 11 10-1• 

près, 0,985 514 737. 9 ; la valeur approchée indiqu ée de a eSI 
~ = 0,985 514 545 4 ; eUe est bien, comme il eSI dil "exacle à l~ près~, 
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y 
M 

y = chx 

A 

o ç 2 x 
alS nos co gues p yS.lc lcns trouveraIent contrane eurs usages, eo 

contradiction avec les réflexes qu'ils essai.m de donner 11 leurs élèves, 
inconvenam même, de donner avec dix d&:imales une valeur approchée 11 
I~ près d'un nombre: ils n'en voodraient voir que six ou, 11 la rigueur, sept. 

3) Lmrt dt Jean KUNTZMANN (Grenoble). 

D'lultr/plet ou qUlIdruplel à chiffres 10us diffüents. on cherche à exJralre UII 

"wltlple de 7. 

Il est toujours possible d 'extraire d 'un quadruplet 11 chiffres tous 
différents, 1, 2,3 ou 4 chiffres qui, placés dans un ordre convenable forment 
un nombre mulliple de 7. Montrons que rarrumation contraire est fausse . 

On élimine les chiffres 0 et 7. On peut de plus remplacer 8 par 1 et 9 par 
2, Les chiffres (3.5,6) s'excluent mutuellement 11 cause de 35, 56, 63. De 
même,les chiffres (1 ,2.4) 11 cause de 14,21, 42. . 

Cherchons Il former un quadruplet. On peut prendre un chiffre au plus 
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dans (3 .S.6) el dans (1,2,4). Si on a pU 1. on peul prendre 8. Si on a pris 2, 
on peul prendre 9 el c'esllOllI; <Xl n'ajamais un quadruplet. 

Remarque ,' le multiple de 7 extrail du quadruplet 8 toujours 1 ou 2 chiffres. 

Elude des lriplm. O"pres l'élUde précédente, les seuls triplets 11 chiffres 
tOUS différents dont on ne puisse peut être exlJ11ire un multiple de 7 sont : 
(1,8,3) • (1.8,5) • (1 ,8,6) • (2 .9.3) , (2,9,5) . (2,9,6). Certains d'ailleurs 
peuvenl fournir un multiple de 7 li 3 chiffres. D suffil d'étudier : 113. I lS, 
116. 131, 15I,.ui+. 31 I.~. 61 1 et 223. 225. 226. 232. aA. 262.~. 522. 
622. On a barré les multiples de 7. Les seuls triplets 11 chiffres tous différents 
dont on ne peut extraire un multiple de 7 sont : (13 8) et (2.6.9). 

4) Edgard OELPLANCHE de Créteil complète le résult8t signalé dans le 
Bullelill 376 ; pour loul lriangle non isocèle les quatre tangentes de 
Feuerbach (ce sont les ""es radicaux de J'énoncé page 632) sonl tangentes à 
l'ellipse inscrite de STEINER (ellipse de centre O. Wlgente li chaque côté du 
triangle en son milieu) cn démontrant. de façon barycentrique la propriété : 

SI T. TA.. Ts . TC dts/gnenl les po/nls de conlact avu rell/pu des qlil1lre 

lallgenles de Feuerbach. 
- les drolles (ATA.I. (BTS). (CT Cl SOlllConcouranltStIl T . 

-les pollllS T. T el J (isolOmique de 1. centre du cercle Inscril) sonl allgnts. 
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