
Echlll/ges 

Sur le triangle et 
le tétraèdre 

E.Ehrhart 
Strasbourg. 

On va éludier la somme des dislances d'un point d'un 
lriangle aux CÔtés ou aux sommelS elles sommes analogues pour le IéIrJèdre. 

I-Distances aux côtés d' un triangle. 

Soil A raire du lriangle (i) . de côtés a S b Sc et X. Y. Z les distances. de 
somme s. d'un point M de m 11 ses côtés. Alors 

(1) aX +bY +cZ= 2.il 
~) X+y+Z= ~ 
Dans un repère oonné. réquation (1) représente un plan qui coupe les 

. 2JI 2A 2>1 
axes 0)(, OY. OZ respectIvement en A(X= - ) • B(Y = -b ). C(Z = - ). 

a c 

. C ' . 2JI, c 2JI 
Le plan (2) coupe le tnangle AB SI. el seulement SI. - '" S _ -

c a 

où 2JI et 2Jt sont les hauteurs de m. Par suile ; 
a c 
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Théorème 1.·Pour Wt poinl d'un triangle, la sonune des dis rances alLt 

c6/~s est minimale ou max;ntf11e fil !Ill sommrt. 

Corollalre..~Pour tous les points d' wl l r iallg'e équilatéral, la sonune des 
dlstorrus aux c6tés est la même. 

En portant Z = s - X - Y dans (I), on obtient (a - c)X + (b - c)Y = 2J'! - cs. 

Dans les a~es C,x, C,y, orientés par les vectClll'S C.A" C,B, du triangle 

X Y T(A,B,C,), les coordonnées de M sonl t = l et y ="il où)" et Il sont des 

constantes, donc À(a - clx + lJ.(b - c)' = 2A - cs, d'où 

Tbéorème 2.Le lie. des poil/Is d ·. 11 Iriang le, dO"1 la so",me 5 des 
distances OIU c6tés est COI!Sfamc. (!sl w r segment de droite. Les segmellts qui 
corrtspo"dent CULt difflremes valeurs de s sont parallèles. 

Il.- Distances aux faces d'un tétraèdre. 

So;t V le vol~me du télmèdre (Tl, daO! les foces sont (l ,; ~ S; y s li eIX. 
y, Z, U, les distances. de somme s. d'un point M de (Tl à ses faces. Alors 

(1) ctX=pY+yY = 3V 
m X+Y + Z= . 

Dans un repère normé. l'équation (1 ) représente un hyperplan, de 
l'espace R'. qui coupe les axes OX. OY. OZ. OU respeClivemem aux points 

A(x=3:) . B(y=3~l 
c(z =3

y
V) . D(U =3:l. 

L . hyperplan (2) coupe le tétraèdre ABCO si, et seulemenl si. 

3V $ s < 3V 
li - () 

où 3V el 3V sont des hauteurs de (T). Par suite : 
(l li 
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Tb~rème 1.- Pour un point d'un tétraèdre , la somme des distances aux 
faces est minimale ou maximnle ell un sommet. 

Corollaire.·PolU tous les poillts d' /Ill tétraèdre régulier, la somme des 
dis{anc~s QlLf/aces t Sl lo mime. 

En ponant U =$ - X - Y - Zdans (1). on obtient 
(a - 8)X + (~ - 8)Y + (y - 8)Z = 3V - ôs. 

x y Z 
du létrnèdre T(A,BtC,D,), les coordoru,,!es de Msontx= "y = -, z = - , 

1\. Ii v 
où À, m el v sonl des constantcs. Donc 

À(a - 8)X + I-'(~ - 8)Y + v(y - ô)Z = 3V - ru. d'où 

Th~rème l.-Le lieu des polll ts d'un té/raMre (T), d OIll la somme s des 
dis/onces aUx face~' est cons/alllt, est une sec/ion plane de (T). Les sections 
qui correspondent au.r différentes valeurs de s S01l/ parallèles. 

ID-Distances aux sommets d'un triangle. 

On appelle proximal d'un triangle le point dootla somme des distances 
aux sommeL~ est minimale et poilll de Ferma/ le point (s'il existe) qui voit 
les trois cOtés sous le même angle. 

Tbéorème 1, de Fennat.-SI un triangle ma UII allgle supérieur ou égal 

d 211 . SOli sommet est le proxImal P. Sin01l. m a un point de Fermat, qui 
3 

est PI") 

(.) Voir une délnonsttation simple de ce théorème d~ 
le Dullelin 326 ("Quelques prob~mes d'.""""um" pal 

Jean de Biasi) 

Théorèn,e l,-Le lieu des points d' un triangle (T) dont la somme S des 
dis/ollces aux sommets est constanll. est un ovale, Olt la partie d' un ovale 
qui appor/I'III à (f). ( •• ). 

(") Voir ma démoostration de ce théorème dans le Bulletin n' 330 "Le proximal 
de n points", démonstration repllae sous ce titre dans un livre récen l : 
E.E~rhart, Articles d6 matMmatiqUlJ$, CedJcINathan, 1985, p.56·58. 
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Cet ovale est lisse, sauf s'il passe par un sommet, qui est alors un point 
anguleu •. Les ovales qui correspondent au" différentes valeurs de S 
s'emboîtent les uns dans les autres ct entourent le proximaL 

On en déduit facilement: 

Théorème 3,-Pour lUI poifll d' W I triOl.gle, la somme des distances aux 
sommets est maximale af( somme' du plus petit aJlg/t. 

Théorème 4, d'ErdOs.- Les sommes S ct S des distances d' un poi fll d'lin 
triangle Qll' c/Jtés et alU sommetS vérifient S <: 15. L'égolité n' a lieu que 
pour le centre d'Uil triangle éqllilatfral . 

Remarque : Du théorème d 'ErdOs. 00 déduit (Bul/etin 379. p.394) l'inégalité 

21:.!. s 1:.!. les di ct les h, élant respectivement les distances d 'un point 
dl hi 

triangle à ses sommets et à ses côtés. Par un raisonnement analogue, la 

conjecture de Kazarinoff entrnincrail {S1: k S 1: ~, les d, et les hi étant 

"",.peclivemeot les distances d'un point d'on tétraèdre au" sommets et aux 
faces. 

IV.-Distances aux sommets d'un tétraèdre, 

On appelle proximal d'un tétraèdre le point dont la somme des distances 
aux sommets est minimale et point de FermaI le point (s'il existe) tel que la 
somme des vecteurs unilaires pointant de lui vers les sommets est nulle. 

Remarque.-Le point de Fermat d'un tétraèdre équifacial est son œolre de 
grovité par raison de symétrie. 

Dttenninntion mécanique du point d. Fennal. 

En un point M, on lie ensemble quatre fils, qui coulissent sans frottement 
par les sommets d'un tétraèdre ct por1ent au bout des poid~ égaux. Le point 
de Fermnt est la position d'équilibre de M. car il cst alo soumis à des forces 
égales, dirigées vers les sommets et de résistanCe nu.lle. 

6 19 

Bulletin de l'APMEP n°381 -  Nov/Dec 1991



Nous avons démonlré dans le livre ci t6 plus haut (p.57·58) : 

Thiorème l.oSi WI télraMre (T) a ./11 sommet tel que les vecteurs 
unitaires pointant d e ]/4.; vers les au Ires sommets onl Ull e résultante de 
IIwdlllt inférieur li l, ce sommet est le proximal P de (1). Sinon, (T) a ,/11 

poilll de Fumat, qui est P. 

Tbiorème 2.-Le lieu des poi"ts d' .UI tt lraèdre (T), dOIll la somme S des 
distances aux sommets est constanle , est UII ovofde . ou la partie d ' lUi ovoide 
qui apportltlll Il (T). 

Cet ovorde est lisse, sauf s 'il passe par un sommet de (1). qui est alors un 
point conique. Les ovordes qui correspondent aux différentes valeurs de S 
s'emboîtent Ics uns dans les autres et entourent le proximal. 

On en déduit salis peine : 

Théorème 3"Pol/r UI/ poi1ll ,/, un létraMre la somme des distallces alU 
sommetS est maxima le en lUI SOnul1ef. 

On montre que pour tou t tétraèdre 
équifacial S 2: 3s. Par analogie avec le 
théorème d ·ErdOs. on est tenté de 
conjecturer que S > 3s pour tout télrnèdre 
non régulier. Il n'en est rien, comme le 
montre le tétraèdre dégénéré ABCD 
suivant (C ct D confondus), où, pour M 

S = s VS car S = 4.-A: = Ys e t 

s=O+O+!.+!.= 1 
2 2 

A 

1 

B 1 

On démontre que pour tout tétraèdre trirec tangle S > S VS . Ceci conduit 
11 supposer: 

Conjeclure de Kazarinorr.·Les sommes S e t s des distances d'un point 

d'un tétraèdre nux sommets el "u~ faces vérifient S :2 s VS . 
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V.·Conclnsion 

Chacune des sommes de distances que nous venons d ' étudier est 
minimale ou maximale 11 un sommet. sauf s'il e>.iste un point de Felmat, qui 
est alors le proximal des sOmmels du oiangle ou du tétraèdre. 

VL·Distances aux arêtes d'un tétraèdre. 

Problème ouvert.·En quel point d'un tétraèdre la somme 0' des distances 
aux arêtes esl·elle minimale ou maximale ? 

On appeUe bihtJlIIe14r d'un tétraèdre la perpend;çulaire commune de deux 
arêtes opposées. Il est évident que: 

Théorème 1"POllr les 1~lraM"es à bihallieurs concouran les 0' esl 
mi/li m.ale ou poilll de COll cours. VII tellétra~dre est Qrlhoc entrique , 
équifacial 01/ isoa le (losange gauche el ses diagonales). Démontré dans le 
livre cité ptus haut (p.75·76). 

Pour un tétraèdre, 0' peut être mi nimale en un sommet. Il en est par 
exemple ainsi pour un tétraèdre aplati. dont la base est un triangle équilatéral 
et dont le quatrième sommet est le centre D de cette base. Alors 0' est 
manifestement mioim3le en D. 

Pour le tétraMre régulier, " est maximale aux sommets. 

Conjectun.-Pour un tétraèdre, 0' est maximale en un sommet. 
Ccla est probable d'après la proposi tion suivante : 
Tbéorème 2.-Pour 1111 poim de r ellsemble des artles d'un tétraèdre. a 

est maximale en un sommel. 

Il suffit de montrer que pour lcs points d'une arête, a est maximale en 
une extrémité. On se limitern au cas Où les trois bihauteurs sonl intérieures 
au tétraèdre ABCD. 

Soit M un poinl de [AB] et H et H' respectivement les pieds de la 
bihauteur sur [AB] et [COI. Soit AB = a, AH = 1. AM = X. HH' = h et 
(AB,CD) = a . Les sommes des disl1lllces de M à (AC) et 11 (AD) d'une part 
el 11 (BC) et (BD) d'autre part, sont ;.x et JI(a . X), où Â. et JI sont des 
conSIJIDrcs positives. On peUl supposer .1.? p., quitte à échanger les noms A et 
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./ 2 2 2 
B si J. est inférieur Il Jl. La distance de M à (OC) est d = -y h + (X • 1) sin a . 

. / 2 2 2 
Pour M, on 8 donc .,. = Q. . J.I)X + J.Iil + -y Il + (X • /) sin a . 

Pour X ~ /. aest croissante comme d et comme (J.. JJ)X si Mp.. Dérivons 
par rappon à X : 

(I ) 

2 
cr' = À _ J.I + ex . 1 ) slll a 

-.; h 
2 
+ ex ./ jsl,,'a 

Soit mnintenam X S; 1. En posant À - JJ = K, cf' = 0 cIonne 
2 , 

(/ . Xl' - _~!!.:!.h---:, 
sin a - K 

Deux cas sont possibles: 
1° L'~U8tion (1) n'a pas de rncine parce que K2 ~ sin2a . Donc le signe 

de a ' est le même pour tout X ~ 1. Or cc signe est (+) pour X = /. car cr est 
croissante pour ceUe valeur. Par sui te . .,. est croissante pour 0 ~ X ~ a est 
donc maximale qU:lIld M est en B. 

2° (1) a une r.lCine 0 < X, ~ 1. Donc cr décroît pour 0 < X ~ X, et croît 
pour X, ~ X < a. Elle e t cIonc maximale en A ou en B. éventuellement en A 
etB. 

Probl~me ouvert.' La smface fermée. lieu des points dont la somme des 
distances aux arêtes d'un tétraèdre est constante. est-elle convexe ? 

Si oui. la conjecture faite plus haut semit démontrée. 

R.marquu.-1. Les ropports ~ et ~ peuvent être arbilfairement gronds. 
a s 

Considérons un télrnèdre DABC où DA=DB=DC=b et AB=BC=CA=a .Au 
centre de la sphère inscrite, a et s sont aussi petits que l'on veut, si a est 
suffisamment petit 
2. le rappon des sommes de dislllnCCS d'un point d'un tétraèdre régulier 11 ses 
sommet ou à ses arêtes est le même en ses sommets et en son entre: 

~=2._ 1,15 
a f3 

Col!J.cture .- Pour tout point d'un tétraèdre régulier a < S ~ A 0 
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