
Echanges 

En réponse à une question 
de J.DIEUDONNÉ 

Unefami/le d'anneaux intègres nonfactoriels. 

Guy Heuzé 
Université de Toulouse Le Mirail 

Il esl traditionnel de presenler Z[I Y5] comme contre-exemple. 

Or, lOul Z[; frjJ convient avec p premier ~ 3. CC que je n'ai lu nulle part 

La vérification en eSI Cacile. 

I-Oaos un anneau Intègre , 
- les inversibles soDlles diviseurs de 1, 
- un élément a est irrt!dllclible s'il n'est pas inversible ct si ses seuls 

diviseurs sonl les inversibles et les éléments de la formule lia où Il est 
inversible. 

:z.Uo anneau est factoriel si : 
. il est intègre. 
- tout élément non nul et non inversible est produit d'un nombre Cini 
d'irréductibles. 
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· quand un irréductible divise un produit, il divise au moins un des facleurs 
(condition équivalente à "l'unicité" de la factorisation obtenue en application 
de l'axiome précédent). 

3-Etude de A '" Z[; YP] avec p premier ~ J . 

A eslle sous anneau de C engendré par i fP , 
doncA ={ o+i yP bl o,b EZ } 

(on poumlil encore écrire = Z + ; fii Z). 

(3. 1) il esl inlègre. 
Car c' esl un sous anneau de C. 

(3.2) (a + i fii bl dM •• (c + i fP cl) si tI seulemenl si 

,. sysl~m. QX-pby=c 
bx+ay=d 

a une solution enlièrt~ 

C'eslla traduction de (a + i fP b)(x + i fil y) = c + i fP d. 

(3,3) Pour que (a + i (ji b) divise (e + i fP cl) il/aut que (02 + p b2) divise 

(e' + p d') . 

, '" a + ; yP b émnl un élémenl de A, posons N (z) = z : = 0' + P b 2 , On a 

alors N (: z' ) = N (I) N (:' ). 

(3 .4) Les inversibles de A sont! el - l, 
Si z esl inversibles, on a z z' = l, d'où N (I) N (z ) = l. 
Donc N (r) '" 1 et z = ± 1. 
Remarquons que si z n'csi pas inversible, alors N (z) > 1. 

(3.5 ) Tout é/lmenl non nul el non inv.rslbl. d. A est produit d 'un nombre 
fini d'irrtduclibles, 
La démonstration se fait par récurrence sur N (I). 
Si z n'est pas irréductible, on a z =:' z" o~ z' el z" ne SOn! pas inversibles, 
Donc N(,') > 1 et N (z") > 1. 
D'où N (l') < N (z) CI N (z") < N (z) ; 
z' el z" vérifiant la proposilion du fail de l'hypothèse de récurrence, z la 
vérifie donc aussi. 

614 

Bulletin de l'APMEP n°381 -  Nov/Dec 1991



(3.6) 2 esllrrtducâbk de A. 
Si H' = 2, 0Il aN (;)N (z' ) =4. 
Or, N (z) = 2 est impossible avec p ~ 3. 

(3.7) 2 ne dMse fHlS (1 + i Vp ) (ni (1 - i Vp) par conjllgaison) 

Car 2 (0 + i Vp b ) = c + i Vp d impose c pair. 

Rtnwrqllt : en fail, (1 + i Vp ) est irréductible (donc aussi (\ -, Vp ) ) 

(3.8) 2 divise (\ +, Vp )(\ -; Vp) . 

Car (\ + i rp) (1 - i rp) = 1 + P où P est impair. 

(3.9) A n '.SI donc pos/ac/oriel. 

4- R.marque. Dans «Pour l'honneur de l'esprit humain», J.DIEUDONNÉ 

Z& f3] , Z[; fi] . Z[I fIT] 
signale (p.19\) qu'on s'interroge pour savoir si les anneaux 
peuvent être munis d'une structure d'anneaux «euclidiens». La réponse est 
négative. car sinon, ils seraient "principaux", donc factoriels. 
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