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Quelques remarques autour de l'article de 
Bernard Diu. 

Rudolf Bkoucbe 
!REM de Lille 

L' article de Bernard Diu (Bulle/in N°337. Février-Mars 1991), comme 
c'est bien souvent le cas des articles sur les ma/htma/lquts polir physiciens. 
pose un problème que les «matheux» ont trop souvent tendance 11 oublier, 

En quoi ces mathématiques sont·elles pour physiciens? Y a·t·iJ des 
mathématiques pour physiciens et des mathématiques pour mathématiciens? 
Si oui, en quoi diffèrent·elles et en quoi se ressemblenl~lIes? 

605 

Bulletin de l'APMEP n°381 -  Nov/Dec 1991



Je voudrais aborner ici deux questions que j 'ai rencontrées autant dans 
l'enseignement ~ l'Université que lors de certains stages IREM, le calcul 
vcetoriel d'une part, la nOlion de différentielle d 'aulre part, 

Le calcul vectoriel: 

En quoi le vecteur du physicien diftère+il du vceleur du mathémat.icicn? 

Bernard Diu rappelle dans son article qu 'uoc grandeur vectorielle est 
caractérisée par son module el sa direction (ou, selon la lerminologie qu'on 
emploie, son module, sa direction el son sens), 

U y a bien longtemps, lycéen puis étudiant. j'ai appris. dans la classe de 
mathématiques. qu'un vccteur était défmi par sa longueur, sa direction el son 
sens: on y distinguait alors le Y'C/eur Iii (l'origine étant fixée) et le veClellF 
libre: deux vecleurs liés étaient di" équipollents s'Us avaient même 
longueur. même dircction et même sens, autrement dit s'il, définissaient le 
même vecteur libre (en langage moderne, on peut dire qu'un vecteur libre est 
une classe d'équivalence pour la rclalion d'équipollence). 

Cela élail suffisant pour introduire le calcul vectoriel (du physicien el du 
mathématicien) el permellait de comprendre pourquoi ta notion de vecteur 
était adlqllote pour représenter certaines grandeurs physiques comme le 
forces el les vitesses. el plus généralemenl celles qu'on appelle gral/deurs 
vecrorielles. 

n eSI VTai que le calcul vecloriel fu t souvent un parent pauVTe dans 
l'enseignement des mathématiques, les physiciens s'y intéressanl bien plus ; 
rnppelons que le premier cours de calcul vectoriel fut donné par Gibb à 
l'Université de Yale o~ il enseignait la physique. cours donné en 1879 el 

Pour faCiliter la publié sous forme de polycopié enlre 1881 el 1884, cours qui 
Iecl1Jre . Ioules tes sera publié en 1901 par Wilson (1 l. 

nofes ont élé . 
renvoyées en fin En France, on peul nOler la place du calcul vcctonel comme 
d'~ p611 introduction à l' enseignemenl de la mécanique (2) ou de la 
L-____ -' physique (3). Du côté des m'lhématiciens, on peUl signaler 

l'ouvrage de Châle let el Kampé de Fériel (4), les ouvrages militants de 
Bculigand. l'II/troductiol/ aux M~fhodes Vectorielles (5) pour les étudianLI 
de licence el les Leçons de Géométrie Vectorielle (6) ainsi que le délicieux 
Calcul Vworiel de Bricard (7), U eSI vrai que ces ouvrnges [Dm Téfélencc li 
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la mécanique et ilia physique, ainsi les Leçon:; de Giomltrl. Vectorielle de 
Bouligand, qui s'inscrivent dans un traité général sur les Principes d. 
r Allalyse Glonlérrique, pone"1 le sous·titre de Prmmlnaires d /'étude de la 
théorie d'Einstein, 

Nous pol.lfrions citer aussi les canoniques Compllments de Géonlérrie de 
Deltheil et Caire (8) du milieu de ce siècle, qui développent le PrograllU/" 
d'erlangell pour les élèves des classes préparatoires et les candidats aux 
concours d'enseignement, dans lesquels le calcul vectoriel tienl une place 
importante dans la partie consacrée 11 la géométrie euclidienne (ceUe du 
groupe des isométries et des similitudes). 

A la lecture de ces différents ouvrages, la question peut être posée : 
vecteur du physicien, vecteur du mathémalicien, sont·ils si différents que 
certains le diseDl ? 

Il est vrai qu'aujourd'hui le calcul vectoriel participe de l'algèbre 
ijnénire, un vecleut n'cst plus qu ' un élément d ' un espace vectoriel , lui·même 
défmi par une axiomatique qui ignore ell prbJcipe la géométrie (puisque, Sur 

le plan structural, c'esi l'algèbre linéaire qui fonde la géométrie). Et 
pourtanll 

Le nom même d'espace vectoriel nous rappelle que cetle nolion eSI née 
de la rencontre du calcul vecloriel e t du calcul linéaire lorsque des 
mathématiciens comme Giuseppe Peano (9) el Hermann Weyl (10) onl 
p"';cisé le lien cotre le Unéaire et le vectoriel (I I) ; ainsi Weyl explique dans 
l'ouvrage Cilé comment se relienl, villie calcul vectoriel, le géométrique elle 
Unéaire, ce qui n'esl autre que la clllssique relation entre points, vecteurs el 
translations. 

C'est la misesen évideoce de celle liaison qu'on peUl considérer comme 
la linéarisation de la géométrie, qui a conduil 11 ln représentation géométrique 
du linéaire, géométrisalion ulile autanl au malhémaûcien qu 'au physicien 
(1 2). 

La distinction entre le veCleur du physicien el le veCleur du 
mathématicien n'aurail donc pas lieu d'être; d'abord parce que le physicien 
d'aujourd'hui ulilise les notions les plus sophistiquées du mathématicien et 
que l'on ne saurail faire de physique théorique sans connaître le vecleur du 

malhématicien , celui des espaces vectorielS: ensuite parce que la 
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connaissance du vecteur du calcul vectoriel élémentaire est indispensable si 
l'on veut comprendre la géométrisation du tinéaiIe autrement que comme un 
simple nrtirice langagier. Pourrai-je dire ici qu'un de mes plus beaux 
souvenirs de ma vic d 'étudiant en malhématiques reste la démonstration 
gtombrlque du théorème des trois perpendiculaires dans un espace de 
Hilbert par Choquet dans son co= de Colcul différenliel el iI/tigrai comme 
on disait alors ? Pourrai-je aussi ajouler qu'un des plus beaux exposés intro­
ductifs 11 la Ihéorie des espaces de Hilbert est celui de Dirac dans ses 
Princip/es of Quantum Mechal/;cs (13) ? 

La différentielle 

Mais qu'est-ce dOliC qu'une différentielle? 

Dans un cours de géométrie di fférentieUe où je définissais la première 
forme quadralique fondamenlale d'une surface, j'expliquais le dsz comme 
représentant le carré d ' un élémenl de longueur sur ceUe surface, ce qui 
permeunit. Pythagore aidam. d'exprimer ce m!me ds l comme une forme 
quadralique des différentielle des cooolonnées curvilignes (14), SOli 

d~ = Adw + 2Btiudv + Cdvl . 

Un étudiant me posait alors la question de la signification de ce que je 
faisais; pour lui. la différentieUe d'une fonction était une forme linéaire 
tangente comme 00 la définil aujourd'hui dans les bons ouvrnges d'analyse 
et il ne comprenait pas le lien entre ces formes linéaires tangentes el les 
élémenls illftnimellts petilS (puisque c'esi d 'eux qu'il s ' agissait) dont je 
parlais. 

Aumit-iJ faUu se conlenter de dire que la première forme quadratique 
foodamemaJe étail une forme qlladmtiqoe définie sur le module des champs 
de vecleurs sur la surface ou un polynOme homogène du second degré en les 
formes dIfférentielles <1" et dv dûment définies? En quoi ces définitions 
(donl il n'est pas questioo de nier la rigueur et l'ulililé) permeuenl-eUes de 
comprendre la géométrie des surfaces si l'on n'a pas vu allssi la nolion de 
différentielle comme élémenl infiniment petit (la différentieUe du physicien 
dironl cenains), différentielle qui eSllOul aulanl ceUe du malhémnticien. 

La meme question de ceUe distinclion entre la différentielle du physicien 
CI la différenljeJle du mathématicien , m'avait élé posée, il y a Quelques 
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années, dans un stage IREM réunissant proresseurs de mathématiques et 
proresseurs de physique, donnant lieu ~ d'âpres discussions OÙ l'on oubliait à 
quels problèmes répond.lÎt le calcul différentiel, ramenant celui-ci, comme 
trop souvent dans l'enseignement, soil ~ la dffiniûon rigoureuse des concepts 
qui va quelquerois jusqu'à les rendre incompréhensibles et inutilisables pour 
qui veut S 'cn servir. soil Il des définilions inluiuves ~ partir desquelles on ne 
peut énoncer de regles opératoires. ce qui les rend 10UI aussi inulilisables! 
C'est donc enCore celle distinclion qui esl à remettre en question . 

Il sc trouve que le physic ien a besoin, lui auss i, de la définition du 
mathématicien. Mais cela ne saurait fai re oublier que le mathématicien , 
aulant que le physicien. travaille Qllssi sur la notion inluilive d'inriniment 
pelit : c'cst sur elle qu'on s'appuie pour comprendre ce qu'on appelle te dS> 
d'une surface. voire d'un variété Riemannienne multidimensionnelle (e t je 
renvoie ~ l'article rondateur de Riemann (15), texte 11 ta rois intuitif el 
abstrait qui décri t plus qu'il ne défi nit ce qu'est une telle v:triété, et 11 
l'ouvrage de Weyl déjà cité). même si c'est l'étude romlelle qui permet de 
construire des méthodes de cakut rigoureuses, encore que ces méthodes ne 
prennent leur pleine signification qu'au conOuenl du formel et de l' imuitir. 

Toul cela pour dire que la différentielle du physicien ct la difrérentielle 
du mathématicien sonl les mêmes Il travers leur double aspect 1 que celte 
distinction relève bien plus de /'idtologie dit concret ft de /' abstrait que de 
ln pensée scientifique. 

Mathématiques du physicien mathématiques du 
mat hématicien. 

Je p:trlerui encore une foi s de l'étudiant en licence ou en mllÎtrise de 
mathématiques, toujours heureux d'cn avoir fini avec la physique et qui 
acceple difficilement qu'oo s'y réfère dans un cours de mathématiques. La 
méconnaissance de ces mathémaliques du physicien (comme on les appelle 
parrois avec quelque condescendance) est un manque imponan t dans la 
culture du rUlur "matheux", sunaut du rUlur proresseur de malhématiques. 
voire un handicap pou r la eompr~hension de certains concepts 
mathématiques. 

L 'exemple canonique esl celui de l'analyse veclorielle ; personnellement. 
c'est à travers la mécanique el l'élcctromagnétisme que j'ai compris non 
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seulement SOD intérêt, mais aussi sa signification, signification mathématique 
ou signification physique, peu importe; d'ailleurs la distinction a-t-clle un 
sens? 

Comme si, par exemple, pour le mathématicien, le seul problème de la 
formule de Stokes était sa démon traùon, laquelle, si on ln veut faire 
rigoureusement , e t difficile et requiert un niveau élevé de connaissances 
mathématiques, alors que sa signification peut être abordée plus tôt via la 
géométrie, la mécanique ou l'électromagnétisme d 'une façon tout aussi 
rigoureuse Ue parle ici moins de rigueur technique que de rigueur de 
pensée) ; et c'est la compréhension de celle signification el des problèmes 
qu'elle pose qui permet de comprendre le besoin d 'une démonstrat ion 
rigoureuse sur le plan technique et la façon dont cetle démonstration se 
construit, reliant ainsi les démonstrations élémentaires insuffisantes et les 
démonstrations rigoureuses telles qu'on les trouve par exemple dans 
J'ouvrage classique de Lichnérowicz (16) ou dans celui de DeRham (1 7), On 
pourrait rappeler ainsi les "démonslralions" du théorème de Gauss (le flux du 
champ électrique ~ travers une surface fermée est égal, à un facteur près 
dépendant des unités choisies, à la somme des charges situées à l 'intérieur de 
la surface), démonstr:ltions qu'on trouve dans les ouvrages de physique et 
qui expliquent la relation entre la propriété énoncée par le Uléorème et la loi 
en 11" : Je renverrai ici au vieux cours de Mathémaliques Spéciales de 
Lamirand ct Joyal (18) et au cours de physique cie Feynman dans lcquclles 
malhématiques apparaissent via les problèmes de physique. rappelant que le 
lien entre mathématiques et physique se situe au niveau des concepts. 

On pourra~ muHiplier les exemples, montrant l'intérêt d'une 
lecture physique de certains problèmes mathématiques, moins 
pour y trouver un modèle concret ( !) que pour permettre une 
approche intuitive re liant les aspects forme ls et les 
signHications Intu itives. 

Le problème est alors, d'une part de savoir li re dans 
l'écriture forme lle des calculs les significations intuitives, 
d'autre part de traduire formellement ces sign ifications 
intuitives ; si cette intuition mathématique est portée par la 
physique, ce n'est pas seulement que la physique utilise les 
mathématiques, fournissant à cette dernière des images qui 
seraient concrètes (la physique n'est pas plus concrète que les 

mathématiques, l'électromagnétisme n'est pas une représenta-
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sentatlon concrète de l'analyse vectorielle), mais parce que 
physique et mathématiques s 'entremêlent et c'est cet 
entremêlement qui est poneur de significations dans chacun de 
ces deux domaines de la connaissance. 

Alors, pourraij-on dire que l'anicle de Bernard Diu a le même 
de rappeler au "matheux' que le vecteur du physicien est aussi 
celui du mathématicien ? L'intérêt du mathématicien pour la 
physique n'est pas seulement une ouvenure vers une discipline 
voisine, c'est un moyen de comprendre sa propre discipline. 
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