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8n approach by Nous avons lous deux longtemps élé peu salÏ.<failS de 
ana/ogy» in. Teaching l'introduction aux fonct ions hyperboliques 
Mathematics and habituellement ofCene par les tex les en usage au niveau 
appIications._ VoiS, Baccalauréat ('A-level") el souvent régurgitées par un 
nOl, 1989. ' bon nombre d'éludes nouvelles ou révisées "post-tronc-

commun". D:lns l'approche usuelle. ch x el sh x sonl définis directement en 
termes de fonctions exponenuelles : ainSi. la plupan de ces éludes 
mentionnent !"Jrcmenl le mOI "Hyperbole" et manquent par là-même un 
développement par analogie avec les fonctions c/rc,"alrts. Au mieux. 

(*) Les 'noIes ont été semble-t-il , ran~logie est ju ' tifiée par uoe référence 
regroupées en lin ultérieure au Iten qUI eXiste entre le s Idenutés 
d'article hyperboliques el circulaires(*). Cependant. une étude 

595 

Bulletin de l'APMEP n°381 -  Nov/Dec 1991



basée sur la recherche d'une paramétrisation de l'hyperbole x2 - y2 = !, 
analogue à celle du cercle il + ) 2 = 1. semble pratiquement inexistante. Pour 
notre pan. nous utilisons une telle approche apparemment avec succès depuis 
de nombreuses années et voulons par cet article mettre en évidence ses 
grnndes lignes. Elle est à l'origine très semblable à rapproche historique, 
défendue pour la première fois pur V.Ricatti en 1757, puis déve!oppœ par 
J.H.Lamhen en 1761 et 1768. Pour une tcnUltive plus récen te de fournir une 
justification géométrique de ch .t et sb .t. reponez-vous à la référence 4 de la 
bibliographie. 

I·Une paramétrisation analogique: 

La première étape consiste à se dire que puisque le cercle il + }:1 = 1 
peut être paramétré par (cos u, sin u). où 1/ {2 est raire du secteur circulaire 
OAP dans la figure l, alors il devrait être possible de paramétrer l'hyperbole 
x2 - y2 = 1 par un couple sirnil.aire de fonctions. avec un paramètre défini 
d'une manière analogue (fig.2). Nous considèrerons l'autre paramétrisation 
donnée par (sec, tan) dans le paragraphe 2. 

y 

Figure 1 

Quelques antécédents imponru1ts permettront aux étudiants d'accepter 
d'autant mieux ce postulat. Tout d'abord, la comprébension de l'analogie 
dépend du fail d'avoir déjà con idéré cosinus el sinus eux-mêmes comme 
paramétrisation du cercle. Mais comme ces fonctions ont encore déerites 
comme .. trigonométriques". il esl fon probable que les étudiants persisteront 
dons une conception du type "triongle rectangle" plutal qu'en association 
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avec le cercle. Il est ensuite nécessaire d'cnvisager la significalion 
géométrique du paramètre: ceUe qui apparaît avec la plus grande évidence 
est la longueur de l'arc, mais il pourrnil Y avoir une intéressante dL<;cussion 
(éventuellement à Iïniùal;ve de l'enseignant grllce à quelque.. rappels des 
Connules donnant la longueur de l'arc el raire du secteurl. si l'on se 
demande dans quelle mcsure la longueur de J'arc est le seul paramètre 
possible et si eUe est bien adaptée au cas hyperbolique C··l. 

L 'élJlpe suivante consistera. pour les étudianlS. Il essayer de "voir" Je 
componcrnent des nouveUes fonctions ch x CI sh x : 

a) en l'étudiant pour des valeurs e.rrêmes de / (bornées '1) 
bl en étudiant leur éventuelle parité, périodicité, etc; .. . 
cl en chercaenl quelques valeurs grossières par des mesures sur une 

représenllltion graphique teUe que III [jgure 2. 
La dernière étape est analogue 11 l'approche élémentaire des fonctions 

trigonomélriques dans laquelle les élèves mesurent en général les 
coordonnées pour des valeurs de J'angle allant de 10° en 10° sur un cercle 
trigonométrique. 

Cependanl, il reste à savoir comment évaluer ch x el sh x Cel donc les 
relier aux fonctions exponenüeUesl. Il est par exemple possible de suggérer 
aux éludianlS de regarder la figure 2. de tclle sone que la droite)' ; .t 

apparaisse verticale et III droite)' ; • x horizontal . comme dans la figure 3 
(ce qui est Cacile avec la lête ou un rétroprojeclcur mais pas évident avec un 
tableaulo. 

Une nutre possibili té (mais c'est vraiment leur mâcher le travail) est 
d'ajouter la >.(Jne ombrée de la figure 4 au schéma de la figure 2. ce qui peul 
être très simplement réalisé par une superposition sur le rélrOprojeclcur ; on 

)' 

o 

figure J 
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doit ensuile considérer 1. relalion qui exisle entre celle aire et celle du 
secleur hyperbolique. 

Ces schémas peuveor provoque. un enchainemen! de pensées fécond: ils 
suggèrenl l'ex.istence d'une courbe assez proche, l'hyperbole ry = - 1. qui 
offre une aide polentielle pour l'évaluation de ch .f el sh x , puisque les aires 
qu'eUe définit sonl données par la fonction logarithme. A celle étape, il sera 
utile que les étudianls se souviennenl des diagrammes suivants (fig, 5 et 6). 

" f": l dx _h w')_.q 

1 

figure 5 

, , • 1 

f ~ .. Id"'-. D{. ')-q 
, 

figure 6' 

11 esl mainlenanl presque évident qu ' une simple suile d'applications 

linéaires rronsformera :r?- -l- = 1 el1 ry = - 1. comme on peUl le voir dans les 
figures 7 , 8 el 9, où R représenle unC rolalion d'angle ft/4 et E un 

agr.mdisscment de facleur {2 (louS deux laissant l'origine invnriante). 

,- , 

R E 

o -JL--'---:,~ o-JL-----:'~ 

fig"re 7 figure 8 figu,. 9 
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1 figure JO L'aire du secteur DA3P3peut 

mainlemmt être regardée comme égale à 
ceUe de IA3P3K (griséet dans le figure 
(0), i l'on considère les triangles DA)! 

el DP3K. Puisque P3 est sur la courbe .l)' 

~ 1 (avec O<.t<1). ses coordonnées SOnt 
du type (k • l , k) pour un certain k > 1. 
En comparant ensuite les figures 10 et 6, 
il apparaîl clairement que k ~ e '- Les 

coordonnées de P3 sont donc (e " , e '), 

Sachant que les coordonnées de P3 

sonl des Conctions exponentielles de l, 
nous pouvon les relier 11 celles de Pl ' Souvenons-nous que P3 = E (R (PI)) 

el que PI et P3 001 respectivement pour coordonnées (clu,shx) et (e ' " e ' 

nous avons, par la bijection réciproque: PI = R . 1 (E ·1 (P3» : en lennes de 

matrices: 

(
ch 1) (l/fi 1 /'(2)( 1 lfi 0 ) (c') 
sh 1 ~ . 1 ln 1 ln 0 1 ln er 

d'où (~~ ;) = ~ ( :' ~ ::: ) 
et donc ch 1 = 1/2 (e' + e . ') et sh 1 = 1/2 (e' • e . , ) 

Evidemment, Ioule la clarté de Ce roisonncmenl vient de l'utilisation des 
matrices, et une ccnaine habitude de ceUes<i serait donc aussi un prérequis 
essentiel pour tout étudiant se servaJlt de celle approche, Ccux qui SOllt Irès 
Camiliers des malrices pO Ll rraient même êlfe assez satisfaits d'utiliser la 
simililude spirale (ou agrandisscmelll rotatif) R . 1 E . 1. dont la matrice est 

( 1 . 1) comme moyen direct de transformer A)' = 1 en x2 .1= l, 
• 1 l , 
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2- Une autre paramétrisation; comparaison: 

II est assez possible que les étudiants qui se 
souviennent de l'identitt approprioo (i.e . =2(Ill) - tan2 

(IV) = 1), ou considèrcntln figure Il, proposentl'aUIre 
paramétrisation x = = (IV). Y = lan (Ill) ct regardent 

laJ1 (cu donc ch x et sh x comme des fonctions superflues. 

Dans ce cas, la signification géométrique du 
paramètre III n 'est pas évidente . Cependant, si un 

l diagramme du t)'JlC de la figure Il est superposé li celui 
L _ _ "'::"" __ ...-l de ta figure 12, eUe appaniit plus clairement . 
fig lia / / 

)' 

p (~ (ru ). tan (ru » 

o x figure /2 

A chaque point de la demi-hyperbole x2 -i = 1 et.oO correspond une 
longueur d'arc III qui mesure l'angle P'Ox, P' élant le projeté de P sur la 
droite x = 1 (figure 12). On voit immédiatement que III est restreint il 
l'intervalle ouven J- 7t/2 , ,,/2(. Si nous appliquons de nouveau R et E 
successivement nu point P pnmmélrisé maintenant comme (sec (Ill) , tan (Ill», 
nous avons: 

E(R ( Pl)I=P~C'est-à-<fue(: - n(::::lH~') 
d'où soc (ru) + tan (ru) = ClOU ln (sec (IV) + tan (Ill» = 1. 

Bien qu'une teUe correspondance enlre les deux paramètres ait déjà pu 
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êlre suspectée (0"). on peut maintenant envisager de nouvelles 
considér3tions sur la relation exislant entre eux . Supposons que f est la 
fonction donnée par f (ru) - 11/ (su (ro) + laD (ru» uvec -lt/2 < ru< 1((2 ; alors 
f transforme un paramètre égal au double de l'aire du secteur circulaire en 
un autre égal au double de l'aire du secteur hyp.,boliqu. (voir figure 13). La 
comparaison entre les deux représenllltions graphiques en donne une idée 
plus claire (voir fig . 14). 

figure 13 

y y 

o x x 

"" . 

D est donc possible de regarder les courbes rCptésenllltives de ch x el sh x 
comme dérivant de celles de sec (m) etllln (m) par la transfonnatioD bijective 
J. définie pnr / (m) - ln (sec (m) + tan (m» de lïotervalle J- lt/2 . lt/2[ sur R 
enlier. La figure J5 cslla représcDlation grnpllique def. 
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1 

l-

, 

'1 • T · 1 1 Il> 

. l - i 

fisure 15 

Cette vision des deux couples de paramèues nous pennet d'obtenir les 

identités standard pour ch x. sh x. ch · lx et sh . lx en termes de logarithmes 
ct d'exponentielles etc ... 

Nous pouvons résumer les relations enlte les fonctions par la figure 16. 
La figure 17 suggère que sec o f " = ch et tao of· 1 = sh. D est facile (mais 
ennuyeux ... ) de démontrer que tan If' 1(1)) donne la forme exponeotieUe 
habituelle de sh 1. et ainsi de suite. Cela nécessite uoe (onne (acilement 
inversible pour/ . qui est la suivante :/(w) = ln (tan (1/2 w + 1114). 

Figure 16 

1 ""_40 •• -- ------- • ......... 1 - - - - ----__ ._-a.j., 

-oc 

flgurr17 

602 

Bulletin de l'APMEP n°381 -  Nov/Dec 1991



L'identilé lan (1/2 ro + "'4) = sec (w) + Ilm (w) esl trivialemenl suggérée 
plU' la Cigure 18. 

11 esl enoore plus racile d'avoir les 
expressions de ch- 1 x ot sh- 1 :c en 
panant de ch- 1 = f osee- 1 et sh, l .of 0 

I.n· 1 el .près quelques 
simplifications . on obtienl 

ch- 1 x -In 'C + ~) 

etSh,l y -In(y+ Yy'+ 1) 
(les domaines son t implicitemen 
restreinls à Il " 0 pour sec el à t " 0 

fig",. /8 

tan QI) 

pour ch, de sone que sec- 1 el ch aient, ~======~=== __ J 
un sens), L. 

Les éludiants peuvenl mainlenant être exhortés à euminer les deux 
plU'amétrisaLÎons d'un poinl de vue crilique (leurs mériles relatifs), el 11 se 
demander quel couple de paramètres ressemble le plus aUJ< fonctions 
cireulDires et lequel eSlle plus utile pour simpUCier l 'intégr3tion. 

3,Conc.lusion : 

Nous avons esquissé une approche des ronclions hyperboliques ainsi que 
quelques autres considération qui, de notre poinl de vue, est au moins 
motivallte, el qui f.iI référence d'une manière plaisante à quelques 
différentes parties du progmmme de lerminale ("sixth form"). 

Nous serions heureux de savoir si des enseignanls ont adoplé c.naines de 
ces idées ou les uliüsenl déjà, en vue d'un échange possible d'idées sur ce 
sujet. 

Références : 
1) Couranl et John : "llIIrodllctioll 10 Calcllills and Analysls" , Inlemoience 
1965. 
2) Bacon: "Differentiai w,d IlIIegroi CO/Cil/liS" , Mc Graw-HiIJ, 1955. 
3) Lamben: "Opera Math,matica", Orell Füssli Verlag. 1948, 
4) Rosenlhal : "Ali ;lIIrodllet;on 10 lIyperbolic FWlctiOlls" in "Mathemalic 
Teacher", avril 1986. 
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NoIes : 

(*) De bons exemples de justification a posteriori de cb .t ct sb x en tcones 
géométriques existent cependant ; voir par exemple les cb.pitres concernés 
dans les références 1 ct 2. 

( .... ) Les étudiants familiers des lois de Kepler et des orbites centrales 
peuventlrOUver qu'il s'agit là d'un bon choix plus naturel pour le paramètre, 
Lamben est très clair dans son propos: «Les sinus et cosi llus circulaires 
peuvent êlre indifféremment reUés à l'arc, à " angle ou au secreur, à cause de 
la constante proportionnalité qui existe enlre eux. Il n'en est pas de même eu 
egrud aux cosinus et sinus hyperboliques. C'est au secteur que ces fonctions 
doive", être principalement reliées de façon à les rendre vraiment analogues 
aux fonctions circulaires» Quoi qu 'il en SOil , l'ultime choix de l'aire du 
secleur comme paramètre do;t être imposé en douceur par l'enseignant si 
ceue approche est à mener plus loin. 

(oo.) Si une évaluation de 1 (x) =f' ~ d Y chocune des substitutions 
I+y 

o 
y = sh 1 el Y = tao (li, cetle relation entre rel (j) est obtenue en égalisant les 
deux Connes de 1 (x) qui en résultent. 

604 

Bulletin de l'APMEP n°381 -  Nov/Dec 1991


	Mathématiques ici et ailleurs
	Fonctions hyperboliques


