
En hommage à .. . 

Vers la quantification 
Jean-Maurice Chevallier 

La "qllilntificatioll" , si elle reste illhérente à 
lIotre langage parlé, Il' est pills la préoccupation 
majeure des mathématiques qui s'enseigllelll 011 
Il/cée alljOllrd' hlli. . 

NOlis retrouverollS néammoi/ls avec plaisir 
dalls ret article r aisance, la verve et la perti/leJ/,e 
de /lotre ami J .-M.CHEVALLlER, qlli nOliS a 
quiué récemmel/t, et dOIll l'I)ici /II/ des derniers 
écrits. 

Merci Jeal/ -Maurice ! 

"Et les mots pour le dire arrivent aisément" (?) 

A la swte d'une accinauon collective, une des trOIS lIlformatjons ~ui-
vantes a été rendue publique : 

A : tous les sujets on t eu une réact ion pusltive 
B : aucun sUJC1II'a Cu de réaction positive 
C : une réaction positive a pu être observée, 

11 va de soi que les Informations A el B supposcnl un conlrôle médical por­
tanl sur l'ensemble des ,u)ets vacci "és. taoùis que l'i nformation C peut résul ­
ter d'un contrôle partiel. Cependant celle i"formauon C suffit pour onfi.rrncr 

161 

Bulletin de l'APMEP n°378 -  Avril/Mai 1991



l'mform(ujon B, Inquelle. évidemmenl. infirme C. Quanl il A. elle emmlne C 
s;lnS . In: enlminée par clle. 

Toul ccla peul parn1tre banal : on n'a pas allendu la création de la logique 
malhémaüque pour «primer dcs choses de cc genre il l'aide des langues natu­
relles. Un poin t un peu inquiéUtnt Ioule fois eSI que non seulement les 
moyens d'expression vancnt selon la langue (ce qui est nomlal), mais ils se 
correspondent mal Ou parfois se contredisenl d'une l an~ue à l'autre. 

Cependant nOU1: inlenlion n'esl pas de faire de la linguistique comparée, 
mais seulemenl tle voir commenl la langue f ... .mçaise permet de faire passer 
l'infoonation, par exemple d'un enseignanl h ses ~Ièves. Or. on COllst. t. que. 
même dans cc domaille restreint , le point d' interrog"t ion qui suil le titre de ce 
paragrophc n'CSI pas 10UI à l'ail injust ifié . 

Quantification existentielle. 

Le cas le plus simple CSI sans doule celui de C. peu t-être parce qu'il eSI 
plus vague. Il s'agit d'affilmer l'existence au sein d'un ensemble, d'éléments 
qui jouissent d'une cerullne propriété, sans qu'on puisse ou veuille affirmer 
que IOU5 les 6lémcn" de CCI Cil emblc Itl possMent. On dispose alors 
d'arlicles. pronoms ou aujeclifs IIldéfinis comme des . certaill(s), qUelqIU(S), 
quelque chou, que/quels) IIII (S) , les uns, d'autres , beaucoup, Jill peu, ... pour 
traduire assez commodément l'idée à exprimer. Ces mols comporte ni Cn géné" 
ra] une connolation restrictive, néammoins, ils paraissent utilisables à un ni­
veau élémeJ\l:ure pour éclairer le passage vers un langage plus technique . 

A l'remièrc "ue, l'arucle .ndéfinJ 1111 devrait être IOUI 11 fait adéqual . Mais 
la critique de JIll n'est plus 11 faire: à cause de son rôle numéral. on ne sail 
J3mais si on affirme l'e.islence d'un élémenl urtique ou ceUe d'un élément 
mal délcnn;né parm i d'aulres : de plus, 1l0US retrouverons lm plus loin avec 
encore un sens différen t. Cependan1. de façon un peu paradO"'I!e, c'eSI cel as­
peCI numéral qui sauve un grOce à la IOCUlion au moills /III . 

"El s'il n'en rcSle qu'un, je semi celuj-I~ " <lisail Victor HUGO pour affi r­
mer que l'ensemble des opposanlS au Second Empire ne saurait être vide : or, 
00 remarquera que cet 1/11 esl le quutrième lerme d'une suile géomélrique de 
raIson 1/10 ("S' il n'en resle que mille" etc) laissanl la pone ouvene il une ex­
tension que rien ne limile a priori . Ne cherchons pas aiUeurs pourquoi des 
expressions comme "il y il au moins un ... qui ... " ou "ll existe au moins un 
... lei que ... " fleu rissenl dans noire enseignemenl : proches de la langue cou" 
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rame, et bien a<Japtées à leur objet. il n'est pas mGUvrus d'hahituer de honne 
heure les enfanlS à les uIW=. 

Quantificat ion un iverselle. 

La sitUQûon évoquéc par A au prem ier pmngraphc se présente sous un jour 
moins fnvorable. Ce n'est pas qu'on manque de mots collectivisants. c'est 
plUIÔI qu'on en a trop et qu'on a pelOe à les dlstlOguer des mOis ordinaires, 
Prmiquemem n'Importe quel article, adjecl if ou pronom. défini ou indéfini. 
singulier ou pluriel, peUt cacher. suivant les circonslllnces. l'idée qu'un élé­
men l "décril" un ensemble. et cela parail lellement naturel qu'on trouverai t 
presque ridicule de le préciser: quand on dit ''le chat miaule" sans qu'il y ait 
de matou à proximité. il ne vient à J'espril de personne de dem'lndcr "Quel 
chal ?". lant il parait évident que cela concerne tous les représentants de 
l'espècc. Et nous-mêmes. ne parlons-nous pas de lu géométrie du triangle? 

Inév itablement, le mot 1/1/ resurgil ici. En disanl "Un sol savant est un 
sot plus sot qu'un sot ignorant", Molière a quanufié. et plUIÔt deux fois 
qu'une, le respectable ensemble des sots, Souvent même. c'est l'absence de 
tOul mOl colleçûvisunt qui exprime la généralité ; cela est parûculièrement 
sensible dans I~ style sentencieux des oo,lges et proverbes : 

"A qui vellgc SOn père il n'eSI rien d' impossible" 
"A bcn.u mentir qUi vient de Join" 
" 'aime sa bête qui ne l'éLtiJle" (version normande de "qui aime 

bicn châl ie bien") 
"A bon entendeur salut" 

et. avec quanuficauon multiple : 
"A hon chat hon ra t" 
"Tel père. leI fIls", 

Cenes nous dISposons de moIS ou locuuons qUI permettent de traduire 
plus précisémcllI la quanti ficaljon universe lle : les(qu'on 6prouvc parfois le 
hcSOIll de renforcer en tous les) . chaque, chacull. tout, tous ct leurs composés 
adverbiaux touJollrs, partout. ou encore Il'impolte qI/el, qI/el que soit,etc. 
Mais ne n()us arnve-t-il pas nous aussi de les sous-entendre? JI est nssurémem 
faslid leux de répéter en toute occurrence "pour tou l a et pour tout b, 
(a + b)~ - 0 2 + 20b + bl " c'est po,u lan l le seul moyen de distinguer cette 
Cgalité "toujours vraic" (autrefois dite "identité") d'une égali té (ou "équation") 
comme "x2 + 1 = Jx - 1" qui est vraie Ou fausse suiv.n . la valeur qu'on attri ­
bue 11 x. 

Encore nos péchés par om ission sont-ils les plus véniels ; car nous De re ­
culons pas devant l'anûnonüc, Lorsqu'une question compone unc quantifiea-
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Lion mulLiple. n(lus essayons d'élager celle-ci Sur plusieurs niveaux. en 
"prenanL" ou en "fixam' certaines variables. au moins de façon proviSOIre : 
"Par un poin l donn~. menons ... " signifie en clair que le poi", n'esl pas 
donné du 10UL : de ml!me nous disons : "Soil D II nc droiLe quelconque" alors 
que D a cessé d'être quclconque au momelll même o~ oous la l'-~çons. Ces dif­
licullés. inévilubles, sont inhéremes 11 lu notion de variable : mais cela ne fail 
que déplacer le probl~l11c. 

Quantification et négation . 

L:t négmion. lorsqu'elle in lerlère avec ln qualllificalion. ne manque pas de 
semer d'au lres chausse-Impes. On ne peut que s'inquiélcr de la dérive aclU.lIe 
de la la ligue : de plus en plus 5Ouvom SOI1l employées des lournures comme 
"Tous les dossiers Cil œlard ne seronl pas acccplés" - el ccla jusque dans les 
leXies ndnHni.'lmlifs (uOlven.ilaires de sureroil) qui devraient donner l'exemple 
de la clarté cL de la rigueur. DevanL celle Silu;lIion. il n'esL pas inutiJe de rap­
peler que l1 première lOumur. eSI exislcruielle (il y a des dossiers qUI risquent 
de ne pa' etre acceplés). ~1ndis que Ol/CIIII induit une quantificauon universelle 
sur unc proposiuon négal;ve (cf le B du premier pamgmphc) - ou. ce qui re­
vienl au même. nte unc qu;tmifcarion existentielle (i l n'y a pas un scul dos­
sier 'lUI sem acceplé). L:t Fontaine el Vigny faisaiemla différence. eux, quand 
ils écn""lenl. le premier : 

, Ils ne mourrrueni pas 10US, mais 10us élaienl (mppés" 
CLic second : 

"Tous les preux étai.1lI morts , mais aucun n'avait fui". 

U\ négation ofrrc assez de I.-Jquenard, pour qu'on S'abslienne d'en rajouler 
par un lIlauvais u.<age de la langue. L.1 quasi-tOlatilé des mOIS répulés négntifs 
n',vaIl pas. Cn fmnçais . cc c3faclère ~ l'origine. CI cela a la issé des traces lelles 
qu'on Ile sait jamaIS Où Commence la "double" né&allOIl : Jomais rlell. C'CSI le 
néga tif universel "rien" : pos riell. C'CSI l'exislenhel "quelque chosc" ; il Il 'est 
ri ell qui Ile ... . c'cst l'universel "Ioul". Inuti le de souligner que IOule cascade 
de négalions. véri lables ou posliches. apparenles ou camounées. accroit Je 
ris'lue de dire Je contrrure de ce que l'on pense , "vous n'i! les pas sans 
I+îgnorer". nl~l"(c pas? 

Les quantificateur, 

Devanl pareIl imbroglio -médiocrement logique. avouolls-ie - on peul ~tre 
lefllé de dire : loul cela regarde nos collègues tilléraircs ou tinguL'lcs el ne 
1l0US concerne. il la rigueur, que dans le cadre d'une cone.nation pl uridiscipli­
naire. quand elle exisle ; nous, qui pour nOIre usage propre disposons des 
quanl~ica!curs. pouvons dédaigner cc genre d'obslocles. 
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Celle attitude présomptueuse Ile résiste pas l'ex,,,nen. Faire passer UII 
messllge mathématique sans le sc ours de mots quotidiens. personne ne s'y 
risquerait. 11 quelque niveau que Çe soit ; au niveau Iémcllt3lfe. cc serait 
prendre les choses 11 l·envers. Une fois un concept acquis. il peut être fruc­
lUeux de le traduire et de le rlXer grâce il un symbolisme approprié, mais il est 
utopique d'espérer,!ue le parachutage prématuré d'un symbolisme. fût· il excel­
lent. pemlellral'acquisit ion d'un concepl. 

La seule vruie question est e Sllvoir à quel sL,1dc l'inlru<Juction des quanu­
ficateu rs devient plus ut lie qu'inopérante ou néfaslC. A nOIre avis. leur place 
n'est pas au Collège . mais nous ne saurions imposer celle opinion. Par 
COlitre nous ne craignons pus d'être catégonqucs sur cc qU'II faut éviler li tout 
prix . Justement parce que les symboles logiques doivelll avoir une syntru<e ct 
une sémantique très stnete.s. on n'a pas le droit de lrusser nahre ou S'inlpL1llléf 
che7. les élève des habitude. d'expression fau,ses ou même noues. Il n'esl 
pas question de quantifier san ' un respect scrupuleUJ< des 100pératifs suivants. 

1°- Pas plus que les autres symboles mathématiques. ni V ni 3 ne doi­
vent être employé' comme signes sténographIques; ce ne sonl pas des sub­
stitu ts de "quel que sou" et "il e,isle" . 

2°· Correctement employés dans une phrase m3Ih~malique . "Vx" <;c lit ef­
fectivement "quel que soit x" ou 'pour tOul x". Mais interprétér "3x" comme 
"iJ existe un .\" lai%c crOIre que "3x" ',t ulle phrnse : c'est J'onSIn" d'écriture 
comme "'3.t tel que" Ou "3.\ Lq ." qu'on a rencontrées. m~mc sous des 
plumes autorisées CI qui n'ont pas entièrcmcOl disparu. A lui eul "3 . .\"" signi ­
fie "il exi.'ilc au moins un .\' IcI que" ou "pour JU moins un.\ ". cc qui rend ca­
duques les écrilures précédentes. 

3°· De même. aprè~ avoir ronnu une certaine vogue, les é ,;turcs "3?x" et 
"3x ?" sont heureusement en voie de dispa';llon ; gardons-nous de les réani· 
mer. 

4° · Les symboles V 13. ont mutifiant$ : ils doivent ~tre suivis d'une 
Ir/l/'c U/llqll~. ce qUI interd it absolument des écri tures comme "Vfrx)" : en 
principe cette lellre sc retrouve d::1Il. In suite dc la phmse mathcmatiquc. par 
'xcnlple : 

, ? 9 (1) V.. (x - 3)- :,- - nr + 
(celle lettre est "muette" en ce sens qu'elle peUL élrc temrlocée en toules ses 
occuITCnces sans q"" le scns de la phr.1SC s'en trouve mOdifié). 

50 -Certains pensent encore qui! eM U1dJffén:nl d'Ccnll: la phr.l,Sc précédente 
sous la forme: 

(2) (x - 3)2 : .. 2 - 6.t + 9 V ... 
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NmureUement cette convention· là aurait pu être adoptée; mais, il présent clle 
est devenue dangereuse, du fail que la convention unique, on nc sait comment 
interpréter l'ordre dans lequel les quantificateurs sont 6crits ; or cet ordre n'est 
pas sans imponance : Ecrire dans R 

(3) Vx 3y x +)' =0 
signifie que tout récI a un opposé; si on a le malheur d'6crire 

(4) 3x Vy x +)' = 0 
on affinne par là qu'i l existe un réel qui est opposé à tous les autres! 

6°· On n'oubliera pas que, lorsqu'on passe il la négation, les symbole.. V 
ct 3 s'échangent (c'est l'oubli de cette règle qui est Il l'origine de la phrase mal 
bâtie "tous les dossiers en retard ne seront pas acceptés"), Ainsi la négation de 
(1) est la phrase évidemment rausse : 

3x (x · 3)2 .. x2. 6, + 9 
ct la négation de (4) eSI la phrase évidemment vraic : 

VX 3)' ~ + y .. 0, 
7°· En dérogation Il 4°, on renconlre des écritures comme "Vx ER" , 

"3(x,y)", etc, Bien que discutables , elles sont !rOp répandues pout qu 'on les 
condamne ",ms nuances, Mais il est sage de s'en ab IcnÎt avec des débulanls : 
si l'on veul dire "pour tout x réel", il est bien simple d'écrire 'VRX" el il 
n'est pas Irès long de remplacer ''3(.r.y)" !l'If "3x • 3y" . 

Répétons·le, ces quelques règles mellent à l'abri d'erreurs graves, clles ne 
permettent p..1.5 d'esquiver les problèmes évoqués plus haut Quelle que sai l 
notre sp6cilllité, nous ne pouvons que louvoyer il vue cntt\: des écue,ls égale· 
ment perfides: employer un vocabulaire grevé de sous-enlendus qui le rendent 
ambigu. ou le surthargelll de gloses qui le rendelll opaque, A tOUI inSlant, 
nou< ri'quons l'incompréhension par la raute d'un mol ou d'une tournure qui 
auront piégé nos élèves. nous·mêmes ou les deux . PlutÔI que de l'ignorer ou 
de faite semblant, il vaut mieux en être conscienlS. 
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