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Histoire des mathématiques |

La Géomeétrie
Dessin et/ou Calcul

Jean-Pierre Friedelmeyer
IREM de STRASBOURG

Je voadrais illusirer les remargues fort intéressantes et
pertinentes de Bernard PARZYSZ parues dans le Courrier
des lecieurs du Bulletin n°373, @ propos d'un autre article,
de Jacgues VERDIER, par ces quelyues exemples ok
“situations-probiémes" autour du thiéme QUADRATURE,
Le théme de la quadrature me paraft tout particuliérement
adapié & éclairer fes phrases suivanies de BPARZYSZ :

« "L& premier probRme est de décider gl 'agit de déwerminer des lon.
gueurs va des distances. Ce n'est pas ici une simple argutic, mais une ques-
ion de fond : dans lo cas d'ung fongueur, exhiber un segment ayant cetie lon-
gueur suffit ; mais 8'l] Sagit d'ene distance, il est nécessaire de foumnir une
mesure de oo segment, d'odl ur recours obligé an numérique.

- “Pourant, une construction géométrique n'est pas la réalisation d'un
dessin, mais c'est un glgorithme on intervicnnent des objets géométriques
(drites, cercles, eic). La rigucur mathématique ne sawrait donc résider dans
uni¢ illusoire pricision de tracé, mais ¢lie ¢st dans la conformité de cet algo-
rithaxe avec Jes rdgles (axiomes, théordmes) de la géoméric.
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- "La situation actuelle aumait, me semble-t-il tont intérdt 3 un réégeili-
brage accordant un véritable statt mathématique 3 Foutil graphique ¢n géo-
mémie (dans Ie plan ou l'espace) @ outre le fait que 'on #'a jamais rop da
cordes & son arc, ceci auvait I"avantage de ne pas surpénatiser les éidves ayant
des difficuliés avee les outils alg€brigues ot numériques, et de leur redonner
keur chance”,

La situation actuelle privilégie en effel icllement le calcul sur la
construclion géométrique qu'elle 2 perdu le sens originet du mot
QUADRATURE qui n'a plus aujourd'hui qu'un sens de CALCUL
INTEGRAL. Au point méme que pes de geas -y compris pammi les
professcurs de mathématiques- savent encore expliguer comectement le sens de
Texprassion "quadrature du cercle”, Poarquoi ne préparerait-on pas les éRves
du colidpe & mne pratique sensée, (par opposition 3 gutomatique}, du caleul
intégral, en leuy faisant faire d'abord quelques quadratures de surfaces
rectilignes dans le gens originel :

- guadrature d'une surfoce = constraction d'usn carré équivalent (™) 3 cette
surface.

L'OUVERT, journal de ta Régionale d'Alsace et de I'IREM de Strasbourg,
m'autorise 3 publier ici l'anticle suivant paru dans le n° de seplembre 1990,

™ Dans tout cet article, jo qualifiersi d'équivalentes deux surfaces de méme aire.
8
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QUADRATURES
SANS INTEGRALES NI CALCULS

Le mot QUADRATURE cst I'en des rares mois du vocabulaire
mathématique & &tre passé dans le langage coarant, mais otilisé sculement
dans i'expression "QUADRATURE DU CERCLE" pour signifier un
probieme impossible 4 résoudse. Ainsi, 1.-JL.ROUSSEAL dans une leitre &
MIRABFAU

"Voici dans mes vieillzs idées, le grand probléme en politigue, que
Je compare & celui de la quadrature du cercle en géoméirie et ¢ celid des
longitudes en astronomie : trouver une forme de gouvernement gt
mette la lof auw-dessus de Uhonune”

Est-it utlle de rappeler qud Tozigine, la QUADRATURE d'une surface
désignait la construrtion gSoméirique d'un carré équivalent A In surface
donnée? On utdlise aussi le mot QUARRER une surface, du latin
QUADRARE : rendre camré. Par exemple QUARRER 1a surface ci-dessoqs,

7

D'oi aussi ies problémes céltbres en histoire des malkématiques comme
1a QUADRATURE de ta parabole par ARCHIMEDE et surtout le fameux pro-
bleme §4i évoqud de la QUADRATURE du cercle : construire un carrd Squi-
vaient & un cercle donné (sous-eniendu, & la régle et an compas). Pen de pro-
Bl2mes ont suscité autant de recherches, fait dépenser autant d'éncrgie & trou-
ver sa solution, moins au ol par des mathématiciens de qualité, gue par unc
foule de gens incompétents ol superstiticux pour gui la résolulion de ce pro-
bléme représentait une sorte de picrse philosophale capable de doaner la clef
de Ia compréhension de Univers. Au point quen 1754, MONTUCLA éprouva

o
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Ie bosoin de publier une “Histoire des Recherches sur fa Quadraure du
Cercle”, "ouvrage propre A instruire des découvenies réelles faites sur oo pro-
bldme ¢8idbre, et A servic de paiservatif conme de nowveaux efforts pour ke ré-
souidre”,

Aujourd'hui, Ia situation a bien changé, au point que 'on en vient 2 avoir
complitement perdy e sens méme du mot QUADRATURE qui est deveno
synonyme distégration, Par exemple, voici la définition donnée par e
DICTIONNAIRE des MATHEMATIQUES de A.BOUVIER et M.GEORGE
EdPUFY:

CUADRATURE : calcul d'ure ntégrale définie ou déiemmination d'une atee,

On peut regreiter cette perte du sens originel pour nos éidves de colitge ot
de lycée qui n'ont ainst plus lNoccasion & faire Ia moindre guadatre avant la
‘Feominale, ¢t qui alors, na renconirent plus ce prabléme qu'en termes de cal-
cut inégral. L'obiot de cet article est de présenter quelques activités simples
de quadrature pour des éléves de nivean colldge ou Seconde. Elles ont leur
sowrce dans kes deux premiers livres des ELEMENTS dEUCLIDE, et ne font
donc zppel qud des connaissances $lémentaires £8 concrdtes, tout en poavant
donner Hiew & des problémes refativement €laborés,

Voici quelques propositions d'EUCLIDE néeessaires pour Ia suite. On
remarquera que ¢gs propositions sont purement géométriques, ¢a ce sens
gquwelles ne font appel & ancune fommule sumérique, pas méme Pexpression de
taire d'un wiangle comme demi produit d'une hase par la hauteur
correspondarnie. Tout est exprimé en lermes de surfaces &quivalentes.

LES PROPOSITIONS D'EUCLIDE - Livre I2)
35. Les paralidlogrammes CONSUraits

dor 1a méme base of entre les mdmes A 4 E o
paralidles sont &gaux(>) entre eux <
36, Les parallélogrammes construits

sur des bases épales ¢ entre les
mémes paralltles sont égaux cntre
Sux.

@ Traduction de ¥ PEYRARD- Réédition par Blanchard (1966},
O Eucume dit “égaux” 13 o nous dirjons équiveients.
0
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37. Les triangles constroiis sur ia
m@me base &t enirs les memes paal-
Ries sont égaux ealre eux.

38. Des wriangles construits sur des
bases 4gaies ¢t eare les méme paral-
[&les sont Sgaux entre eox.

39, Les triangles €panx, construits
sur la méme base ot placés du méme
¢d1f, somrt compris entre kes mémes

paralldles,

40, Les triangies €gaux, constriits
sur des bases égales et do méme
obté, sont entre les méme paralldles.

43. Dansg wut paralléiogramme, los
complémeats des paraliiogrammes
agtour de la diagonale sont &gaux
efitre eux.

QUADRATURE D'UNE FIGURE RECTILIGNE

Principe:

- Oa décompose Ia figure on trianglcs,

- an wansforme chagoe triangle en un rectangle éqguivaleng
{construction g},

- on transforme tous ces reciangles en des rectangles dquivalenis ayant
Ious une dimension comwune de fagon & obfenir un unique
rectangle en les accolant {(vonstruction C3),

-on transforme ce dernier rectangle en un carré éqguivalent
{construction 3}.

AN B
Constructioe Cj
Le wiangle ABC est équivalent au
sectangle MNPC of M 23t le milioy
de [BCY {cf EUCLIDE prop. 136-38).
|
5 » c
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Construction C3

Le rectangle {parall¢logramme}
ABCD de cbids a x b est équivalent
an rectangle DMNP de ebt€s e x =, ¢
donné {cfEUCLIDE prop. 43),

Constraction 3
{cf. EUCLIDE prop. I 14}, "

Le rectangle ABCD éuant i
donné, soit DE = DA et M A
milien de fEC]. Le demi cestle

de centre M et de rayon ME
coupe le prolongement de
iDA] en §. Comme le triangie
EIC est rectangie, on a

D¢ <ED.DC

ID2%= AD.AB.

ID est donc le cbid du careé Sqnivalent an rectangle. Clest 'ensemble de cos
constructions qui ont &i& sucoessivement réslisées pour la quadrature de Ia sur-
face ABCDEFGH sous la forme du careé abed {voir figure sur s page de
deoile)

On s'est arrangé pour regrouper les six triangles constitaant Ja swrface
deux par deux, selont une base commune, ce qui donae les trois rectangles
1-2-3-4:5-6-7-8; 9-10-11-12.

Les rectangles 1-2.3-4 et 9-10-11-12 gont transformés en rectangles dont
T'un des cités ext dgal 3 5-6 pour former au total Povigue rectangle 13-14-15-
16 sur legquel est alors effectuée Yopération de quadrature de la construction
Cs,

F e

I - r—— e

o
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UN CASSE TETEW

O demande de découper un hexagone régulier en morceaux, qui, réagencés
stremnent, donnent un carré {ou réciproquement).

Sodution (voir figure page de droite}

Suit 'hexagone régulier ABCDEF, équivalent au paraliélogramme
AD'E'F ou an rectangle AA'CD", Transformons ¢¢ rectangle en un Carré
équivalent {quadrature) par 1a construction C3 et plagons ce canré selon AGHY,
de fagon que T soit sur la diagonale FC.Alors (EUCLIDE prop. I 40), comme
le parallélogramme AZF'DY est équivalent au caré ATHG et qu'ils ont une base
commune Af, ils sont entre les mémes parsll2les, cest-bdireque 4, G, F°, D'
sont alignés. Soit (J°G'} paraligle A (AG) «l que HG = GG, Nouas meitans
aingl en évidence cing morceaux ruméroiss 1-2-3~4-5 qui remplissent & fa fois
Thexagone ABCDEF et I¢ careé AGHI, et exactetnent. On troavera dans le
livre de FOURREY de nombreux autres casse-{iies of puzzles de ce genre,

LE THEOREME DE PYTHAGORE
ET SES GENERALISATIONS.

EUCLIDE donne deux démonstrations dy théor2me ds PYTHAGORE dans
ses ELEMENTS , sans d'aifleurs jamais mentionner ke nom de PYTHAGORE
(Euclide ne mentionne aucun pom dans ses ELEMENTS). La premitre est

@ Drapris EFourary, Curiosités géométiques, Vuibert (1938) dont on ne saureit
assez recommander . lecture,

14
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Fabontissement du Livre I, proposition 47 €1 s'appuie essentiellemend sur les
propositions 36 & 40 rappelées pius haut,

Prop47: "Dans les mriangies rectangles, le carré du o5ié opposé a langle
drait est égal aiux carrés des cotés gui comprennent Fangle drolt”,

i3
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Voici en abrégé la démonswation 0
JEUCLIDE

Les triangles BI'Z ¢t ABA soni
égaux comme ayant un angie égal A
compris entrc des cdtds égaux
mespectivement,

Or, Je carré ABZH vaut i double du W
wiangle BI'Z, le rectangie BAAM
vaut le double du triangic ABA.

Ce reciangle est donc équivalent an
carré ABZH,

B

A

2

De Iz méme manidre, le reclangle TEAM st équivalent ag carmé AI'K®,
Ce qui KEmionire Ia proposition.

THABIT IBN-QURRA (826-90G1) donne une généralisation intéressante du
théoreme de PYTHAGORE, valable pour un mﬂ_g_n_gle A';I_}_‘C quelcaonque. Soient
sur {BL] les poinis B et C tels goc AR'B =AC'C = BALC . Alorg, la somme
des carrés construits sur AF et AC est égale 2 la somme des rectangles de
clids BC x BB et BC x CC".

(Si I'angle en A est aigu, les reciangles BB et C'EE'C se
chevanchent),

3
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Plus générale encore est la proposition suivante dbe 3 PAPPUS
' ALEXANDRIE (environ 320 apeds 1.C).

Soit un (riangle ABC quelcomque, et ABDE RCFG deux
parailélogrammes quelconques consiruiis sur les deux cftés AB et BC. Soit if
le point de renconire de ED el FG. 3t on mtne par A ot C les paralitles &
BH, qui coupent respectivement {ED) et (FG) en L et K, alors le quadriini®re
ALKC est un paraliélogramme équivalent & 1a zomme des parallélogrammies
ABDE et BCF(.

Le lectour e rouvers facilement 1a démonstration.

PARTAGER UN TRIANGLE EN TROIS TRIANGLES
D'AIRES PROPORTIONNELLES A DES NOMBRES
m, n, p DONNES

Enifin signalons ceite autre application des propasitions dEUCLIDE diie &
Jordanus NEMORARIUS {environ 1260 ap.J.C.)} dans un livre intitulé “De

Triangulis”.

Problime * Le triangle ABC étant donné, ainsi que les nombres m, », p;
trouver un point O 3 lintérieor du triangle tel que les aires des wisngles OAB,
OB, QAC soient proportionnelles aux nombgs m, &, p.

Eu voici Lp solution ks Elégante et fort simple de NEMORARIUS.

17
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Partagecns le segment [BC] en
segments proporuonnets & m, n,
p selon leg points D et E,

Menons par D et E les paraffeles
aux cdtbs [AB] et [AC] respecti-
yomeat

Le point O, intersection de cee
paralléles, répond & 1a question.
LA aussi, je laisse au lectenr ie
plaisir de justifier cette solution
(la figure a &€ réalisée avec
m=2 =l p=4
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