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Jean-Pierre Friedelmeyer 
IREM de STRASBOURG 

Je voudrais illustrer les remarques fort intéressantes et 
pertinentes de Bernard P ARZfSZ parues dans le Cou.rrier 
des lecteurs du Bulletin n °373, à propos d'un outre article, 
de Jacques VERDIER, par ces qu.elques exemples ou 
"situations-problèmes" autour du thème QUADRATURE. 
Le thème de la quadrature me paraît tout particulièrement 
adapté à édairer les phrases suivantes de BPARZfSZ : 

- "Le premier problème est de décider s'il s'agil de délelTlliner des lon­
gueurs OU des distances. Ce n'est pas ici une simple argutie, mais une ques­
tion de fond: dans le cas d'une longueur. exhiber un segment ayant celle lon­
gueur suffit; mais s'il s'agit d'une distance. il est nécessaire de fournir une 
mesure de ce segment, d'où un recours obligé au numérique. 

- 'Pourtant, une construction géométrique n'est pas la réalisation d'un 
dessin, mais c'est un algorithme où interviennent des objets géométriques 
(droites, cercles, etc). La rigueur mathématique ne saurait donc résider dans 
une illusoire précision de tracé, mais elle est dans la confonnité de cel algo­
rithme avec les règles (axiomes, théorèmes) de la géométrie. 
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- "La situation actuelle auralt. me semble-t-i1 tout intérêt il. un rééquili­
brage accordant un véritable statut mathématique il. l'outil graphique en géo­
mélrie (dans le plan ou l'espace) : outre le fait que l'on n'a jamais trop de 
cordes à son arc. ceci auralt l'avantage de œ pas surpénaliser les élèves ayant 
des difficultés avec les outils algébriques et numériques. et de leur redonner 
leur chance". 

La situation actuelle privilégie en effet tellement le calcul sur la 
construction géométrique qu'elle a perdu le sens originel du mot 
QUADRATURE qui n'a plus aujourd'hui qu'un sens de CALCUL 
INTEGRAL. Au point même que peu de gens -y compris parmi les 
professeurs de mathématiques- savent encore expliquer correctement le sens de 
l'expression "quadrature du cercle", Pourquoi ne prépareralt-on pas les élèves 
du collège à une pratique sensée, (par opposition à automatique), du calcul 
intégral, en leur faisant faire d'abord quelques quadratures de surfaces 
rectilignes dans le sens originel: 

- quadrature d'une surface = construction d'un carré équivalent (*) à cette 
surface. 

L'OUVERT.joumal de la Régionale d'Alsace et de l'IREM de Strasbourg. 
m'autorise à publier ici l'article suivant paru dans le nO de septembre 1990, 

(0) Dans tout cet article, je qualifierai d'équivalente. deux surfaces de même air •. 
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QUADRATURES 
SANS INTEGRALES NI CALCULS 

Le mot QUADRATURE est l'un des rares mots du vocabulaire 
mathématique li être passé dans le langage courant, mais utilisé seulement 
dans l'expression "QUADRATURE DU CERCLE" pour signifier un 
problème impossible li résoudre. Ainsi, 1.-I.ROUSSEAU dans une lettre li 
MIRABEAU: 

"Voici dant: mes vieilles idies, le grand problème el! poiitiq,.." q,.., 
je compare à celui de Ùl quadralUTe du cercle el! géomllrie el à celui des 
longiludes Cil astronomie : Irouver une forme de gouvernemenl qui 
melU! Ùlloi au-dessus de l'homme" 

Est-il utile de rappeler qu'à l'origine, la QUADRATURE d'une surface 
désignait la construction géométrique d'un carré équivalent li la surface 
donnée? On utilise aussi le mOI QUARRER une surface, du latin 
QUADRARE: rendre carré. Par exemple QUARRER la surface ci-dessous. 

D'où aussi les problèmes célèbres en histoire des mathématiques comme 
la QUADRATURE de la parabole par ARCHIMIIDE et surtout le fameux pr0-
blème déjà évoqué de la QUADRATURE du cercle: construire un carré équi­
valent à un cercle donné (sous-entendu, à la règle et au rompas). Peu de pr0-
blèmes ont suscité autant de rechetches, fait dépenser autant d'énergie li trou· 
ver sa solution, moins au total par des mathématiciens de qualité, que par une 
foule de gens incompétents el supernlilieux pour qui la résolution de ce pro­
blème représentait une sorte de pieml philosophale capable de donner la clef 
de la comp-éhension de lUnivers. Au point qu'en 1754, MONTUCLA éprouva 
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le besoin de publier une "His/oire des Recherches sur la Quadrature du 
Cercle", "ouvrage propre à inSIrUire des découvenes réelles faites sur ce pro­
blème célèbre, et à servir de préservatif contre de nouveaux efforts pour le ré­
soudre". 

Aujourd'hui, la situation a bien changé, au point que l'on en vient à avoir 
complètement perdu le sens même du mot QUADRA 1URE qui est devenu 
synonyme d'intégration. Par exemple, voici la définition donnée par le 
DICTIONNAlRE des MATHÉMATIQUES de A.BOUVIER el M.GEORGE 
(éd.P.UF.) : 
QUADRA 1URE : calcul d'we intégrale définie ou détermination d'une aire. 

On peut regretter cette perte du sens originel pour nos élèves de collège et 
de lycée qui n'ont ainsi plus l'occasion de faire la moindre quadrawre avant la 
Terminale, et qui alors, ne rencontrent plus ce problème qu'en termes de cal­
cul intégral. L'objet de cet article est de présenter quelques activités simples 
de quadrature pour des élèves de niveau collège ou Seconde. Elles ont leur 
source dans les deux premiers livres des ÉLÉMENTS d'EUCLIDE, et ne font 
donc appel qu'à des connaissanœs élémentaires et concrètes, tout en pouvant 
donner lieu à des problèmes relativement élabores. 

Voici quelques propositions d'EUCUDE nécessaires pour la suite. On 
remarquera que ces propositions sont puremenl géométriques, en ce sens 
qu'elles ne font appel à aucune formule numérique, pas même l'expression de 
l'aire d'un triangle comme demi produit d'une base par la hauteur 
correspondante. TOUl est exprinté en termes de surfaces équivalentes. 

LES PROPOSITIONS D'EUCLIDE - Livre 1(2) 

35. Les parallélogrammes construits 
dur la même base et entre les mêmes ('-A ___ -';'" E 

parallèles sonl égaux(3) entre eux 

36. Les parallélogrammes construits 
sur des bases égales el entre les 
mêmes parallèles sont égaux entre 
eux. 

r 

CI) Traduction de F.I'EYilARD- Réédition par Blaru:hard (1966). 

(3) llucI..Ioo dit "égaux" li Qb nous dirions équivalents. 
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37. Les triangles construits sur la 
même base et entre les mêmes paral­
lèles sont égaux entre eux. 

38. Des lriangles construits sur des 
bases égales et entre les même paral­
lèles sont égaux entre eux. 

39. Les triangles égaux. construits 
sur la même base et placés du même 
côlt. sont compris entre les mêmes 
parallèles. 

40. Les triangles égaux, construits 
sur des bases égales et du même 
côIt. sont entre les même parallèles. 

43. Dans tout parallélogramme, les 
compléments des parallélogrammes 
autour de la diagonale sont égaux 
entre eux. 

QUADRATURE D'UNE FIGURE RECTILIGNE 

Principe: 
- On dêcompose la ligure en triangles. 
- on transforme chaque triangle en un rectangle équivalent 

(construction C 1>. 
- on trlIllsforme tous ces rectangles en des rectangles équivalents ayant 

tous une dimension commune de façon à obtenir un unique 
rectangle en les accolant {construction CV. 

- on transfonne ce dernier rectangle en un carré équivalent 
(construction C3). 

Construction Cl 

Le triangle AB C est équivalent au 
rectangle MNPC où M est le milieu 
de [BC] (cf.EUCUDE prop. 1 36-38). 

c 
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C ollstrllction C 2 

Le rectangle (parallélogramme) 
ABCD de côtés a x b est équivalent 
au rectangle DMNP de côtés c x x, c 
donné (cf.EUCliDB prop.l43). 

COlIstrllctUu. Cl 
(cf. EUCllDE prop. 1114). 

Le rectangle ABCD étant 
donné, soit DE = DA et M 
milieu de [EC]. Le demi œn:le 
de centre M et de rayon ME 
coupe le prolongement de 
[DAi en J. Comme le triangle 
ElC est rectangle. on a 

1[)2 =EDDC 

In2=AD.AB. 

J 

Ari ________ ~--~B 

o H c 

ID est donc le côté du carré équivalent au rectangle. C'est l'ensemble de ces 
COIISll'UCtions qui ont été successivement réalisées pour la quadralure de la sur­
face ABCDEFGH sous la fonne du carré abcd (voir figure sur la page de 
droire) 

On s'est arrangé pour regrouper les six triangles constituant la surface 
deux par deux, selon une base commune, ce qui donne les trois rectangles 
1-2-3-4; 5-6-7-8; 9-10-11-12. 

Les rectangles 1-2-3-4 et 9-10-11-12 sont transfonnés en rectangles dont 
l'un des côtés est égal à 5-6 pour fonner au IOtall'unique rectangle 13-14-15-
16 sur lequel est alors effectuée l'opération de quadratnre de la construction 
C3, 
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UN CASSE TETE(4) 

On demande de découper un hexagone régulier en morceaux, qui, réagencés 
aulrement, donnent un carré (ou réciproquement), 

Solutio" (voir figure page de droile) 

Soit l'hexagone régulier ABCDEF, équivalent au parallélogramme 
AD'E'F ou au rectangle AA'CD', Transformons ce rectangle en un carré 
équivalent (quadrature) par la construction C3 et plaçons ce carré selon AGlIT, 
de façon que 1 soit sur la diagonale FC,Alors (EUCUDE prop. 140), comme 
le parallélogramme AlF'D' est équivalent au carré AlHG et qu'ils ont une base 
commune Al, ils sont entre les mêmes parallèles, c'est-à-dire que H, G. p, D' 
sont alignés. Soit (J'G') parallèle à (AG) Id que HG = GG', Nous mettons 
ainsi en évidence cinq morceaux numérotés 1-2-34-5 qui remplissent à la fois 
l'hexagone ABCDEF et le carré AGIlI, et exactement, On trouvera dans le 
livre de FOURREY de nombreux autres casse-Iêtes et puzzles de ce genre. 

LE THEOREME DE PYTHAGORE 
ET SES GENERALISATIONS. 

EUCUDE donne deux démoDSlrations du théorème de PYTHAGORE dans 
ses ÉLÉMENTS , sans d'aiUeurs jamais mentionner le nom de PYTHAGORE 
(Euclide ne mentionne aucun nom dans ses ÉLÉMENTS). La première est 

(4) D'après E.FoUlUlEY, Curiosités géométriques. Vuibert (1938) dont on ne saurait 
assez recommander la lecture. 
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l'aboutissement du Uvre l, proposition 47 et s'appuie essentiellement sur les 
propositions 36 à 40 rappelées plus haut. 

Prop.47: "DOIIs les triOllgles reclOIIgles, le carré du côté opposé à l"OIIgle 
droiJ esi égal aux carrés des côtés qui comprennenJ l'angle droit". 
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Voici en abrégé la démonstration 
d'EUCUDE: 

Les triangles B rz et ABd sont 
égaux comme ayant un angle égal 
compris enlre des côtés égaux 
respectivement 

Or, le carré ABZH vaut le double du 
triangle Brz, le rectangle BdAM 
vaut le double du triangle ABd. 

Ce rectangle est donc équivalent au 
carréABZH. 

'" 

De la même manière, le rectangle rEAM est équivalent au carré ArKe. 
Ce qui démontre la proposition. 

TIlABIT ffiN-QURRA (826-901) donne une généralisation intéressante du 
théorème de PYTHAGORE, valable pour un triangle ABC quelconque. Soient - --sur [BC] les points B' et C' tels que AB'B = AC'C = BAC. Alors, la somme 
des carrés construits sur AB et AC est égale à la somme des rectangles de 
côtés BC x BB' et BC x CC'. 

D D' E E 

(Si l'angle en A est aigu, les rectangles BDD'B' et C'EE'C se 
chevauchent). 
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Plus générale encore est la proposition suivante dûe à PAPPUS 
d'ALEXANDRIE (environ 320 après J.C.). 

Soit un triangle ABC quelconque, et AB DE, BCFG deux 
parallélogrammes quelconques construits sur les deux côtés AB et BC. Soit H 
le point de rencontte de ED et F G. Si on mène par A et C les parallèles à 
BH, qui coupent respectivement (ED) et (FG) en L etK, alors le quadrilalère 
ALKC est un parallélogramme équivalent à la somme des parallélogrammes 
ABDE et BCFG. 

A 

H 
, ' , , , , , , , , 

, ' 
D" ' .... G 

Le lecteur en Irouvera facilement la démonstration. 

F 
c 

PARTAGER UN TRIANGLE EN TROIS TRIANGLES 
D'AIRES PROPORTIONNELLES A DES NOMBRES 

m, n, p DONNES 

Enfin signalons cette autte application des propositions d'EUCUDE dûe à 
Jomanus NEMORARIUS (environ 1260 apJ.C.) dans un livre intitulé "De 
Triangulis". 

PI'oblime : Le triangle ABC étant donné, ainsi que les nombres m, n. p ; 
trouver un point 0 à l'intérieur do triangle tel que les aires des triangles OAB. 
OBC, OAC soient proportionnelles aux nombres m, n, p. 

Et voici la solution très élégante et fort simple de NEMORARIUS. 
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Partageons le segment [Bel en 
segments proportionnels à m, n, 
p selon les points D et E. 

Menons par D et E les parallèles 
aux côtés [AB] et [AC] regpecti­
vemenL 

Le poinl 0, intersection de ces 
parallèles, répond à la question. 
Là aussi, je laisse au lecteur le 
plaisir de justifier cetle solution 
(la figure a été réalisée avec 
m = 2, n = 3 ,p = 4. 

A 

c 

BROCHURE - APMEP • BROCHURE· APMEP • BRO 

Le ~M«))'ll'~~ neuf est arrivé 1 
Dans cette brochure, on trouvera la fin de la réflexion sur les 

transformations géométriques utilisées au Collège et au Lycée 
entamée dès MOTS VII 

Elle rassemble en quelques pages une documentation qu'il est 
probablement difficile de trouver dans la littérature scolaire 
actuelle sur : 

ROTATION, SIMILITUDE, ISOMETRIE, 
REFLEXION et REFLEXION-GLISSEMENT 

Par ailleurs, les rubriques LANGAGE VECTORIEL et 
VECTEURS DE LA GEOMETRIE DU PLAN de MOTS VIII 
trouvent ici leur aboutissement dans la rubrique VECTORIEL. 

Enfin, cette brochure contient les rubriques INVERSE et 
RECIPROQUE. 

CHURE • APMEP • BROCHURE· APMEP • BROCHU 
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