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La Société Mathématique de France a organisé en Novembre 1989, au
CIRM. de Marseille, un collogue sur I'ensgignement des mathéma-
tiques dans ley dewx années suivant le baccalowréal, Les organisglesurs
m’avaient fait I honnewr de i’ inviter, moi gal (ne) siis {que) physicien.
Dans mes efforts un peu fébriles powr lenter de justifiar cel honneur, §*ai
£mis des opinions fort probablement hirftiques sur ia différence qui exis-
teraif entre les "vraies mathématiques” ot les “mashémasigues pour la phy-
sigue”, C"est sans dowre I raison pour laquelle j'ai "écopd&” de ce g’ on
appetle, dans certains jeux de sovidté, un “gage” : ' oriraiy un article pour
e Builetin de ' APMEP., sur Fun des exemples que § avals moi-méme
imprudemment avancés.

Veici donc fe “pensum” : comment un physicien “voit” les scalaires
&1 les vecrewrs M),

(1) L2e considéraipns qui suivam n'ont rien doriginal. Elles font partie du
baguge de wout phyticien théoricien et sont probeblement comnues de beaucoup de
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1- Invariance des lois physigues par translation et
par rotation.

Les qualificatifs de “scalaies”, “vectoriclles™ ou “weosorielles”, appligués &
des grandeurs physiques, se réferent aux propridiés de transformation de ces
grandeurs dans des chungements d*axes de référence. Et I’ importanice des pro-
poifids de wansformation provient ¢lie-méme d’un caracidre fondamental gue
doit posséder toute loi physique : I'invariance {on dit avssi “symétrie™) dans
de tels changements d’axes.

1 -L'espace de in physipue “ciossigue”,

L'invariance des loig physigues est -~ comme toute affirmation ou hypo-
thise en physique - constammeni {ou phudi de termps 3 antre, lorsgu’un phé-
noméne ncuveau ext déocouvert) confronide it I'expérience A travers 5es consé-
quences. ¥l est commode e 1a faire découler de la structure midme de U'espace.

La physigue “classique™ {ce qui signifie ici “non relativiste™) se déroule
dans un espace euclidien i trois dimensions facilement accessible & notre in-
tnition, puisque notre vic commtz est, au moins superficiellement, régic par

tes lois physigues “classiques™ @

1.’espace classique cst supposé homogéne et isctrope, Qu’il soit homo-
gene signifio que los propriéuds et 1'Svolation d'un sysime physigae quel-
congue seront les mémes quelle gue soif fa localisation de ¢e systéme dang

mathématiciens, mais peyl-dre pas reconnues par ces derniers comiee
fondamentales. Elles sont trés clairement et pleissmment expliquées par
R.P.Feynman, “Les cours de physique de Feynman”, tome 1. chapitre 11 {Inter-
Editions, Paris 19793

@)Ladléoﬁedshreiaﬁviﬁmmequhmmsiquwmmm
approximation {valable dans lex domaines ob In vitesse de 1o lomidre dans Ie vide,
¢ = 3 x 108 nvs, pout étre considérée comme infinie) d ane “physique relativisee™
plus pénérale et plos execte. Cette dernidre introduit un "espace-terups” & quatre
dimsnsions, non euclidien, dont povs dwons guelques mots an paragraphe IV-3,

La physique quantigne, qui supplante la physique classique dans les domaines
stomique el sub-stomigue (o Ta coneianie de Planck h = 10-34 Joule,seconde
n’est plus négligeable), pewt Sre non relaliviste {physique atomique, molfculaire,
des solides,...) ou relativiste (physique des particules, cosmologis). La physique
quanhqu.e non relativiste utilise comme 1a p}uys;qw classique 'espace ordinaire &
twols dimensions.
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I'espace, Qu'it soit isotrope implique que propri€iés et évolution seront
indépenstantes de I'ovientation dy systdme. Bien entendu, Pespace dans jequel
nous vivons cffectivement n’est ni homagéne, ni isolrope © nous nous enons
debout selon la verticale, pas & 45° ; un appareil fonctionnera sans doute
mieux 51 nous I'avons mtroduit dans le laboratoire par la perle gue si nons
avons voula A toute farce lud Caire traverser un des mors. Bais ces “défauts™
peavent &tre attridods 3 des contingences : le d8Faut d'izotropie ost explicable
par la proximité de I Teme, ef I'on connait m&mne la koi qui régit le champ de
pesanteur ; quant 2 Uexistence de muws ...

On imagine donc I"espace comme une sorte de scbne de théite, au dépant
vide et inerte, dans laquelle vont exister et évoluer les sysiémes phquues qui
Rous intéressent. Mais cette "scéne” a sa structure propre, qui va s'imposer
aux sysidmes physiques e 2 expression des lois qui les régissent )

L’espace classigue, euclidien et & treis dimensions, sera sapponté 3 un re-
pére cartésien constiteé ' un riddre rirectangle Ox, Oy, Oz, On convient que
cp ritkire sera wouiowrs “direct”, ou “droit” : un “boshomme™ 5 tenant lo koag
de Oz, les pieds cn O et la téte sor ke demi-axe positif, & rogardant le premier
quadrant {Ox,Oy) voit Ox 4 sa droite et Oy A 5a gauche. Dans un tel repre, Ia
position ¢'un point M appartcaant 4 un syst®me physique § est caractfrisée
par 1a donnée de ses coordonnées candsiennes . ¥, 2.

2 - Transformations actives et transformations passives sur
un sysidme physigue.

Considérons un sysiéme physique § , dans I'cspace rapponé au ropére car-
tésien {Ox.0y,0z). 1 peut &ire nécessaire on commode de changer de repére,
sans ioucher au systéme § : on dit glors qu'on effectie une “iransformation

passive” . Au coulraire, on peut &tre amené & déplacer le systéme & saxus

(%) La structure de cette “schne” ob se déroulent les phénombries physiques est
gans doute pius restrictive que celle de "espace classique et méme que celle de
Uespace-temps refativiste. Ceci signifie que certaines lois physiques, peut-dure
méms lostes, sont fmobablement, en Téalité, des conséquences &e la gdométrie de
I'espace. La théoric melativisic de a gravitation (dite “théorie de la relntivité
générale”, proposée dés 1916 par Einstein) en est un exeraple panticulidrenzent
convsincant {of note 23). Des tentatives pour “géométrisar” I'ensemble des lois
physigues fondamentzles ont vu fe jour ces dernires années ; elles ont suscité
chez cenains eavucoup d'espoirs, mais il est frop 11 powr joger db lour éventuclic
réussite.

3t
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changer de repére ; dans ce cas, on fail subir au systdéme une “trangformation
active”,

Pour concrétiser jes argoments Yi
qui voni suivre, prenons deox
exemples ods simples de mansiorma-
tions : une tramslaiion et une
roation autour de Oz (4 Dans une
trapsiation active du systtmec $
{figure 1-a), lc point M est déplacé
en M, dont les coordonnées x°, y',
z' sont donndes A partiv de x, v, 7,
par ks reiations

x4+ X

Y=y + ¥, (1 of

tTwzt Zy,

0d Xq, Yy ot 2, sont les trois para-
mitres carscifrisant by translation.
Dang sne iranslation passive {figue
I-b) caractérisée par Xp, Yp,
{coordonnées de ia “nouvellc” on-
gine 0" dans “I"ancien” repére
x,0y,0z), les coordonnées du
point M (inchangé) deviennent x”,
¥, 2" welles que

x - Xp

y-Yp 2
z-

%p.

Figure 1 : Translation active {a) ou
tranxiation pasyive (b) appiigude & sun gl »-
systéme physique & {la figure 3¢

Emite pour zimplifier & der Figure 1D
transiations paraitéies au plan x0y).

»y

Figure 1-a

¥a

x"
Y”
Al

ny

{1) Bien entendu, il fmu de fagon géndrale considérer une wansformation

guelcongue du groupe englobant "ensamble das ranslations et des rotations dans
Fespace b wois dimensions (groupe des isoméiries positives).

R
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De fagon anslogue, unc rosation active d'angle o, autour de Oz (figure
2-3) ramgforme M en M', de coordonndies

X =XCOSUs-YSiNG; ,¥V=XSBO,+YOOSUy 2 xz, {3}

of une rolation passive d'angle ap autour de Oz {figure 2-b) change ies
coordonndes do point M en :

XCEXCOS Gt ySEnQy Y = oXSBMUAFYOOSX, 27wz, ()

¥ L ¥ ]
Lia
F
ra
4
’
¥
4
f’ r
/; y (i’
o) 4 g
- , )
x -
o h 7.
Ssl 'Y x
‘k‘ i
“u Figurel-b
wx
Figure 2

Figure 2 : Rotation active (c) ou rotation passive (b} appligude a un systéms
physique 8 (on sx limite pour simplifier 4 des rotations aulowr de Oz},

3 « Conditlons généraies d’invariance.

Considérons une transformation particulidre. Appliquons-la par exemple
de fagom aciive au sysidme physique 8. 1 n'est pas évident a priori que les
propriéés et "évolution de § vont, dans 5a nouvelle position €1 sa nouvelle
orientation, rester physiquement les mémes que celles gu'elles Etaient, ou an-
raient &1€, dans son ancienne situation. L hypothdse d'homogénéité &t
d’isotropie de 1"espace amne pourtant i affirmer qu’il doit en &ire insi, &
condition évidemment que Ia transformation active ait 18 appliquée 2 un sys-
wme dsolé, <est-A-dire quion n'ail pas “laissé en arzigre” unc partie du sys-
téme qui imteragit avec celies que Fon a déplacées.

Appliguons au contraire la ransfonmation choisie de fagon passive (k¢
sysieme 8 n'élant pas touché, ses propriésds et son évoludion ne pouvent que
tester inchangées, Mais ce qui, maintenant, n'est plus évident, ¢'est que les
lois physiques régissant ces propriéiés et évolution gardent, dans le nouvean
repire, ko midime fonme qu'elles avaient dans 1'ancien. Ce doit pourtant &ire e
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as, woujours & cause de I'homogénéitd et de Pisotropie de Fespace. En effet,
la comparaison des formules {1} ¢f (2) monire qu’une translation passive de
paramdlres (Xp.Y n. 73 est équivalente 3 ia translation active de parambtres
Xg=m-Xp, Ya=- Yy ,Zyw - Zy; on constate de méme sux (3) ¢t (4) qu'une
rotation passive d'angle ¢, est squivaleate b la rotation active d'angle
Oy = - (Ep aMiour du méme axe. Or, si 'espace est homogdne et isotrope,
seules la position et ¥ orientaiion relatives du sysiéme el du repére som signi-
Jicatives . C'est pourquoi nous parions ¢ “6quivalence” pour les conples de
transformations (I'une passive, I'autre active) gue noss avons considérées ;
kes figures |1 et 2 Hustrent cette dquivalence, qui se génémlise sans difficulié
4 Pensemble des translations ¢t rotations.

L’utie on Iautre des deox propositions qualifiées dans ce qui précide de
“non évidentes” expriment I'invariance des lois physiques dans ies tronsfor-
mations considérées.

4 - Implications de invariapce sur o forme des loix
physiques.

Pour préciser, et voir plus clairement que I'exigence §'invariance a des im-
plications hauternent pon triviales sur les formes analytigues permiises anx
lois physiques, choisissons I’on des poinis de vue, par exemple le passif.
Prenons une {oi physique queiconque, sous I forme

FGH..)=9: b))
G, H,...50nl des grandeurs physiques {pression, lempéraiure, COMpoOsante
d’une force ou du champ électrique, gradient de température, divergencs da
champ électrique, ...} et freprésente une relation, spuvent assez simple, ontre
elies (la formulation est trés schématique, mais elle devrait suffire & meitre en
Evidence le point essenticl). Lorsque cette Ioi physique est appliguée au sys-
2me § avant transformation, les grandeurs G, H, ... doivent &ire évaluées en
divers points M {x,. ¥ %), Ma(xz2.y2.22), ... de 8, ce que nous &erivons de fa-
gon symbolique

F{Gx1y1.21), Hixzyz222... 3= 0, 6
£0 nous rappelant gue certaines des grandeurs font intervenir des dérivées par
rappost A X, y G 2.

Effectuons maintenant la trapsformation (passive, avons-noss dit). Les
propriéés du systtme § sonl inchangées, mais chacun de ses points M est
maintenant repéré par des coordonnges différemtes x™, ¥, 27 | les diverses
grandeurs physiques changent elles aussi, a priori | Ia composanic du champ
électrique suivant Ox n’est pas égale 4 sa composante suivant Ox” (si la
transformalion ¢si une rotation), A partir des formules de transformation des
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coardonnées whies gue (2} et (4) (ou plutdt de leurs inverses), on pewt rempla-
cer dans (6) les divers triplets (x,y,z), et les dérivées comespondanies, en fonc-
tion des x*, y* et z" ; il faur &également connaitre 1’expression des grandeurs
G, H, ... en fonction des G*, H”, ... qui sont leurs analogues dans le nou-
veau repere, et effectuer aussi ce remplacement dans (6). On imaginees sans
peme que tout ceci donne, entre G7(x" 1,y 1,2" 1L (x"2,¥"2,2™),... wne rela-
tion g priori wrés différente de £ Pountant, si f carcidrise ane kot physique
inveriante dans 1a transformation envisagée, ot doit se réarranger pour don-
ner dans le nouvean repere une expression de la toi exactement semblable A
celie qui prévalait dans I'ancien repére, ¢’est-d-dire, dans notre notation sym-
belique,

Gy 12" P H K2, 2.2 D) = 0, 7

On congoit gn'une telle exigence, étendue & Mensemble des transforma-
tions d'un groupe, impose des contraintes exirémement sévéres sur les formes
onalytigues possibles pour les lois physigues, < ost-3-dire sur les relations
permises. Dans la pratique, Putilisation de grandeurs physigues ayant des
propri¢iés de wansformation simples dans les wanshalions ¢t ics rotations
{grandents dites “tensarieles™) permet, aous allons e voir, d’écrire assez faci-
Iement des lois physigues possédant de facon manifesie les proprifics
d’invarianice requises.

I - Les grandeurs scalaires.

I <« Définition ¢t exemples.

Ceriaines grandours sont caraciérisées (dang un sysidme d"uniids choisi &
Favance) par un nombre, que I"on appelle lser valewr . Une telle grandeur est
dite scalaire si sa valeur au point M reste inchangde, quelie que soif 1a situa-
tior physique envisagée, dans une translation ou une rotation passive. Dang
unc transiation ou une rotation active, 1a valeur d’une grandeur scalaire “se
transporte™ sans changement au point M" transformé de M, Indiguons que cer-
taines grandeurs scalaires ont des valewrs algébriques,

La masse et la charge électrique d”ane panticule (associées évidemment au
point o s¢ rouve celic particyle), la pression ¢t fa empérature aux divers
poinis d'un &chantillon de gaz.... sont des grandeurs scalaires. En anticipant
un peu, disons que Ia divergence do champ glectrigque (ou d'un champ de vec-
teurs quelconque) sst anssi un sealaire, Soulignons en revanche que la ¢oor-
donnée du point M selon 1'axe Ox (ou Ja composante d*ur vecteur sur ¢t
axe) n' est pas un scalaire ; sa valeur change en effet dans une rotation passive
{puisque I'axe Ox change alors) comme dans une rotation active (1a coorden-
née de M’ suivant Ox est différente de celle de M),
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2 - Egalités entre scalaires. Homogéndité,

Cenaines lois physiques prennent 1a forme d'une &galité entre denx gran-
deurs scataires ; ¢'est te cas pour Yéquation d’d1at des gaz parfaits pV = oRT,
ou pour la loi de Joule W = R1%t en électricité, ou Jour Péquation de

conservation locale de la charge Electrique dp/dt+ divy = 0 (ol p esl la

densité volomique de charge ot }le vecteur densitd de courant). Chacun des
denx membres, &ant scataire, reste inchangé dans une translation active ou
passive, de sonte que "égalité persizte cle aussi.

E existe également des égalitds, que 1'on peut hésiter A ranger parmi les
“ois physiques” car elies n'en n’ont pas b généralitd, mais qui obéissent aux
mérmes rdgies ; ces Sgalités expriment simplement que, dans telie situation
particulitre, la valeur de telle grandeur physique est gale 3 celle de telle antre,
Par exemple, la pression au point M; est égale 3 1a pression au point My
p(M,) = p(M3} ; ou bien Ia pression au point My est égale & 1a sorme des
pressions aux points My et M; @ M) = p(M3) + p(M3) ; ou bien la masse
de el “poinl matériel” est double de celle de tef antre,... Bien entendu, ces
égalivds sont des conséquences, dans un probliéme concret, des Jois physiques
générales, ou elles sont au moing compatibles avee calles-ci

Nous venons d’indiquer qae 1'égalité enwe deux grandeurs scalaires (ou, ce
i revient au mdme, la nuiliid de la somme de grandeuwrs scalaires) vérifie la
condition d*invariance disculée aux paragraphes 1-3 et 1. Cette condition
impose e retour la rdgle suivanie : si le premier membre d’une égalitd (ou le
premicr ferme d’une somme) £at wn scalaire, alors [& second membre {on les
auires termes} doit Jui aussi Ere un scalaire. Une égalilé qui ne satisferait pas
A cetee régle ne pourrzit {(dans le point de vue passif, par exemple) ure valuble
que dans gn repre particulier ; elle cesserait de I'étre dans d antres repéres,
puisque le premicr membre garderait Ia méme valeur, ¢l pas le second, an
cours d’une uansformation passive.

Rappelons & cette occasion une autre régle que doivent vérifier les &galités
en physique. Chaque grandeur {guelles que soient par aillears sos propridds de
transformation, nous y reviendrons) possdde des “dimensions physiques”™ :
c’est une longueur, on une masse, o bien une longoeur divisde par un temps
{vitegse}, ... La condition d homogénéité, que doivent vérfier toutes les
£zalisds physiques, exige que les deux membres de 'égaliié {ou les divers

iermes d*une somme) aient mémes dimensions. 1l est licite d*écrire vE= Ogh,
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ol v est une vilesse, g une accélération et h une longueur(®), mais sirement
pas v=17g.

IT1. Les grandeurs vectorielles.

Apres les scalaires, les grandeurs physiques qui présentent les propriélés
de transformation les plus simples dans les translations et rotations (actives
ou passives) sont les vecteurs.

1 - Définition et exemples |
a - Définition “géométrique” .

Dans les cours élémentaires (de physique en tout cas), on définit une
grandeur vectorielle par les caractéristiques suivantes :
()  une valeur positive, souvent appelée son “module”, quelquefois
son “intensité” ;
(ii)  une direction de 1'espace (on dit parfois “une direction et un sens”,
selon ce que I'on entend par “direction™).

On note les grandeurs vectorielles en surmontant d’une fléche le symbole

correspondant(®) ; A ; leur module est noté”A” , ou plus simplement Al .
Comme toute grandeur physique, une grandcur vectorielle est en régle géné-
rale attachée & un point M de I'espace : la vitesse v d’une particule, ou son

accélération Y , ou la force F qui s’exercs sur elle, sont tout naturellement
liées & sa position ; ou bien, lors de I"écoulement d’un fluide dans un tuyau,
on s'intéresse a la vitesse de cet écoulement aux divers points du tuyau
(“champ de vitesses”). On représente trés souvent les grandeurs vectorielles
directement sur la figure montrant I’espace physique lui-méme : on trace un
segment de droite dont 'origine est le point M, dont la direction est celle de
la grandeur considérée, dont la longueur est proportionnelle A la valeur de
cette grandeur (voir plus loin paragraphe b), et qui se termine par une pointe
de fléche.

On notera que ia définition “géomélrique” qui vient d’étre esquissée ne fait
aucune mention du repére auquel est rapporté I'espace. Nous verrons qu’elle

(5) 1) va sans dire que, & 1'inverse, toute égalité entre deuX scalaires de mémes
dimensions physiques n'est pas obligatoirement compalible avec les lois
physiques ! ...

(6) Dans certains livres, on préfére écrire le symbole en caractéres gras,
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sous-entend pourtant un comportement particulier dans les transformations
d’espace, aclives ou passives.

b - Exemples.

Choisissons, outre le point M auquel va étre attachée la grandeur veclo-
r_iil.lc. un autre point N de 'espace. Ceci permet de définir un vecteur, noté

MN (que nous appellerons “vectewr géoméirique”™), dont la valeur (module) est

la distance entre M et N, et 1a direction celle de la droite MN, de M vers N.
Mais il existe bien d'autres grandeurs vectorielles : outre lcs vilesses, ac-

célérations et forces déja évoquées, citons le cha.mp électrique E et le champ

magnétque B la densité de courant é}ecmque j dans un conducteur, le gra-
dient d'une fonction de point scalaire quelconque, elc.

Trois remarques s'imposent. En premier lieu, une grandeur vectorielle
possede elle aussi des dimensions physiques, “portées” par son module : lon-
gueur pour les vecteurs géométriques, longueur divisée par un [emps pour les
vitesses et par le carré d’un temps pour les accélérations, etc. Deuxiémement,
certaines des grandeurs vectoriclles cilées sont dc_s_ cbamp{_\;ectarie!s, ¢'est-a-
dire des fonctions de point & valeurs veclorielles AM) = A (x,y,7) : mais le
fait d'associer une grandeur vectorielle & un point de I'espace n'en fait pas
obligatoirement un champ, comme le montre I'exemple de la vitesse ou de
I'accélération d’une particule ponctuelle (7) . Enfin, s'il est possible de repré-
senter une grandeur vectorielle directement dans 'espace, ¢’est parce que sa di-
rection est celle d’un axe de I’espace ; lorsqu’on utilise une telle représenta-
tion, I'origine de la flache est un point de 1'espace (celui anquel est associée
la grandeur), sa direction est une direction de I’espace, mais son extrémité
n'est un point de 1'espace que dans le cas trés particulier ol sa dimension
physique est celle d'une longueur (¢’est-a-dire s'il s'agit d'un vecteur
géomélrique) ; ainsi, la longueur relative des fleches représentatives de deux
grandeurs vectorielles n’a de signification que si ces deux grandeurs ont
memes dimensions physiques (auquel cas le rapport des longueurs des fleches
reproduira celui des valeurs des grandeurs représentées).

Rappelons qu'il est utile d'introduire des vectewrs unitaires : ce sont des
grandeuwrs vectorielles sans dimension, dont le module vaut 1 par définition ;

(7) La situation est la méme pour les grandeurs scalaires : la pression dans
"atmosphére est un champ scalaire (fonction de point scalaire), pas la masse ou la
charge d'une particule.
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ainsi, un vecteur unitaire est caractéris€ par, ou caractérise, une direction de

I'espace. Les anglo-saxons utilisent une notation trés commode qui consiste &

remplacer, pour les vecteurs unitaires, la fléche par un “chapeau™ (accent cir-
~ —

conflexe) ; A est le vecteur unitaire associé i la direction du vecteur A,
¢ - Composantes cartésiennes.

Lorsqu’on introduit les vecteurs par la définition “géoméirique” du para-
graphe 1-a ci-dessus, leurs propriétés se déduisent de leur représentation par
un segment orienté, méme s'il ne §'agit pas de vecteurs géoméiriques.
Autrement dit, ces derniers servent de “modele” pour toules les grandeurs vec-
torielles, & condition toutefois de tenir compte des dimensions physiques de
ces diverses grandeurs,

Prenons donc le segment orienté
d’origine M, représentant une gran-

deur vectorielle A | Tragoms, avec M
pour origine, un triddre trirectangle
Mx , My, MZ dont les axes sont
paralléles, et de méme sens, & X,
Oy, Oz, respectivement. Les com-
posantes cariésiennes Ax, A, , A, de

A sont les mesures algébriques des ;

projections orthogonales, sur les Figure 3« Construction des compo-
“axes locaux” MX , M?, Mz, du santes cartésiennes ﬁz.A,,A: d'une
grandeur vectorielle A a l'aide du
segment orienté qui la représente et des
axes locaux Mx My Mz

segment orienté représeman{ A
(figure 3).8i 6, et @4 sont les

angles (0 < 05 < m; 0 < py < 2m) permettant de repérer la direction de A (figure

4), les composanles cariésiennes de A s’écrivent
Ax=|A\sin Oacos @a, Ay= ‘Alsin Oasing, , Az=|A|cos s . (8
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Leurs dimensions physiques sont “
donc celles du moclula| AldeA ,
c’esta.dire celles de la grandeur vec- ¥
torielle A elle-méme. |
A !
Figure4 : Repérage de_*fa direction de ta " = ; e
grandeur veclorielle A par les angles K ‘x‘j

ety (0S8, s, 05, <27) 7

2 -Comportement d'un vecteur dans wune (transformation
d’espace.

a - Analyse a partir de [a définition “géométrique’’.
Effectuons une transformation d’espace, par exemple passive (paragraphe

1-2). Les coordonnées du point M auquel est attachée 1a grandeur vectorielle A
que nous considérons changent, sclon des formules dont (2) et (4) sont des
exemples simples. Pour déterminer le comportement de la grandeur A, nous
faisons appel ici aussi au segment orienté qui la représente. Sur les figures 3
et 4, les axes locaux Mx , My , Mz restent inchangés dans le cas d’une
translation du repére (cf figure 1-b) mais tournent avec ce dernier dans le cas
d’une rotation (cf figure 2-b).

On constate aussitot que la longueur du segment représentant A n’est
jamais modifiée. Par conséquent le module | A | de la grandeur vectorielle, sa

“yaleur”, est invariante dans tout changement d’axes de référence ; c’est donc
un scalaire.

D'autre part, aucune des caractéristiques de la grandeur vectorielle n’est
affectée par une translation (active ou passive). Il n’en est évidemment pas de

—
méme dans une rotation : ni les angles 8, , 4 qui repérent la direction de A
(figure 4), ni ses composanies cartésiennes Ay, Ay, Az (figure 3), ne sont des
scalaires, Mais leurs propriétés de transformation sont simples : par exemple,
dans une rotation passive d’angle op autour de Oz, les composantes

cartésicnnes de A changent selon les formules
x" = AgC0s O + Aysin ap, Ap» = - A,sin 0 + Ay o8 o, A = A(9)
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De fagon générale , les composantes cartésiennes d'une grandeur
vectorielle restent inchangées dans une translation et se transforment dans une
rotation comme les coordonnées d' un point.

b - Définition “analytique” des vecteurs

On peut caractériser une grandeur vectorielle en spécifiant ses compo-
santes dans un repére donné. Mais cecl ne définit véritablement un vecteur que
si ces composantes possédent les propriétés de transformation explicilées au
paragraphe précédent. En particulier, I'ensemble de trois grandeurs scalaires ne
peut pas constituer un vecteur ; par exemple, les grandeurs pV, RT et E (ol
p, V, T et E sont la pression, le volume, la température et 1'énergie d’un
échantillon de gaz et R 1a “constante des gaz parfaits™) ont mémes dimensions
physiques, mais il n’est pas possible de les considérer comme les trois com-
posantes cariésiennes d’un vecteur, car elles n’en possédent pas les propriétés
de transformation caractéristiques (elles restent toutes trois inchangées dans
une rotation des axes de référence).

La définition d’un vecteur & partir de ses composantes et de leurs proprié-
tés de Lransformation peut paraitre moins synthétique que la définition “géo-
méirique” habituelle (paragraphe 1-a), car elle suppose le choix préalable d’un
rcpére et fait appel aux transformations (actives ou passives) dans I'espace.
Elle est pourtant trés utile & connaitre, non seulement parce qu'elle met en
lumigre 'importance du comportement des grandeurs dans les transformations
de I'espace (cf paragraphe IV-1), mais aussi parce qu’elle peut &re généralisée
& des espaces de structure différente (paragraphe IV-3).

3 - Egalités entre vecteurs, sommes et produits.
a - Egalité, somme et multiplication par un scalaire.

On ne peut envisager, en physique, 1'égalité de deux grandeurs vectorielles
que si elles ont mémes dimensions physiques. Mais si c’est le cas, point
n’est besoin d'invenier des notions nouvelles comme celle d* “équipollence™
ou celle de “vecteurs glissants”, “libres” ou “liés” : de méme que la pression
au point M, peut éire égale & la pression au point M,, de méme la vitesse
(vectorielle) de 1a particule (1) peut étre égale a celle de 1a particule (2), ou le
champ électrique au point M, peut étre double du champ électrique en M.
Evidemment, deux grandeurs vectorielles seront égales si elles ont méme va-
leur (c’est-2-dire méme module) et méme direction, ou, ce qui revient au
méme, si leurs composanies canésiennes sont €gales chacune a chacune.

Le produit d"une grandeur vectorielle par une grandeur scalaire est une
grandeur vectorielle, car I'invariance des scalaires dans les transformations
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d'espace préserve le comportement caractéristique des vecteurs, Le facteur sca-
laire peut étre sans dimension (définition du double ou de I'opposé d'un vec-
teur, ou de sa multiplication par un nombre ié2] quelconque, positif, négatif
ou nul) ; 8"l posséde des dimensions physiques, Ia grandeur vectorielle obte-
nue par produit a pour dimensions le produit de celles du vecteur initial par

. . “ e . = - .
celles du scalaire - ainsi my , ol m est une masse ¢t ¥ une accélération, a
mémes dimensions qu’une force F |

Commele deu}e! A ’ d’une grandeur vectorielle quelconque A estun
|

scalaire, on peut multiplier A par l!i A | . On obtient ainsi une grandeur
vectorielle, sans dimension et de module unité, qui n’est autre que le vecteur
unitaire A associé 4 la direction de A :
A-ll]A LouA=|AlA . (10)
A

g
La somme A + Bde deux grandeurs vectoriclles de mémes dimensions
physiques est le vecteur qui a pour composantes cartésiennes fes sommes
Ax+ By, A, + B, et A, + B, des composantes de A et B. Traduite en ermes

de modules et directions, cette définition aboutit & la fameuse “régle du
parallélogramme”. Ici non plus, il n’y a pas de précautions particuliéres a
prendre pour additionner deux vecteurs associés 3 deux points différents de

I'espace : A(M) = AM } + A(M2) est tout & fait analogue & p(M) = p(M1) +
p(M,), o p est la pression (grandeur scalaire).

Si Ex, &y, &, désignent les vecteurs unitaires des axes de référence Ox,

Oy et Oz, on peut écrire une graitdcur vectorielle quelcongue A sous la
forme A=Aex+ Aey+ Ay ! (11)
en mettant bout & bout, conformément a la régle du parallélogramme, le vec-
teur porté par Mx et de mesure algébrique A, , puis le vecteur porté par My
et de mesure algébrique Ay et enfin le vecteur porté par Mz et de mesure algé-
brique A, (cf figure 3), on obtient effectivement le vecteur K . Mais la for-

mule précédente appelle deux remarques, En prcmier lieu, ce n’est pas parce
que toutes les grandeurs vectorielles peuvent &tre ainsi décomposées selon le

méme triplet (&4, e,. e,) de vecteurs unitaires qu’elles appartiennent 3 un es-
pace vectoriel unique : il n'est pas question de sommer un champ électrique et
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une accélération, parce que ces deux grandeurs vectorielles ont des dimensions

physiques différentes ; dans la décompasition (11) de la grandeur A , ses di-
mensions sont, rappelons-le, “pomées" par ses composantzs Axy Ay, Az .
Deuxiemement, dans le produit Ax2x par exemple, & apparait comme un
vecleur (sans dimension) mais A, n’est pas un scalaire (cf § 2-a) ; si la for-
mule (11) est néammoins correcte, cest que €5, Syel ¢, sont des vecteurs trés
particuliers, qui font exception aux rigles de transformation énoncées au pa-
ragraphe 2 : dans une rotation active, par exemple, toutes les grandeurs vecto-
rielles auachées au systcmc physique étudié voient leurs composantes chan-
ger, alors que &x, ¢yél &, , liés au repére el non au systéme, restent inchan-

gés,(s)

On peut évidemment reprendre pour les vecteurs, mutatis mutandis, les
remarques formulées au paragraphe I1-2 pour les égalités entre scalaires :
'égalité entre deux grandeurs vectorielles, & condition d’étre homogene du
point de vue des dimensions physiques, est compatible avec 1'exigence
d’invariance explicitée dans les paragraphes I-3 et 4 ; inversement, si 'un
des membres d’une égalité est un vecteur, les conditions d’invariance impo-
sent que I'autre soit aussi un vecteur (En particulier, une égalité entre un sca-
laire ¢t une composante cariésienne d’un vecteur est interdite par ce critére).

b~ Produits de vecteurs.
Le produit scalaire A.B de deux grandeurs vectorielles peut étre défini
dans le cadre “géométrique” :
AB=|A|x|B|x cosAB) . (12)

On voit alors aussitot qu’il s’agit effectivement d'un scalaire, au sens du pa-
ragraphe II-1, On peut ensuite exprimer Ie produit scalaire & I"aide des compo-
santes des deux vecleurs, ce qui donne

AB=AB,+AB,+AB, (13)

On vérifie d’ailleurs facilement que le comportement de (Ax,Ay,A;) et
(Bx,By,B,) dans une rotation a bien pour conséquence I'invariance de
P'expression (13).

(8) On notera, dans le méme ordre d'idées, que le “produit scalaire &, ; n’'est pas
un scalaire puisqu'il domme A,,.
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Pour le produit vectoriel A A B, il peut étre plus simple de poser sa défi-
nition dans l¢ cadre “analytique™ : C = A A B est le vectewr de composantes
Cx. = A}'BZ = Az_By ¥ C)r = AZBX - Asz 5 Cz' = AXB)’ - A}th. (14)
1I faut évidemment démontrer que Cy, Cy et C, présentent bien les propriéiés
de transformation caractéristiques d’un vecteur. On constate effectivement
sans difficulté que les formules (9), et leurs analogues pour B , impliquent
Cx"=AyBy - ApByn=Cxcos 0p + Cy sin oy,
Cy" = A?_"Bx“ = A]_"Bz" == Cx sin mp + Cy CO8 up ¥
Cz" = Ax"B}r" s Ay”Bx" = CZ . (15)
(Bien entendu, la démonstration, pour étre convaincante, doit porter sur la

rotation la plus générale). Il est ensuite facile, par exemple en choisissant un
systéme d’axes Ox,0y,Oz particulier, de préciser les caractéristiques

“géométriques” du produit vectoriel C : son module est donné par

|C|=|Alx|Blx|sina, B . (16)
et sa direction est perpendiculaire au plan défini par A et B (c’esl-a-dire par
leurs directions), dans le sens tel que C forme avec A et B, dans cet ordre, un
triedre direct.

On dit généralement, 2 propos du preduit vectoriel c =_A.AE, que son
module (16) est égal a I'aire du parallélogramme construit sur A et }E; Cette
affirmation, dont le but, a priori louable, est de “concrétiser” la notion de
produil vectoriel, s’avére en pratique catastrophique sur le plan pédagogique
(pour la physique, tout au moins) : pour un éléve a qui I’on a inculqué que
tous les vecteurs sont des vecteurs géométriques, homogeénes a une longueur
(ou des classes d’équivalence de bipoints), se trouver teut & coup confronté &

un vecteur dont le module est une aire ne peut que le brouiller définitivement
avec la notion (fondamentale en physique) d'homogénéité. De ce point de

vue, les dimensions physiques de C sont le produit de celles de A et celles de
B (comme le sont d'ailleurs les dimensions du produit scalaire A.B) ; ce n’est

que dans le cas tres particulier ol A et B sont tous deux homogeénes 4 une
longueur que I'affirmation précédente est correcte (ce qui exclut ¢videmment
que € soit lui aussi un vecteur géométrique).
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IV - Généralisations diverses.

Les notions précédentes concernant les scalaires et les vecteurs dans
I"espace “classique” a trois dimensions, et fondées sur 1'idée fondamentale
d’invariance des lois physiques dans les transformations de cel espace, peu-
vent étre généralisées dans plusieurs directions. Nous allons indiquer ici ois
de ces généralisalions possibles, qui restent dans le cadre de la physique é1é-
mentaire,

1 - Grandeurs tensorielles.
Scalaires et vecteurs sont les exemples les plus simples de “fenseurs” (%)

Pour préciser ce qu’est un tenseur, modifions Iégeérement nos notations :
Ox1, Oxp, Ox3 seront les axes du ftriedre de référence, xi, x2, x3 les
coordonnées cartésiennes d'un point M de I'espace, etc. Lors d’une
transformation d'espace (active, disons) composée d'une translation de
paramétres Xj (i = 1,2,3) ¢t d’une rotation représentée par la matrice
3x3 [Ryj], les coordonnées du point M transformé de M sont données par

Xi=Rixj+Xii i=123; (1M

nous avons utilisé la convention d'Einstein selon laquelle (sauf indication
contraire explicite) il y a sommation sur tout indice répété :

3
Rii"ja‘jg-l Rijx; . (18)

=
Dans ces nouvelles notations, les trois composantes A; d'un vecteur A se
transforment selon

Al = Rij A . (19)

Une grandeur tensorielle du second ordre est alors caractérisée par un
ensemble de composantes Tj; (i,j = 1,2,3) se transformant de la manidre
suivante :

T'jj = RikRj1 Ty . (20)

&) Scalaires, vecteurs el tenseurs réalisent des représentations du groupe des
rotations, On utilise également, en mécanique quantigue, une représentation (& un
facteur pris) de ce groupe par des “spineurs” & deux composantes.
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Cette définition se généralise sans peine A des tenscurs d'ordre supérieur &
deux.

Les grandeurs tensorielles sont moins courantes, en physique élémentaire,
que les scalaires et les vecteurs, et leur existence est souvent passée sous si-
lence ou ignorée. Elles interviennent par exemple dans les relations linéaires
entre deux grandeurs vectoriclles A 1'intérieur d’un milieu anisotrope : si, dans
un milieu isotrope, deux grandeurs vectorielles sont simplement propor-
tonnelles :

—

D=eE @

(auquel cas le coefficient de proportionnalité € est un scalaire), leur relation
devient souvent tensorielle lorsqu’on la considére dans un milieu anisotrope :

Di = &iE;. 22)
On utilise volontiers en physique, pour leur commodité, deux tenseurs
trés particuliers : ce sont des tenseurs numériques (c’est-a-dire sans dimen-
sion) invariants (c’est-a-dire que leurs composantes restent inchangées dans
toute rotation)!?). Le premier, dit “symbole de Kronecker”, est noté &;j, et
ses composantes valent par définition (11
8ij=0 s% 1 # ] ;
=1lsii=j. (23)
Le second est le tenseur tolalement antisymétrique d’ ordre 3, noi gjjk, et
défini par12)

(10) on peut montrer que ce sont les deux seuls tenseurs mvarianis.

(11) ¢'est parce que les matrices 3x3 de rotation R sont orthogonales :
RTR = RRT = 1 (od RT désigne la transposée de la matrice R), que les valeurs
(23) sont invariantes par rotation, bien que &;; se transforme comme un tenseur
dlordre 2 1 87y = RyRj 6 = RyRye = [RRT]ij =0 . En réalité, le symbole de
Kronecker est le “tenseur méirique” de 1'espace euclidien (Cf § 3-b).

(12) §i Tes valeurs (24} sont invariantes dans toute rotation, c'est que les
matrices de rotation R vérifient dét R = 1. En effet, £y = Ry, RjjRyy. &)y est nul
si deux des indices i, j, k sont égaux (utiliser I"antisymétxie de g pour montrer
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gijk = 0 si 2 des 3 indices prennent la m&me valeur ;
=+ 1 si (i,j,k) est une permutation paire de (1,2,3) ; (24)
=- 1 51 (i,j.k) est une permutation impaire de (1,2,3).
Ce derier tenseur permet par exemple d’écrire de fagon compacte et commode

I'expression (14) des composantes du produit vectoricl C=A A B:
Ci=€ijk Aj Bk - (25)

Quant au symbole de Kronecker, il est couramment utilisé pour caractériser
'orthonormalité d’une base : €1, €2, €3, vecteurs unitaires des axes de
référence Oxq, Oxg, Oxa, vénfient les égalités (cf note 8)

~ ~

ej.ej=8;; (26)

2 - Comporiement des scalaires et des vecteurs dans les
symétries par rapport @ un poinf ou 4 un plan.

a - Vrais vecteurs et pseudovecteurs.

Considérons d’abord un vecteur

géométrique MN , et construisons
son symélrique par rapport & un
point  (figure 5) ou par rapport 3
un plan IT (figure 6)(13) On voit
aussitdt que, dans une symétrie par

rapport 4 un point £2,

MN' = - }«TN; (27) Figure 5 : Construction du symé-
trique M'N"' de MN par rapport @ un
point £2,

que le second membre est alors égal A son opposé) ; en outre, on voit facilement
queg’yyy==Ey3=déR=+1

(13) Nous n'envisageons ici que des syméwries actives, car les syméiries
passives correspondantes transforment le triedre de référence direct en un tridgdre
inverse, et nous avons convenu au paragraphe I-1 de nous en tenir aux reperes
directs,
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dans une syméfrie par rapport & un plan I, la composante MP paraliele a I1

reste inchangée alors que la composante PN perpendiculaire & TT est changée
€n son opposée !

M'P' =MP, PN' =- PN _ 28)

Les grandeurs vectorielles V qui se comportent, dans de telles syméiries,
comme les vecteurs géomélriques, sont appelées “vrais vecreurs”, ou
“vecteurs polaires” :

V' =- V dans une Symétnc par rappert a un point ; (29-a)

—

¥ Viar= Vf,r Wiee Vi il it symétric par rapport & un plan. {29-b)

(V;;et V.L sont les composantes de \f respectivement parallele et
perpendiculaire au plan de symérie).

Figure 6 : Construction du syméirique MN' d'un vecteur géoméirigue MN
par rapport d un plan 11

e Lll_.a.is, 1 VetW sont deux vecteurs polaires, leur produit vectoriel
A =V A W se comporte, dans les syméiries par rapport 3 un point ou un
plan, de fagon exactement opposée14) :

(14) Cest évident pour (30-a) : les deux changements de signe de ?el W 5¢

mmpansem. Qua.nt aux relations (30-b), elles découlent des constatations
- —p —_— s —p —_— — . e

sulvantes .V_U\W_L =0;A=ViAWy,; Ay=VAW L+ VIAW,..
48



Bulletin de 'APMEP n°377 - Fev/Mars 1991

—

A'=+ A d:ms une syméme par rapport  un point ; (30-a)
Ay=- A,r,e A 1=+ A 1 dans une syméfrie par rapport  un plan. (30-b)

On appelle “pseudovecteurs”, ou “vecteurs axiaux'', les grandeurs vectorielles
se transformant selon les formules (30).

Une vitesse, une force, un champ é€lectrique,.. . sont des vecteurs polaires ;
un moment cinétique, un vecteur vitesse angulaire, un champ magné-
tique,..,sont des vecteurs axiaux, On comprend que le comportement, dans les
symétries, d’un produit vectoriel est caractérisé par le produit des change-
ments de signes des deux grandeurs qui le construisent.

b - Vrais scalaires et pseudoscalaires.

Les scalaires, invariants par rotation, se divisent eux aussi en deux catégo-
ries lorsqu’on envisage les opérations de symétrie par rapport 2 un point ou a
un plan ; les “vrais scalaires” gardent leur valeur, les “pseudoscalaires” sont
changés en leur opposé.

On montre sans difficulté que le produit scalaire de deux vecteurs polaires
ou de deux vecteurs axiaux est un vrai scalaire ; le produit scalaire d’un vec-
teur polaire et d’un vecteur axial est un pseudoscalaire (¢'est le cas en particu-
lier pour le produit mixte de trois vecteurs polaires).

3 - Scalaires, vecteurs et tenseurs en relativité (restreinte).

a - Introduction succincte aux idées fondamentales de la théorie de la
relativité,

Pour décrire le mouvement d’un corps on doit, en mécanique, clioisir un
référentiel : le mouvement d’un objet situé dans un train, par exemple,
s’analyse différemment dans le “référentiel 1ié au train” et dans le “référentiel
li€ au sol”. La mécanique classique (newtonienne) postule 'existence d'au
moins un référentiel dans lequel sont valables les trois lois de Newton. Mais
la structure de celles-ci implique que, s'il existe un tel référentiel, alors il en
existe une infinit€, animés 1'un par rapport & I'autre d'un mouvement de
translation uniforme. Comme la premiére loi de Newton se contente de re-
prendre le “principe d'inertie” de Galilée, de tels référentiels sont dits
“galiléens” , ou "d'inertie” . La mécanique classique obéit donc déja i un
principe de relativité, auquel est encore associé le nom de Galilée, car c'est lui
qui 1'a énoncé, de fagon étonnamment claire, dés 1632 : les Iois de la méca-
nique sont les mémes dans deux référentiels en mouvement de translation uni-
forme I’un par rapport & 1’autre ; il n’existe donc pas un référentiel privilégié
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unique, par rapport auquel pourraient étre définies de fagon absolue les no-
uons de repos et de mouvement, mais une infinité de référentiels équivalents.
Le passage de I'un a I"autre de ces référenticls se fait par les formules de la
“transformation de Galilée™ (toujours lui ') : soit R un premier référentiel,
dans lequel on a choisi un repére (Ox,0y,0z), et soit I." un second référen-
tel, caractérisé par un repére (O'x’,0’y’,0’2") en mouvement par rapporta &

& la vitesse constante V ; si, 3 I'instant t (15), un mobile ponctuel se trouve
au point de coordonnées x, y, z dans R, ses coordonnées x’,y',z’ dans R'
sont données par

x'=x-Vyt ,y‘=y-Vyt yE2Z-Vit. (31)

Nous avons dit il y a un instant que “les lois de la mécanique sont les
mémes ..." ; on aimerait évidemment que le principe de relativité englobe
I'ensemble des lois physiques. Cependant, les lois de 1'électromagnétisme,
formalisées en 1873 par Maxwell, semblent &tre incompatibles avec ce prin-
cipe. Par exemple, les équations de Maxwell impliquent "existence d’ondes
¢lectromagnétiques (dont la lumidre est un cas particulier) et donnent pour ces
ondes une vitesse de propagation ¢ bien déterminée et unigue. Or 13 trans-
formation de Galilée (31) a pour conséquence la loi bien connue de composi-
tion des vilesses

-

Vi=y-V, (32)

ol v est la vitesse du mobile dans R et v' sa vilesse dans R '. Selon cette

loi, la vitesse de propagation des ondes électromagnétiques devrait dépendre du
référenticl choisi pour les analyser.

Or les tentatives pour mettre en évidence expérimentalement I'influence
du mouvement de Ia Terre autour du Soleil sur la vitesse de la lumidre
échougrent systématiquement (Michelson, 1881 ; Michelson et Morley,
1887). Einstein eut alors (1905) I'audace extraordinaire de poser le postulat
suivant, qui reprend le principe de relativité comme fondement premier de la
théorie : la vitesse de la lumiére dans le vide est la méme, c, dans tous les ré-
férentiels galiléens. Ce postulat remet évidemment en cause la mécanique
newlonienne, ne serait-ce qu’a travers la loi de composition des vitesses (32).
1! faut don¢ d'emblée modifier la définition des référentiels galiléens pour ne

(15) 1 paraissail alors évident que le temps, lui, était absolu, c'est-2-dire le méme
dans tous les référentials.
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plus la fonder sur les trois lois de Newton,mais seulement sur la premigre,
c'est-a-dire sur le “le principe d’inertie” de Galilée : dans un référenticl gali-
léen (ou “d’inertie”), lout corps qui n’est soumis & aucune influence ou action
de la part d’autres corps est animé d’un mouvement rectiligne uniforme, ou
reste au repos. En outre, le passage d'un référenticl d’inertie A un autre n’obéit
plus & la transformation de Galilée (31) ; il est en particulier facile de montrer
que [a notion de temps absolu est incompatible avec le postulat d' Einstein.

On raisonnera donc en termes d’événements : dans le référentiel R, le mo-
bile passe au point de coordennées x,y,z 4 I'instant ¢ ; ce méme événement se
produit, dans le référentiel ', au point de coordonnées x',y’ 2" et a |'instant

t’. Les relations donnant Xy’ ,z’, U’ & partir de x, y, z, 1 et de la vitesse i’.dc
R’ par rapport 3 R constituent la “transformation de Lorentz"(19) : si nous
prencns pour simplifier O’x", 0"y’ O’z’ respectivement parallgles & Ox, Oy,
Oz et V dirigée suivant Ox, les formules de Lorentz s'écrivent

2
x|= x-Vl 'yn=y ,Z.-'-'Z, lt= I-VXJ'C

Vi-vi' Vl-V?fcz.

Notons que, malgré des différences évidemment fondamentales, la transforma-
tion de Lorentz se réduit & celle de Galilée dans la limite ol ¢ peut &tre consi-
dérée comme infinie.

(33)

b - L'invariance relativiste el I'espace-temps de Minkowski,

Les lois de la physique doivent maintenant &tre invariantes, non seule-
menl dans les transformations d’espace comme au paragraphe I, mais en outre
dans les changements de référentiels galiléens, L’ensemble des rotations el des

transformations de Lorentz de vitesse V quelconque constitue un groupe,
dit “groupe de Lorentz" ; lorsqu’on inclut les translations dans 1'espace et dans
le temps, on obtient le “groupe de Poincaré”.

(16) C'est en 1892 que Lorentz imagina, pour “expliquer” le résultat négatif
des expériences de Michelson et Morley, une “contraction des longueurs” dans la
direction du mouvement. Les formules qu'il proposa, avec rélicence car il restait
farouchement partisan du temps absolu, furent prises au sérieux par H.Poincaré,
qui montra en 1904 qu'elles préservent la forme des équations de Maxwell.
Einstein entra en scéne 1'année suivante, mais en développant sa propre logique,
profondément originale.
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Un événement objectifl posséde, dans un référenticl galiléen déterminé,
quatre coordonnées d' espace-temps, que I'on note17) x* | avec p=0,12 0u 3
(18) .

Xl=x,x2=y,x®=z,x%=ct. (34)

Les coordonnées x"H de ce méme événement dans un autre référentiel galiléen
R.' (19) sont de 1a forme

K= AR XY+ X! (35)

(avec la convention de sommation sur les indices répétés), oll xH (u=0,1,2,3)
désigne quatre paramétres de translation dans I’espace et dans le temps, et la
matrice 4x4 A représente une transformation du groupe de Lorentz. Ces
transformations conservent la forme quadratique

%2 x2.y2g2= U2 52 g2 g2 36)

(C’est évident pour les rotations, et facile 4 vérifier pour la transformation de
Lorentz “pure” (33)). La forme quadratique conservée (36) n’étant pas définie
positive, I'espace-temps de Minkowski, qui a pour “points” les événements,
n’est pas euclidien. Si 'on introduit le tenseur méirique gy, de compo-
santes

gm=+1‘g|1=g22=g33=~1;B“U=ODDUI']J.?'-'V- @37

la forme quadratique conservée s'écrit de fagon compacte, en notation
quadridimensionnelle,

A7 1 faw dislinguer ici entre indices contravariants, que 'on note en position
supérieure, et indices covariants, inférieurs, Nous n'expliciterons pas cette
distinction (veoir cependant la note 24), mais placerons correctement les divers
indices dans les quelques formules qui suivent

(18) Grice au facteur ¢, homogéne & une vitesse, la quatridme coordonnée x° a
comme les autres la dimension d'une longueur. D'aprés le postulat d'Einstein, ce
facteur ¢ est le méme dans tous les référentiels galiléens.

(19) Nous adoptons ici implicitement un point de vue passif pour les
changemnents de référentiel (ef § 1-2). Le point de vue actif comrespondant peut
aussi étre développé.
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c22-x2-y2-2=xt guvx . (8)

Les matrices 4 x 4 A associées aux transformations du groupe de Lorentz
doivent donc vérifier(20)

ATGA = G, 39
ol G est la matrice 4 x 4 d’éléments g,y et AT la transposée de A,

Comme on le faisait dans I'espace a trois dimensions de la mécanique
classique, on va classer ici les grandeurs physiques selon la manidre dont elles
sc transforment dans les changements de référentiel galiléen.

Certaines grandeurs gardent dans R’, au point (x".y’ z’) et & I'instant '
ransformés de (x,y,z.t), la valeur qu’elles avaient dans R en (x,y,z,b) ; de
telles grandeurs sont des scalaires (on dit souvent “scalaires de Lorentz”" pour
les distinguer des scalaires de I'espace 4 wois dimensions, invariants dans les
seuls changements d’axes spatiaux). D’autres grandeurs sont des
“quadrivecteurs”. Elles ont alors quatre composantes, notées aM, avec
p = 0,1,2 ou 3, les trois dernidres a! (i = 1,2,3) éiant les composantes
cartésiennes d'un vecteur a de 'espace 2 trois dimensions (appelé évidemment
“trivecteur”). Les composantes at d’un quadrivecteur ne changent pas dans
une translation d'espace ou de temps ; dans les rotations d’espace et les

transformations de Lorentz, elles se transforment comme les coordonnées
d un événement :

a'kh= AW, aY. (40)

Il existe également des grandeurs tensorielles, dont les formules de
transformation font intervenir plusieurs fois la matrice A : un tenseur du

second ordre THY |, par exemple, se ransforme selon

THY = Al; AVG TPO (41)

(20) L'invariance de la forme quadratique (38) implique en effet que, pour tout
événement xM,

X"Hguyx’V = AHoxP gy AVox® = xPgoaxC , ce qui donne AHoguvAYs = gpo.
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Donnons quelques exemples. L’impulsion 7 et 1'énergie E totales d’un
systéme constituenl un guadrivecteur impulsion-énergie p*, de composanies

(E.pc ) ; la charge électrique q d'une particule est une grandeur scalaire, mais
la densité volumique de charge p d'une distribution continue fait partie, avec

la densité de courant ? d'un quadrivecteur courant j* = (pc:i- ) . De méme
les potentiels scalaires U et vecteur A décrivant un champ électromagnétique
forment un quadrwecreur pazenuea‘ A = (U,fc,A) En revanche, le ch.am;:

€lectrique E et le champ magnétique B , que I'on déduit des potentiels U et A
par les formules (bien connues en élecu'omagnéusmc)

-+ —

B=rot A , E— gradU 8A:‘al. 42)
sont en relalivité les six composantes d'un tenseur antisymétrigue du second

ordre F*Y. En effet, les formules (42) s'écrivent, en notation quadri-
dimensionnelle

W § v 3l
F =—A -—A
31“ aXv ' (43)

de sorte que les composantes de F*V s’explicitent comme suit(21)

0 -E% E% E%
Wy _ Ex, 0 -B. By

E% B, 0 -B;

Ef -By Bx 0

(r (44)

Le produit scalaire de deux quadrivecteurs at et b¥ , défini a I'aide du tenseur
métrique :

at gy by, (45)

(21) En comparant les formules (43) et (42), on trouve facilement que
Fl=-FizEi(i=123), Fi = Fi =. %8k (i, k,=1.2 ou 3).
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est effectivement un scalaire, ¢’est-a-dire une grandeur invariante dans lov-es
les transformations du groupe de Lorentz, Par exemple, le “carré scalaire™ du
quadrivectcur impulsion-énergie d’une particule fibre permet de définir sa
masse m, qui est ici aussi un scalaire (22) ;

Y
gy pY=E*-Pc=m2cd, “6)

1l existe ici aussi deux tenseurs invariants (et deux seulement) : le “enseur
métrique gy v , d€ja introduit, et le tenseur totalement antisymétrique ¢ “ordre

quatre gHVPO ;
€HVPC = O si deux indices prennent la méme valeur ;

=+ 1 si (4,Vv.p,0) est une permuiation paire de (0,1,2,3) ;
=- 1 si (,v,p,0) est une permutation impaire de (0,1,2,3). @7)

Signalons pour terminer (23) gue les scalaires de Lorentz et les
quadrivecteurs se divisent en deux catégories, selon leur comportement dans
Fopération dé “parité”, délinie e

X'=m-X Y-y, 2=-2 [F=3t, (48)

Les vrais scalaires restent invarianis dans cette opération, les pseudoscalaires
changent de signe ; un vrai quadrivecteur v* se comporie comme les
coordonnées d'un événement, ¢’est-a-dire

vi=-v!(i=1,23);

v'0=4 0, (49)

(22) Cette masse, qui peul tre nulle (¢'est le cas pour le photon, par exemple), est
une propriété intrinséque de la particule. 11 est préférable de ne pas introduire,
comme le faisaient cerlains ouvrages un peu anciens, Lne masse gui varierait avec
la vitesse de la particule, et qui coinciderait en fait (au facteur c® prés) avec son
énergie E.

(23) Le calcul tensoriel prend une importance primordiale en “relativité générale”,
dont il constitue véritablement le langage. La relativité générale envisage les
changements de référentiels généraux, sans se restreindre aux mouvements de
translation uniforme. En mécanigue classique déjd, 1'égalité, pour un corps donné,

enire sa “masse inerte” (celle qui apparail dans la Toi générale Fa--m;) et sa

“masse gravitationnelle”, ou “pesante” (celle qu'introduit la force d'altraction

gravitationneile IFG 2 Gmﬂ'y , ), permet que les effets d'un champ gravitationnel
T

puissent étre exactemnent compensés par les “pseudoforces”, ou “forces d'inertie”,
qui apperaissent dans un référentiel accéléré : c'est le cas dans un satellite
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un quadrivecteur axial a# de fagon exactement opposée :

2= +al (i=123);

a'0=-g0, (50)
On montre facilement que, si v¥, wH, y¥* sont de vrais quadrivecteurs,
eWYPT vy Wy yo est un quadrivecteur axial (24), e ghvpo vy Wy ¥p 2g un
pseudoscalaire si z* est un autre vrai quadrivecteur.

*

* *

Quelques mots en guise de conclusion. Cet article ne cherche 4 attaquer ni
a culpabiliser personne. 11 ne cherche méme pas a démontrer ou illustrer une
quelconque these. Il iente simplement une mise au point sur des notions qui
ne sont pas toujours pergues clairement, méme par certains physiciens : on
peut utiliser quotidiennement les vecteurs et les lois de la physique sans avoir
eu le temps de réfléchir sur la signification de leurs propriéiés d'invariance,
ou de covariance, dans les ransformations d’espace ou les changements de
référentiels. Quant aux mathématiciens, ils sauront, je I'espére, “‘en prendre et
en laisser”, Je tiens en tout cas & remercier les responsables du Bulletin de
I'A P.M.E_P. pour m'avoir ouvert ses colonnes.

artificiel, o régne ce que 1'on appelle improprement “1'état d'apesanteur”. En
proposant d'identifier physiquement forces gravitationnelles et forces d'inertie
liées a 1"accélération du référentiel (“principe d'équivalence™), Einstein fit de sa
“théorie de la relativité générale” une théorie de la gravitation compatible avec le
principe de relativité, dans laguelle I’égalité entre masse inerte et masse pesante
devient une évidence.

(24) Les composantes covariantes vy d’un quadrivecteur sont obtenues & I'aide du

tenseur métrique : vy = guy vV, de sorte que Vo= + vO, vi=- vi (cf formules
37).
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