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La SocÎLté Mathémalique de France a organisé en Novembre 1989, au 
CJ.R.M. de Marseille, un colloque sur l'enseignement des mathéma­
tiques dans les deUI années suivant le baccalauréat. Les organisateurs 
m'avaientfaiJ l'honneur de m'inviter, moi qui (ne) suis (que) physicien. 
Dans mes efforts un peu fébriles pour tenter de justifier cet honneur, j'oi 
émis des opinicns fort probablemelll hérétiques sur la différence qui exis­
teraiJ elllre les "vraies mathématiques" et les "mathémaliques pour la phy­
sique" . C' est sans ooure la roison pour laquelle j'oi "écopé" de ce qu'on 
appelle, dans certoi.ns jeux de socÎLIé, un «gage" : l écrirais un article pour 
le Bulletin de l'A.P ME.P., sur run des e:umples que lavois moi-même 
imprudemment avancés. 

Voici oonc le "pensum" : commelllun physicien "voir" les scaloires 
elles vectellrs (1). 

(1) Le. COIlIIidérations qui suivent n'ont rien d'originaL ll11es font partie du 
bagage de tout physicien théoricien et I!OIU probablement œnnues de boaucoup de 

29 

Bulletin de l'APMEP n°377 - Fev/Mars 1991



1 - Invariance des lois physiques par translation et 
par rota lion. 

Les qualiflCalifs de "scalaires". "vectoriellel!" ou "Tensorielles". appliqués à 
des grandeurs physiques, se rélèrent aux propriétés de transf01'71llllion de ces 
grandeW"S dans des changemerus d'axes de référence. Et l'importance des pr0-
priétés de transfonnation provient elle-même d'lIft caractère fondamental que 
doit posséder lOure loi physique; l'invariance (on dit aussi "symétrie") dans 
de tels changemerus d'axes. 

1 - L'espace de ÙJ physique "cÙJssique", 

L'invariance des lois physiques est - comme lOute affll'lltation ou hypo­
thèse en physique - constamment (ou plUlÔl de temps à autre. lorsqu'un phé­
nomène nouveau est découvert) confronli!e à l'expérience à travecs ses consé­
quences. Il est commode de la faire découler de la structure même de l'espace. 

La physique "classique" (ce qui signifie ici "non relativiste") se déroule 
dans un espace euclidien à trois dimensions facilement accessible à notre in­
lUition, puisque notre vie COlII1IIIte est. au moins superficiellement. régie par 
les lois physiques "classiques"P) 

L'espace classique est supposé homogène et Isotrope. Qu'il soit homo­
gène signifie que les propriétés et l'évolution d'un système physique quel­
conque seront les mêmes quelle que soit la localisation de ce système dans 

mathématiciens~ mais peul~êtte pas reconnues par ces derniers comme 
fondamentales. Elles sont très clairement et plaisamment expliquées par 
R.P.Feynman, "Les cours de physique de Feynman", tome 1, chapitre Il (Inter­
Editions, Paris 1979). 

Cl) La Ûléorie de la relativité enseigne que la physique classique es! aeulement lUIO 

approximation (valable dans les domaines o~ la vitesse de la lumière dans le vide, 
c ~ 3 x lOS mis. peut être considérée comme infinie) d'une "physique relativiste" 
plus générale et plus exacte. Cette dernière imroduil un "espace-temps" à quatre 
dimensions. non euclidien, dont nous dirons quelques mols au paragraphe IV -3. 

La physique quantique. qui supplante 1. physique classique dans 1 .. domaines 
atomique et sub-atomique (o~ la constante de Planck h ~ 10-34 Joule.seconde 
n'cst plus négligeable), peut être non relalivÎsle (physique atomique, molél>u1aire, 
des solide ..... ) ou relativiste (physique de. p.,.tieules, cosmologie). La physique 
quantique non relativiste utilise COIlUlle la physique e1assique l'espace ordinaire à 
trois dimensions. 
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l'espace. Qu'il soit isotrope implique que propriétés et évolution seront 
indépendantes de l'orientation du système. Bien entendu, l'espace dans lequel 
nous vivons effeetivement n'est ni homogène, ni isotrope : nous nous tenons 
debout selon la verticale, pas à 450 

; un appareil fonctionnera sans duute 
mieux si nous l'avons introduit dans le labotatoire par la porte que si nous 
avons voulu à IOute foree lui faire lraverser l'un des murs. Mais ces "défaulS" 
peuvent être attribués à des contingences: le défaut d'isotropie est explicable 
par la proximité de la Terre, et l'on connaît même la loi qui régit le champ de 
pesanteur; quant à l'existence de murs ... 

On imagine donc l'espace comme une sorte de seèœ de théâtre, au départ 
vide et inerte, dans laquelle vont exister et évoluer les systèmes physiques qui 
nous intéressent. Mais cette "scène" a sa structore propre, qui va s'imposer 
aux syslèmes physiques el à l'expression des lois qui les régisseuL (3) 

L'espace classique, euclidien el à trois dimensions, sera rapporté à un re­
père cartésien constitué d'un trièdre trirectangle Ox, Oy, Oz. On convient que 
ce trièdre sera toujours "direct", ou "droit" : un "bonhomme" se tenant le long 
de Oz, les pieds en 0 et la tête sur le demi-axe positif, et reganlant le premier 
quadrnnJ. (Ox,Oy) voit Ox à sa droite et Oy à sa gauche. Dans un tel repère,la. 
position d'un point M appartenant à un syslème physique S est caractérisée 
par la donnée de ses coordonnées cartésiennesx.y. z. 

2 • Trans/ormatlons aClives et transformalions passives sur 
un syslime physiqu,. 

Considérons un système physique S , dans l'espace rapporté au repère car­
tésien (Ox,Oy,Oz). Il peut être nécessaire ou commode de changer de repère, 
sans lOucher au système S : on dit alors qu'on effectoe une "transfotmalion 
passivc" . Au contraire, on peul être amené à déplacer le système S sans 

(3) La sttucture de celte "scène" ol! se déroulent les phénomènes physiques est 
sans doute plus restrictive que celle de l~espaœ classique et même que celle de 
l~espace-temp$ relativiste. Ceci signifie que certaines lois physiques, peut-être 
même IOUtes, sont probablement, en réalité, des conséquen<:es de 1. géométrie de 
l'espace. La théorie relativiste de la gravitation (dite «théorie de la relativité 
générale", proposée dès 1916 par Einstein) en est un exemple particulièrement 
convaincant (cf note 23). Des lentatives pour "géométriser" l'ensemble des lois 
physiques fondamentales ont vu le jour ces dernières années ; elles ont suscité 
chez ceruùns beaucoup d'espoirs, mais il est trop tôt pour juger de leur éventuelle 
réussite. 
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changer de repère; dans ce cas, on fait subir au syslème une H transformatioll 
active" ~ 

Pour concrétiser les arguments 
qui vont suivre, prenons deux 
exemples lits simples de lraIlsfonna­
lions : une translation et une 
rotation autour de Oz (4). Dans une 

tralls/atioll active du système S 
(ligure 1-a), le point M est déplacé 
en M', dont les coordonnées x'. y' , 
z' sont données à partir de x. y. z, 
par les relations 

x' = x + X .. 
y'=y+Y. (1) 
zt =: Z + Za t 

où Xa, Y. et Za sont les trois para­
mètres caractérisant la ttanslalion. 
Dans une trans/aliOIl passive (ligure 
I-b) caractérisée par Xp , Yp , Zp 
(coordonnées de la "nouvelle" ori­
gine 0" dans «'Pancien" repère 
OX,Oy,Oz), les coordonnées du 
point M (inchangé) deviennent x", 
y", z" telles que 

x"=x-Xp 
y"=y-Yp (2) 
z" =z 'Zp. 

Figure 1 : Translation active (a) "" 
translation passive (b) appliquée à un 

système physique 8 (la figure se 
limite pour simplifier à des 
translmiens parallèles lU< plan l<Oy). 
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(4) Bien enlendu, il faut de façon générale considérer une 1l11nsfonnation 
quel«>nque du groupe englobanl l'ensemble des translations et des rotalÎollll d_ 
l'esP"C" il trois dimensÎOllll (groupe des isométries positives). 
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De façon analogue, une rO/a/jon aClive d'angle u. autour de Oz (figure 
2-a) transforme M en M', de coordonnées 
x· :: X cos Œ, .. Y sin aa. ,y' = x sin na + y cos a. ,z' = z , (3) 
el une rotation passive d'angle Up autour de Oz (figure 2-b) change les 
coordonnées du point Men: 
x" = x cos Up + y sin Up ,y" = - x sin up + y cos lXp ,z· = z . (4) 

y y 

h' /0 CD " , ~ , , 
/ [Ji '\:) , , , , , M , 

/ --.À'" 
0 ' -, , Op • ,"'S'~_/ 9' , , '.' , 0 • , , , 

" Figure2-b , 
,",x' 

Figure 2-a 

Figure 2 : RO/a/ion active (a) ou rouuion passive (h) appliquée à un système 
physique g (011 se limite pour simplifwr à des roltUiO/lS amcur de Oz). 

3· COllditlOlll flilliraies d'illvariallce. 

Considérons une transformation particulière. Appliquons-la par exemple 
de façon ac/ive au système physique 8. n n'est pas évident a priori que les 
propriélés et l'évolution de S vont, dans sa nouveDe position et sa nouvelle 
orientation, resler physiquement les mêmes que ceDes qu'elles étaient, ou au­
raient été, dans son ancienne situation. L'hypolhèse d'homogénéité el 
d'isotropie de l'espace amène pourtant à affirmer qu'il doit en être ainsi., 11 
condition évidemment que la tranSformation active ait élé appliquée à un sys­
tème isolé, c'est-à-dire qu'on n'ait pas "laissé en arrière" une partie du sys­
!ème qui inleI:agit avec œIIes que l'on a déplacées. 

Appliquons au contraire la transformation choisie de façon passive . Le 
système S n'étant pas touché. ses propriélés et son évolution ne peuvent que 
rester inchangées. Mais ce qui, maintenant, n'est plus évident, c'est que les 
lois physiques régissant ces propriétés et évolution gardent, dans le nouveau 
repère,la même forme qu'elles avaient dans l'ancien. Ce doit pourtant être le 
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cas, toujours à cause de l'homogénéité el de "isotropie de l'espace. En effet, 
la comparaison des formules (1) et (2) monlre qu'une translation passive de 
paramèlres (Xp,Y p,Zp) est équivalente à la translation active de paramètres 
X." - Xp , Y.", Yp ,Z." • Zp ; on constate de même sur (3) el (4) qu'une 
rotation passive d'angle «p est équivalente à la rotation active d'angle 
«." - «p autour du même axe. Or, si l'espace est homogène et isotrope, 
seules la position el r orienlalion relatives du système el du repère som signi­
ficatives. C'est pourquoi nous parlons d' "équivalence~ pour les couples de 
transformations (l'une passive, l'autre active) que nous avons considérées ; 
les figures 1 et 2 illustrent celle équivalence, qui se généralise sans difficulté 
à l'ensemble des translations el rotations. 

L'une ou l'aulre des deux propositions qualifiéeS dans ce qui précède de 
"non évidentes" expriment/' invariance des lois physiques dallS les trans[or­
maMIIS cOllSÎdérées. 

4 - Implications de l'in.arlallce sllr la forme des lois 
physiques. 

Pour préciser, et voir plus clairement que l'exigence d'invariance a des im­
plications hautement non triviales sur les formes analytiques pennises aux 
lois physiques, choisissons l'un des points de vue, par exemple le passif. 
Prenons une loi physique quelconque, sous la forme 

[(G,H, ... ) .. 0: (5) 
G, H, ... sont des grandeurs physiques (pression, température, composante 
d'une force ou du champ électrique. gradient de tempérarure, divergence du 
champ électrique, ... ) et [représente une relation, souvent assez simple. entre 
elles (la formulation est très schématique. mais elle devrait suffITe à metlre en 
évidence le point essentiel). Lorsque celle .Ioi physique est appliquée au sys­
tème 8 avant transfonnation, les grandeurs G, H, •.. doivent être évaluées en 

divers points M1(x!,Yl,zj), M2(X2,Y2,zz) •. _. de 8. ce que nous éerivons de fa­
çon symbolique 

f(G(XloY!,Z!}. H(X2,Y2,zi} •... ) = 0 • (6) 
en nous rappelant que certaines des grandeurs font intervenir des dérivées par 
rapport à x. y ou z. 

Effectuons maintenant la transformation (passive. avons-nous dit). Les 
prupriétés du système 8 sont inchangées. mais chacun de ses points M est 
maintenant repéré par des coordonnées différentes x~. y., z· ; les diverses 
grandeurs physiques changent eUes aussi, a priori; la composanœ du champ 
électrique suivant Ox n'est pas égale à sa composante suivant Ox· (si la 
transfonnation est une rotation). A partir des formules de transformation des 
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coordonnées telles que (2) et (4) (ou plulÔt de leurs inverses). on peutrempla­
cer dans (6) les divers triplets (x.y,z). et les dérivées eorrespondantes. en fonc­
tion des x", y" et z" ; il faut également connaître l'expression des grandeurs 
O. R .... en fonction des 0". R" .... qui sont leurs analogues dans le nou­
veau repère, et effectuer aussi ce remplacement dans (6). On imaginera sans 
peine que !Dut ceci donne, entre O .. (x .. !,y'·p, .. j},H .. (X .. 2.y .. 2,z .. 2) .... une rela­
tion a priori très différente de f .Pow1ant, si f caractérise une loi physique 
invariante dans la transfonnation envisagée. !Dut doit se réarranger pour don­
ner dans le nouveau repère une expression de la loi eXllclemenl semblable à 
celle qui prévalait dans l'ancien repère, c·est-à-dire. dans notre notation sym­
bolique. 

f (O .. (X .. J,y .. l,z"J}.H"(X"2,y .. 2.Z"i) .... ) = O. (1) 

On conçoit qu'une telle exigence. étendue à l'ensemble des transforma­
tions d'un groupe. impose des cOll/raillles extrêmement sévères SUT les formes 
analytiques possibles pour les lois physiques. c'est-à-dire sur les relationsf 
permises. Dans la pratique, l'utilisation de grandeurs physiques ayant des 
propriélés de transfonnation simples dans les translations et les rotations 
(grandeurs dites "tensorielles") permet, nous allons le voir, d'écrire assez faci­
lement des lois physiques possédant de façon mauifeste les propriétés 
d'invariance requises. 

II • Les grandeurs scalaires. 

l • Définition et exemples. 

Certaines grandeurs sont caraclérisées (dans un système d'unilés choisi à 
l'avance) par un nombre. que l'on appelle leur valeur. Une telle grandeur est 
dite scalaire si sa valeur au point M reste inchangée. quelle que soit la situa­
tion physique envisagée. dans unc translation ou une rotation passive. Dans 
une translation ou une rotation active. la valeur d'une grandeur scalaire "se 
transporte" sans changement au point M' transfonné de M. Indiquons que cer­
taines grandeurs scalaires ont des valeurs algébriques. 

La masse et la charge électrique d'une particule (associées évidemment au 
point où se trouve cette particule). la pression et la température aux divers 
points d'un échantillon de g3.7~ ... sont des grandeurs scalaires. En anticipant 
un peu, disons que la divergence du champ électrique (ou d'un champ de vec­
teurs quelconque) est aussi un scalaire. Soulignons en revanche que la coor­
donnée du point M selon l'axe Ox (ou la composante d'un vecteur sur cet 
axe) n'est pos lUI scalaire: sa valeur change en effet dans une rotation passive 
(puisque l'axe Ox change alors) comme dans une rotation active (la coordon­
née de M' suivant Ox est différente de celle de M). 
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l· Egal/tés entre scalaires. Homogénéité. 

Certaines lois physiques prennent La fonne d'une égalité entre deux gran. 
deurs scalaires; c'est le cas pour l'équation d'étU des gaz parfaits pV = oRT, 
ou pour La loi de Joule W = RI't en électricité, ou pour l'équation de 
conservation locale de la charge électrique èJp/at + div j = 0 (où p est la 

densité volumique de charge et j le vecteur densité de courant). Chacun des 
deux membres, étant scalaire, reste inchangé dans une translation active ou 
passive, de sorte que l'égalité persiste elle aussi. 

il existe également des égalités, que 1'011 peut hésiter à ranger parmi les 
"lois physiques" car elles n'en n'ont pas la généralité, mais qui obéissent aux 
mêmes règles; ces égalités expriment simplement que, dans telle situation 
particulière, la valeur de telle grandeur physique est égale à celle de telle autre. 
Par exemple, la pression au point Ml est égale à la pression au point M, : 
p(M I ) = p(Mi) ; ou bien la pression au point Ml est égale à La somme des 
pressions aux points M. et M3 : P(M1) = p(Mi) + P(M3) ; ou bien la masse 
de tel "point matériel" est double de celle de tel autre, ... Bien entendu, ces 
égalités sont des conséquences, dans un problème concret, des lois physiques 
générales, ou elles sont au moins compatibles avec celles-ci. 

Nous venons d'indiquer que l'égalité entre deux grandeurs scalaires (ou, ce 
qui revient au mème, la nullité de la somme de grandeurs scalaires) vérifie la 
condition d'invariance discutée aux paragraphes 1-3 et 1-4. Cette condition 
impose en retour la règle suivante: si le premier membre d'une égalité (ou le 
premier terme d'une somme) est un scalaire, alors le second membre (ou les 
autres termes) doit lui aussi être un scalaire. Une égalité qui ne satisferait pas 
à celte règle ne powrait (dans le point de vue passif, par exemple) être valable 
que dans un repêre particulier; elle cesserait de l'être dans d'autres repêres. 
puisque le premier membre garderait la même valeur, et pas le second, au 
cours d'une transformation passive. 

Rappelons à celte occasion une autre règle que doivent vériïrer les égalités 
en physique. Chaque grandeur (quelles que soient par ailleurs ses propriétés de 
transformation, nous y reviendrons) possède des "dimensions physiques" : 
c'est une longueur, ou une masse, ou bien une longueur divisée par un temps 
(vitesse), ... La condition d' homogénéité, que doivent vérifier toutes les 
égalités physiques, exige que les deux membres de l' égalité (ou les divers 
tennes d'une somme) aient mêmes dimensions. Il est licite d'écrire v2 = 2gh, 
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où v est une viteSse, g une accélération et hune longueur(5), mais sûrement 
pas v = (g. 

III . Les grandeurs vectorielles. 

Après les scalaires, les grandeurs physiques qui présentent les propriétés 
de transformation les pl us simples dans les translations et rotations (actives 
ou passives) sont les vecteurs. 

1 - Définition et eremples 

a - Définition "géométrique". 

Dans les cours élémentaires (de physique en tout cas). on définit une 
grandeur veclOrielle par les caractéristiques suivantes: 

(il une valeur positive, souvent appelée son "module", quelquefois 
son "intensité" ; 

(ü) une direction de l'espace (on dit parfois "une direction et un sens", 
selon ce que l'on entend par "direction''). 

On note les grandeurs vectorielles en surmontant d'une flèche le symbole 

correspondant(6) : A ; leur module est noté IIAII , ou plus simplement lAI . 
Comme lOute grandeur physique, une grandeur vectorielle est en règle géné­
rale attachée à un point M de l'espace: la vitesse v d'une particule, ou son 

accélération y , ou la force F qui s'exerce sur elle, sont tout naturellement 
liées à sa position ; ou bien, lors de l'écoulement d'un fluide dans un tuyau, 
on s'intéresse à la vitesse de cet écoulement aux divers points du tuyau 
("champ de vitesses"). On représente très souvent les grandeurs vectorielles 
directement sur la figure monlrantl 'espace physique lui-même: on trace un 
segment de droite dont l'origine est le point M , dont la direction est celle de 
la grandeur considérée, dont la longueur est proportionnelle à la valeur de 
ceue grandeur (voir plus loin paragraphe b), et qui se termine par une pointe 
de llèche. 

On notera que la définition "géométrique" qui vient d'être esquissée ne fait 
aucune mention du repère auquel est rapporté l'espace. Nous verrons qu'elle 

(5 ) 11 va sans dire que, à l'inverse. toule égalité entre deux scalaires de mêmes 
dimensions physiques n'est pas obligatoirement compatible avec les lois 
physiques! ... 

(6) Dans certains livres . On préfère écrire le symbole en caractères gras . 
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sous-entend pourtant un comportement particulier dans les transformations 
d 'espace, aclives ou passives. 

b - Exemples. 

Choisissons, outre le point M auquel va être attachée la grandeur vecto­
rieUe, un autre point N de l'espace. Ceci permet de définir un vecteur, noté 

MN (que nous appellerons "vecteur géométrique"), dont la valeur (module) est 

la distance entre M et N, et la direction celle de la droite MN, de M vers N. 
Mais il existe bien d'autres grandeurs vectorielles: outre l~ vitesses, ac-

célérations et forces déjà évoquées, citons le champ électrique E et le champ 
~ 

magnétique B ,la densité de courant électrique j dans un conducteur, le gra-

dient d'une fonction de point scalaire quelconque, eoc. 

Trois remarques s'imposent. En premier lieu, une grandeur vectorielle 
possède elle aussi des dimensions physiques, "panées" par son module: lon­
gueur pour les vecteurs géométriques, longueur divisée par un temps pour les 
vitesses et par le carré d'un temps pour les accélérations, etc. Deuxièmement, 
certaines des grandeurs vectorielles citées sont de~ chomp~ec t o riel s, c'est-à-

dire des fonctions de point à valeurs vectorielles A(M) :; A (x ,y OZ) ; mais le 
fai l d'associer une grandeur vectorielle à un point de l'espace n'en fait pas 
obligatoirement un champ, comme le montre l'exemple de la vitesse ou de 
l'accélération d'une particule ponctuelle (7) . Enfin, s' il est possible de repré­
senter une grandeur vectorielle directement dans l'espace, c'est parce que sa di­
rection est celle d'un axe de l'espace; lorsqu 'on utilise une telle représenta­
tion, l'origine de la flèche est un point de l'espace (celui auquel est associée 
la grandeur), sa direction est une direction de l'espace, mais son extrémité 
n'est un point de l'espace que dans le cas très particulier où sa dimension 
physique est celle d'une longueur (c'est-à-dire s'il s'agi t d'un vecteur 
géométrique) ; ainsi, la longueur relative des flèches représentatives de deux 
grandeurs vectorielles n'a de signification que si ces deux grandeurs ont 
mêmes dimensions physiques (auquel cas le rapport des longueurs des flèches 
reproduira celui des valeurs des grandeurs représentées). 

Rappelons qu'il est utile d'introduire des vecteurs unitaires: ce sont des 
grandeurs vectorielles sans dimension, dont le module vaut 1 par définition; 

(7) La sÎmation est la mêm~ pour les grandeurs scalaires : la pression dans 
r atmosphère est un champ scalaire (fonction de point scalaire), pas la masse ou la 
charge d'une particule. 
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ainsi, un vecteur unitaire est caractérisé par. ou caractérise, une direction de 
l'espace. Les anglo·saxons utilisent une notation très commode qui consiste à 
remplacer, pour les vecteurs unitaires, la flèche par un "chapeau" (accent cir-

~ -
conflexe) : A est le vecteur unitaire associé à la direction du vecteur A. 

c - Composantes cartésiennes. 

Lorsqu'on introduit les vecteurs par la définition "gécmétrique" du para­
graphe l-a ci-dessus, leurs propriétés se déduisent de leur représentation par 
un segment orienté, même s'il ne s'agit pas de vecteurs géométriques. 
Autrement dit, ces derniers servent de "modèle" pour toutes les grandeurs vec­
torielles, à condition toutefois de tenir compte des dimensions physiques de 
ces diverses grandeurs. 

Prenons donc le segment orienté 
d'origine M, reEIésentant une gran-

deur vectorielle A . Traçons, avec M 
pour origine, un trièdre trirectangle 
MX, My , Mi dont les axes sont 
parallèles, et de même sens, à 0 x, 
Oy, Oz, respectivement. Les com­
~ san t es canésiennes Ax, A, ' A, de 

A sont les mesures algébriques des 
projec tions orthogonales, sur les 
"axes locaux" MX 1 My. Mi, du -segment orienté représentant A 
(figure 3). Si eA et 'PA sont les 

A, 

Figure 3 : Construction des compo­
santes cartés iennes ~x,A y,A l d'une 

grandeur vectorielle A à l'aide du 
segmefll orienlé qui la représenle el der 
axes locaux M'X,My,Mz. -angles (0 s eA $ 11 ; 0 $ 'PA < 211) permeuam de repérer la direction de A (figure 

4), les composantes cartésiennes de A s'écrivent 

A =1'A lsin eAcos'PA, A,=I 'Alsin eAsin'P A ,A,=I'AlcoseA . (8) x 
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Leurs dimensions physiques sont 

donc celles du module 1 A 1 de A , 
c'esLà.dire celles de la grandeur vec-

torielle A elle-même. 

Figure 4 " Repérage d:!a direction de La 

grandeur vectorielle A par les angles 

0A et 'PA (050A 51<,05'PA <21<). 

2 - Comportement d'un vecteur 
d'espac e. 

il 

dans 

a - Analyse à partir de la défini/ion "géométrique". 

z 

A 

OA 
NI , y , 

" , ., 

une transformation 

Effectuons une trnnsfonnation d'espace, par exemple passive (paragraphe 

1-2). Les coordonnées du point M auquel est attachée la grandeur vectorielle A 
que nous considérons changent, selon des fonnules dont (2) et (4) ~nt des 

exemples simples. Pour déterminer le comportement de la grandeur A, nous 
faisons appel ici aussi au segment orienté qui la représente. Sur les figures 3 

et 4, les axes locaux MX, My, Mi restent inchangés dans le cas d'une 
translation du repère (cf figure l-b) mais tournent avec ce dernier dans le cas 
d'une rotation (cf figure 2-b). 

On constate aussitôt que la longueur du segment représentant An' est 

jamais modifiée. Par conséquent le module 1 A 1 de la grandeur vectorielle, sa 
"valeur", est invariante dans tout changement d 'axes de référence; c'est donc 
un scalaire. 

D'aulIe part, aucune des caractéristiques de la grandeur vectorielle n'est 
affectée par une lIanslation (active ou passive). Il n'en est évidemment pas de 

même dans une rotation: ni les angles SA , 'PA qui repèrent la direction de A 
(figure 4), ni ses composantes cartésiennes Ax, Ay, Az (figure 3), ne sont des 
scalaires. Mais leurs propriétés de lIansfonnation sont simples: par exemple, 
dans une rotation passive d'angle a p autour de Oz, les composantes -cartésiennes de A changent selon les fonnules 

Ax" = Axeos op + Aysin op, Ay" = - Axsin Up + Ay cos op, Az" = Az.(9) 
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De façon générale, les composantes cartésiennes d'une grandeur 
vectorielle restent inchangées dans une translation et se transforment dans une 
rOlation comme les coordonnées â un point. 

b - Définition "analytique" des vecteurs. 

On peut caractériser une grandeur vectorielle en spécifiant ses compo­
santes dans un repère donné. Mais ceci ne définit véritablement un vecleur que 
si ces composantes possèdent les propriétés de transformation explicitées au 
paragraphe précédent. En particulier, l'ensemble de trois grandeurs scalaires ne 
peut pas constituer un vecteur: par exemple, les grandeurs pV, RT et E (où 
p, V, T et E sont la pression, le volume, la température et l'énergie d ' un 
échantillon de gaz et R la "constanle des gaz parfaits") ont mêmes dimensions 
physiques, mais il n'est pas possible de les considérer comme les trois com­
posanleS cartésiennes d'un vecteur, car elles n'en possèdent pas les propriétés 
de transformation caractéristiques (elles restent tauleS trois inchangées dans 
une rotation des axes de référence). 

La défmition d'un vecleur à partir de ses composanleS et de leurs proprié­
tés de transformation peut paraître moins synthétique que la définition "géo­
métrique" habituelle (paragraphe I-a), car elle suppose Je choix préalable d'un 
repère et fait appel aux transformations (actives ou passives) dans l'espace. 
Elle est pourtant très utile à connaître, non seulement parce qu 'elle met en 
lumière l'importance du comporlement des grandeurs dans les transformations 
de l'espace (cf paragraphe IV-I), mais aussi parce qu'elle peut être généralisée 
à des espaces de structure différente (paragraphe IV-3). 

3 - Egalités entre vecteurs, sommes et produits. 

a - Egalité, somme et multiplication par un scalaire. 

On ne peut envisager, en physique, l'égalité de deux grandeurs vectorielles 
que si elles ont mêmes dimensions physiques. Mais si c'est le cas, point 
n'est besoin d'invenler des notions nouvelles comme celle d ' "équipollence" 
ou celle de "vecteurs glissants", "libres" ou "liés" : de même que la pression 
au point M, peut être égale à la pression au point Ml, de même la vilesse 
(vectorielle) de la panicule (1) peut être égale à celle de la panicule (2), ou le 
champ électrique au point M, peut être double du champ électrique en Ml. 
Evidemment, deux grandeurs vectorielles seront égales si elles ont même va­
leur (c'est-à-dire même module) et même direction, ou, ce qui revient au 
même, si leurs composantes canésiennes sont égales chacune à chacune. 

Le produit d'une grandeur vectorielle par une grandeur scalaire est une 
grandeur vectorielle, car l'invariance des scalaires dans les transformations 
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d'espace préserve le comportement caractéristique des vecteurs. Le facteur sca­
laire peut être sans dimension (définition du double ou de J'opposé d'un vec­
teur, ou de sa multiplication par un nombre réel quelconque, positif, négatif 
ou nul) ; s'il possède des dimensions physiques, la grandeur vectorielle obte­
nue par produit a pour dimensions le produit de celles du vecteur initial par 

celles du scalaire: ainsi my , o~ m est une masse et y une accélération, a 

mêmes dimensions qu'une force F . 

Comme Je module 1 A 1 d' une grandeur vectorielle quelconque A est un 

scalaire, on peut multiplier A par 1/ 1 AI. On obtient ainsi une grandeur 
vectorie!!.,e, sans dimension el de m~dllle unité, qui n'est autre que le vecteur 
unitaire A associé à la direction de A : 

A =I±I A ,ou A =IAIÂ (10) 

La somme A + B de deux grandeur; vectorielles de mêmes dimensions 
physiques est le vecteur qui a pour composante ~ c~ s ienne s les sommes 

A, + B" Ay + By et Az + Bz des composantes de A et B . Traduite en teffiles 
de modules et directions, cette définition aboutit à la fameuse "règle du 
parallélogramme". Ici non plus, il n'y a pas de précautions particulières à 
prendre po-:rr addi!i.0nner d~, vecteurs associés à deu, points différents de 

l'espace: A(M) = A(M Il + A(M il est tout à fait analogue à p(M) = p(Ml) + 
p(M,), où p est la pression (grandeur scalaire). 

Si ê" êy, ê, désignent les vecteurs unitaires des axes de référence Ox, 

Oy et Oz, on peut écrire une grandeur vectorielle quelconque A sous la 
_ A " .... 

forme A = A,e, + Ayey+ A,e, : (lI ) 

en mettant bout à bout, confoffilément à la règle du parallélogramme, le vec­
teur porté par MX et de mesure algébrique A" puis le vecteur porté par MY 
et de mesure algébrique Ay et enfin le vecteur porté par Ml e~e mesure algé-

brique Az (cf figure 3), on obtient effectivement le vecteur A . Mais la for­

mule précédente appelle deux remarques. En premier lieu, ce n'est pas parce 
que toutes les pandeur; vectorielles peuvent être ainsi décomposées selon le 
même triplet (e" êy, ê, Î de vecteurs unitaires qu'clles apparliennenl à un es­
pace vectoriel unique: il n'est pas question de sommer un champ élecuique et 
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une accélération, parce que ces deux grandeurs vectorielles ont des ~m e n sio n s 

physiques différentes; dans la décomposition (II) de la grandeur A , ses di­
mensions sont, rappelons-le, "portées" par ses composantes Ax, Ay, Az .. 
Deuxièmement, dans le produit A,ê, par exemple, ê, apparaît comme un 
vecteur (sans dimension) mais Ax n'est pas un scalaire (cf § 2-a) ; si la for­
mule (II) est n""", moins correcte, c'est que ê" êyet êz sont des vecteurs très 
particuliers, qui font exception aux règles de transformation énoncées au pa­
ragraphe 2: dans une roUltion active, par exemple, toutes les grandeurs vecto­
rielles atUlChées au système physique étudié voient leurs composantes chan­
ger, alors que êx , êyet ê z , liés au repère et non au système, restent inchan­
gés.<8) 

On peut évidemment reprendre pour les vecteurs, mutatis mutandis, les 
remarques formulées au paragraphe II-2 pour les égalités entre scalaires : 
l'égalité entre deux grandeurs vectorielles, à condition d'être homogène du 
point de vue des dimensions physiques, est compatible avec l'exigence 
d' invariance explicitée dans les paragraphes 1-3 et 1-4 ; inversement, si l'un 
des membres d' une égalité est un vecteur, les conditions d'invariance impo­
sent que l'autre soit aussi un vecteur (En particulier, une égalité entre un sca­
laire et une composante cartésienne d'un vecteur est interdite par ce critère). 

b - Produits de vecteurs. --Le produit scalaire A.B de deux grandeurs vectorielles peut être défini 
dans le cadre "géométrique" : 

A.B = 1 A 1 xl B 1 x cos6\ji) . (12) 

On voit alors aussitôt qu'il s 'agit effectivement d' un scalaire, au sens du pa­
ragraphe 1I-1. On peut ensuite exprimer le produit scalaire à l'aide des compo­
santes des deux vecteurs, ce qui donne 

(13) 

On vérifie d'ailleurs facilement que le comportement de (Ax,Ay,Az) et 
(Bx,By,Bz) dans une rotation a bien pour conséquence l'invariance de 
l'expression (13). 

(8) On notera. dans le même ordre d'idées, que le "produit scalaire" êx,A n'est pas 

un scalaire puisqu'il dorme A;to 
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Pour le produit vectoriel A AB, il peut être plus simple de poser sa défi-- - ~ 
nition dans le cadre "analytique" : C = A A B est le vecteur de composantes 

Cx = AyBz - AzBy , Cy = AzBx - AxBz , Cz = AxBy . AyB,. (14) 

Il faut évidemment démontrer que C" Cy et Cz présentent bien les propriétés 
de transformation caractéristiques d'un vecteur. On cons~te effectivement 

sans difficulté que les formules (9) , et leurs analogues pour B, impliquent 

Cx" = Ay"Bz" . Az"By" = Cx cos a p + Cy sin ap , 
Cy" = Az"B," - A,"Bz" = - C, sin ap + Cy cos ap , 
Cz" = Ax"By" - Ay"B," = Cz . (15) 

(Bien entendu , la démonstration. pour être convaincante, doit porter sur la 
rotation la plus générale). Il est ensuite facile, par exemple en choisissant un 
système d'axes O"Oy,Oz particulier, de préci ser les caractéristiques -"géométriques" du produit vectoriel C : son module est donné par 

(16) 

et sa direction es t perpendiculaire au plan défini par A et B (c ' est·à·dire par - - ~ 
leurs directions), dans le sens tel que C forme avec A et B , dans cet ordre, un 

triOOre direct 

On dit généralement, à propos du produit vectoriel C = AAB, que son 

module (16) est égal à l'aire du parallélogmmme construit sur A et B. Celte 
affirmation, dont le but, a priori louable, est de "concrétiser" la notion de 
produit vectoriel, s'avère en pmtique catastrophique sur le plan pédagogique 
(pour la physique, tout au moins) : pour un élève à qui l'on a inculqué que 
tous les vecteurs sont des vecteurs géométriques, homogènes à une longueur 
(ou des classes d'équivalence de bipoints), se trouver tout à coup confronté à 
un vecteur dont le module est une aire ne peut que le brouiller définiti vement 
avec la notion (fondamentale en physique) d ' homogénéité. De ce point de - -vue, les dimensions physiques de C sont le produit de celles de A et celles de 

B (comme le sont d'ailleurs les dim~sio~s du produit scalaire A.B) ; ce n'est 

que dans Je cas très paruculier où A et B sont tous deux homogènes à UDe 
longueur que l'affmnation précédente est correcte (ce qui exclut évidemment -que C soit lui aussi un vecteur géométrique). 
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IV . Généralisations diverses. 

Les notions précédentes concernant les scalaires et les vecteurs dans 
l'espace "classique" à trois dimensions, et fondées sur l'idée fondamentale 
d'invariance des lois physiques dans les transformations de cet espace, peu­
vent être généralisées dans plusieurs directions. Nous allons indiquer ici trois 
de ces généralisations possibles, qui restent dans le cadre de la physique élé­
mentaire. 

1 • Grandeurs ten sorielles. 

Scalaires et vecteurs sont les exemples les plus simples de "tenseurs".(9) 

Pour préciser ce qu'est un tenseur, modifions légèrement nos notations : 
Ox l, OX2, OX3 seront les axes du trièdre de référence, Xl, x2, x3 les 
coordonnées cartésiennes d'un point M de l'espace, etc. Lors d ' une 
transformation d ' espace (active, disons) composée d'une translation de 
paramètres Xi (i = 1,2,3) et d'une rotation représentée par la matrice 
3x3 [Rijl, les coordonnées du point M' transformé de M sont données par 

X'i = RijXj + Xi; i = 1,2,3 ; (17) 

nous avons utilisé la convention d'Einstein selon laquelle (sauf indication 
contraire explicite) il ya sommation sur tout indice répété: 

3 
Rijxj'= ~ Rijxj . 

j ~ 1 (18) 

-Dans ces nouvelles notations, les trois composantes Ai d 'un vecteur A s e 
transforment selon 

(19) 

Une grandeur tensorielle du second ordre est alors caractérisée par un 
ensemble de composantes Tij (ij = 1,2,3) se transformant de la manière 
suivante : 

(20) 

(9) SCalaîres, vec teurs el tenseUrs réali sent des représentalions du groupe des 
rotations. On utilise également, en mécanique quantique, une représentation Cà un 
facteur près) de ce groupe par des "spineurs" à deux composantes . 
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Cette définition se généralise sans peine à des tenseurs d'ordre supérieur à 
deux. 

Les grandeurs tensorielles sont moins courantes, en physique élémentaire, 
que les scalaires et les vecteurs, et leur existence est souvent passée sous si­
lence ou ignorée. Elles interviennent par exemple dans les relaLions linéaires 
entre deux grandeurs veclDrieUes à l'intérieur d'un milieu anisotrope: si, dans 
un milieu isotrope, deux grandeurs vectorielles sont simplement propor­
ti annelles : 

D=EE (21) 

(auquel cas le coefficient de proportionnalité E est un scalaire), leur relation 
devient souvent tensorielle lorsqu'on la considère dans un milieu anisotrope: 

(22) 

On utilise volontiers en physique, pour leur commodité, deux tenseurs 
très particuliers: ce sont des tenseurs numériques (c'est-à-dire sans dimen· 
sion) invariants (c'est-à-dire que leurs composantes restent inchangées dans 
lDute rotation)(IO). Le premier, dit "symbole de Kronecker" , est noté Ôij, et 
ses composantes valent par définition ( Il ) 

Ôij = 0 si i " j , 
= 1 si i = j . (23) 

Le second est le lenseur IOlalemenl antisymétrique d'ordre 3, noté Eijk, et 
défmi par(I2) 

(10) On peut montrer que ce sont les deux seuls tenseurs invariants, 

(11) C'est parce que les matrices 3xJ de rotation R sont orthogonales: 
RTR = RRT ;; 1 (où RT désigne la transposée de la matrice R), que les valeurs 

(23) sont invariantes par rotation, bien que Ôij se transforme comme un tenseur 

d'ordre 2 : O'lj = R"Rj tOk) = R"Rj< = [RRTl;j =Oij . En réal ité, le symbole de 

Kronecker est le "tenseur métrique" de l'espace euclidien (Cf § 3-b). 

(12) Si les valeurs (24) sont invariantes dans toute rotation, c'est que les 
matrices de rotation R vérifient dé[ R = 1. En effet.. E\j.i =. Rü . Rjj.RkJ:.Ei'j'k' est nul 

si deux des indices i, j, k sont égaux (utiliser l 'antisymétrie de Ei'j'k' pour montrer 
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Eijk = 0 si 2 des 3 indices prennent la même valeur; 
= + 1 si (i,j,k) est une permutation paire de (1,2,3) ; (24) 
= - 1 si (i,j,k) est une permutation impaire de (1,2,3). 

Ce dernier tenseur permet par exemple d'écrire de façon .':?m~cte-!'t commode 

l'expression (14) des composantes du produit vectoriel C = A AB: 

(25) 

Quant au symbole de Kronecker, il est couramment utilisé pour caractériser 
l'orthonormalité d'une base: êl , ê2 , ê3 , vecteurs unitaires des axes de 
référence OXI, OX2, OX3, vérifient les égalités (cf note 8) 

A A 

ei. ej = Ôij . (26) 

2 - Comporle men t des scalaires et des vecteurs dans les 
symétries par rapport à un point ou à un plan. 

a - Vrais vecteurs et pseudovecleurs. 

Considérons d'abord un vecteur 

géométrique MN , et construisons 
son symétrique par rapport à un 
point n (figure 5) ou par rapport à 
un plan II (figure 6)(13) .On voit 
aussitôt que, dans unc symétrie par 

rapport à un point n, 

M'N' =- MN; (27) 

N' 

Figure 5 : Cons/rue/ion du symé­

trique iiii· de MN par rapport à un 
point n. 

que le second membre est alors égaJ à son opposé) ; en outre, on voit facilement 

que E't23 = - E'213 = dé! R = + 1. 

(13) Nous n'envisageons ici que des symétries actives, car les symétries 
passives correspondantes transfonnent le trièdre de référence direct en un trièdre 
inverse, et nous avons convenu au paragraphe 1-1 de nous en tenir aux repères 
direccs, 
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dans une symétrie par rapport à un plan E: la composante MP parallèle à fI 

reste inchangée alors que la composanle PN perpendiculaire à fI est changée 
en son opposée : 

M'P' = MP , P'N' = - PN . (28) 

Les grandeurs vectorielles V qui se comportent, dans de telles symétries, 
comme les vecteurs géométriques, sont appelées uyrais yecteurs". Ou 

"vectews polaires" : 

V' = - V dans une symétrie par rapport à un point ; - -V'I/= VI/ , V'.1 = - V.1 dans une symétrie par rapport à un plan. - - -
(29-a) 

(29-b) 

(V" et V.1 sonl les composantes de V respectivement parallèle el 
perpendiculaire au plan de symétrie). 

Figure 6 : Construction du symétrique M'N' d'un vecteur géométrique MN 
par rapport à un plan n. 

Mais, si V et W Sont deux vecteurs polaires, leur produi t vectoriel 

A = V A W se comporte, dans les symétries par rapport à un point ou un 
plan, de f~on exactement opposée(14) : 

(14) C'est évident pour (30-a): les deux changements de signe de Vel W se 
compensent. Quant aux relations (30·b), el1es découlent des constatations -----------
suivantes ;V lAW.1 = 0; A.1 = V"AW,,; Ali = V/AW.1 + V lAW/, . 
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A' = + A dans une symétrie par rapport à un point; (30-a) - - - -A'II = -Ali , A'l = + Al dans une symétrie par rapport à un plan. (30-b) 

On appelle "pseudoyecteurs", ou "yecteurs axiaux" ,les grandeurs vectDrielles 
se transfonnant selon les fonnules (30). 

Une vitesse, une force, un champ électrique, ... sont des vecteurs polaires ; 
un moment cinétique, un vecteur vitesse angulaire, un champ magné­
tique, ... sont des vecteurs axiaux. On comprend que le comportement, dans les 
symétries, d ' un produit vectoriel est caractérisé par le produit des change­
ments de signes des deux grandeurs qui le construisent. 

b - Vrais scalaires et pseudoscalaires. 

Les scalaires, invariants par rotalion, se divisent eux aussi en deux catégo­
ries lorsqu'on envisage les opérations de symétrie par rapport à un point ou à 
un plan: les "vrais scalaires" gardent leur valeur, les "pseudoscalaires" sont 
changés en leur opposé. 

On montre sans difficulté que le produit scalaire de deux vecteurs polaires 
ou de deux vecteurs axiaux est un vrai scalaire; le produit scalaire d'un vec­
teur polaire et d' un vecteur axial est un pseudoscalaire (c'est le cas en particu­
lier pour le produit mixte de trois vecteurs polaires). 

3 - Scalaires, vecteurs et tenseurs en relativité (restreinte). 

a -Introduction succincte aux idées fondamentales de la théorie de la 
relativité. 

Pour décrire le mouvement d'un corps on doit, en mécanique, choisir un 
référentiel: le mouvement d ' un objet situé dans un train, par exemple, 
s'analyse différemment dans le "référentiel lié au train" et dans le "référentiel 
lié au sol". La mécanique classique (newtonienne) postule l'existence d'au 
moins un référentiel dans lequel sont valables les trois lois de NewtDn. Mais 
la structure de celles-ci implique que, s'il existe un tel référentiel, alors il en 
existe une infinité, animés l'un par rapport à l'autre d'un mouvement de 
translation uniforme. Comme la première loi de NewtDn se contente de re­
prendre le "principe d'inertie" de Galilée, de tels référentiels sont dits 
"galiléens" ,ou "d' inertie" . La mécanique classique obéit donc déjà à un 
principe de relativité, auquel est encore associé le nom de Galilée, car c'est lui 
qui l'a énoncé, de façon étonnamment claire, dès:1632: les lois de la méca­
nique sont les mêmes dans deux référentiels en mOuvement de translation uni­
fonne l'un par rapport à l'autre; il n'existe donc pas un référentiel privilégié 
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unique, par rapport auquel pourraient être définies de façon absolue les no­
tions de repos et de mouvement, mais une infinité de référentiels équivalents. 
Le passage de l' un à l'autre de ces référentiels se fait par les formules de la 
"transformation de Galilée" (toujours lui!) : soit R un premier référentiel, 

dans lequel on a choisi un repêre (Ox,Oy,Oz), et soit R ' un second référen­

tiel, caractérisé par un repêre (O'x' ,0'y',0'z') en mouvement par rapport à R 

à la vi tesse constante V ; si, à l' instant t (15), un mobile ponctuel se trouve 
au point de coordonnées x, y, z dans R , ses coordonnées x',y',z' dans R' 
sont données par 

(31) 

Nous avons dit il y a un instant que "les lois de la mécanique sont les 
mêmes .. . " ; on aimerait évidemment que le principe de relativité englobe 
l'ensemble des lois physiques. Cependant, les lois de l'électromagnétisme, 
formalisées en 1873 par Maxwell, semblenl être incompatibles avec ce prin­
cipe. Par exemple, les équations de Maxwell impliquent l'existence d'ondes 
électromagnétiques (dont la lumière est un cas particulier) el donnent pour ces 
ondes une vitesse de propagation c bien déterminée e.t unique. Or la trans­
formation de Galilée (31) a pour conséquence la loi bien connue de composi­
tion des vitesses 

(32) 

où ~ est la v itesse du mobile dans R et V" sa vitesse dans R'. Selon celte 
loi, la vitesse de propagation des ondes électromagnétiques devrait dépendre du 
référentiel choisi pour les analyser. 

Or les tentatives pour mettre en évidence expérimentalement l'influence 
du mouvement de la Terre autour du Soleil sur la vilesse de la lumière 
échouèrent systématiquement (Michelson, 1881 ; Michelson et Morley, 
1887). Einstein eut alors (1905) l'audace extraordinaire de poser le postulat 
suivant, qui reprend le principe de relativité comme fondement premier de la 
théorie: la vilesse de la Iwnière dans le vide est la méme, C, dans tous les ré­
férentiels galiléens. Ce postulat remet évidemment en cause la mécanique 
newtonienne, ne serail-ce qu'à travers la loi de composition des vitesses (32). 
n faut donc d'emblée modifier la défmition des référentiels galiléens pour ne 

(15) Il paraissait alors évident que le temps, lui, était absolu, c'est-à-dire le même 
dans tous les référentiels. 
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plus la fonder sur les trois lois de Newton,mais seulement sur la première, 
c'est-à-dire sur le "le principe d'inertie" de Galilée: dans un référentiel gali­
léen (ou "d'inertie"), tout corps qui n'est soumis à aucune influence ou action 
de la part d'aUlres corps est animé d'un mOuvement rectiligne uniforme, ou 
reste au repos. En oulre, le passage d'un référentiel d'inertie à un 'ulre n'obéit 
plus à la Iransformation de Galilée (3 1) ; il est en particulier facile de monlrer 
que la notion de temps absolu est incompatible avec le postulat d'Einstein. 

On raisonnera donc en termes d' bénements : dans le référentiel R , le mo­
bile passe au point de coordonnées x,y,z à l'instant t ; ce même événement se 
produit, dans le référentiel R' , au point de coordonnées x' ,y ';Z' et à l'instant -t'. Les relations donnant x',y' ,z' , t'à partir de x, y, z, t et de la vitesse Y de 
R ' par rapport à R constituent la "transformation de Lorentz"( 16) : si nous 
pren o ~ pour sim,plilier O'x' ,O 'y' ,O'z' respectivement parallèles à Ox, Oy, 

Oz et Y dirigée suivant Ox, les formules de Lorentz s 'écrivent 

z 
x' = x - Yt ,y' = y , z' = z, t' = t - Yx/c . (33) 

-.; 1 _ Y~c' -.; 1 _ Y~c z 

Notons que, malgré des différences évidemment fondamentales, la IranSfOrma­
tian de Lorentz se réduit à celle de Galilée dans la limite où c peut être consi­
dérée comme infinie. 

b - L'invariance relativiste et l' espace-temps de Minlwwski. 

Les lois de la physique doivent maintenant être invariantes, non seule­
ment dans les lransformations d'espace comme au paragraphe!, mais en oulre 
dans les changements de référentiels gaIi~éens . L'ensemble des rotations et des 

Iransformations de Loren tz de vitesse Y quelconque constitue un groupe, 
dit "groupe de Lorentz" ; lorsqu'on inclut les lranslations dans l'espace et dans 
le temps, on obtient le "groupe de Poincaré". 

(16) C'est en 1892 que Lorentz imagina. pour "expliquer" le résultat négatif 
des expériences de Michelson et Morley, une "contraction des ]onguems" dans la 
direction du mouvement. Les formules qu'il proposa, avec réticence car il restait 
farouchement partisan du temps absolu, furent prises au sérieux par H.Poincaré, 
qui monO'a en 1904 qu'elles préservent la fonne des équations de Maxwell. 
Einstein encra en scène l'armée suivante, mais en développant sa propre logique, 
profondément originale. 
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Un événement objectif possède, dans un référentiel galiléen déterminé, 

quatre coordonnées d'espace-temps, que l'on note(l7) xl' , avec 1-1= O,I;l ou 3 
(18) : 

(34) 

Les coordonnées x'l' de ce même événement dans un autre référentiel galiléen 

R ' (19) sont de la forme 

x'l'=Al'vxv + Xl' (35) 

(avec la convention de sommation sur les indices répétés), où Xl' <1-1=0,1,2,3) 
désigne quatre paramètres de translation dans l'espace et dans le temps, et la 
matrice 4x4 A représente une transformation du groupe de Lorentz. Ces 
transformations conservent la forme quadratique 

(36) 

(C'est évident pour les rotations, et facile à vérifier pour la transformation de 
Lorentz "pure" (33». La forme quadratique conservée (36) n'étant pas définie 
positive, l'espace-temps de Minkowski, qui a pour " points" les événements, 
n'est pas euclidien. Si l'on introduit le tenseur métrique gl1V , de compo­
santes 

goo ; + l ,g" = g22; g33 = - 1 ; g~v = 0 pour 1-1" v, (37) 

la forme quadratique conservée s'écrit de façon compacte, en notation 
quadridimensionneUe, 

(17) Il faut distinguer ici enlIe indices contravariants, que l'on nole en position 
supérieure, et ind ices covariants, inférieurs. Nous n'expliciterons pas cette 
distinction (voir cependant la nole 24), mais placerons con eClement les divers 
indices dans les quelques formules qui suivent 

(18) Grâce au facleur c, h~mogène à une vitesse, la quauième coordonnée ,;,0 a 
conune les autres la dimension d'une longueur. D'après le postulat d'Einstein, ce 
facleur c est le même dans tous les référentiels galiléens. 

(19) Nous adoptons ici implicitement un point de vue passif pour les 
changements de référentiel (cf § 1-2). Le point de vue actif correspondant peut 
aussi être développé. 
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(38) 

Les matrices 4 x 4 A associées aux transfonnations du groupe de Lorentz 
doivent donc vérifier<20) 

AT G A = G, (39) 
où G est la matrice 4 x 4 d'éléments g~v et AT la transposée de A. 

Comme on le faisait dans l'espace à trois dimensions de la mécanique 
classique, on va classer ici les grandeurs physiques selon la manière dont elles 
se transfonnent dans les changements de référentiel galiléen. 

Certaines grandeurs gardent dans R', au point (x' ,y' 02') et à l'instant t' 
transfonnés de (x,y,z,t), la valeur qu'elles avaient dans R en (x,y,z ,t) ; de 
telles grandeurs sont des scalaires (on dit souvent "scalaires de Lorentz" pour 
les distinguer des scalaires de l'espace à trois dimensions, invariants dans les 
seuls changements d'axes spatiaux). D'autres grandeurs sont des 

"quadr;vecteurs". Elles ont alors quatre composantes, notées a~, avec 
~ = 0,1,2 ou 3, les trois dernières ai (i = 1,2,3) étant les composantes 
cartésiennes d'un vecteur a de l'espace à trois dimensions (appelé évidemment 

"trivecteur"). Les composantes a~ d'un quadrivecteur ne changent pas dans 
une translation d'espace ou de temps; dans les rotations d'espace et les 
transfonnations de Lorentz, elles se transforment Comme les coordonnées 
ci' W1 événement : 

(40) 

Il existe également des grandeurs tensorielles, dom les formules de 
transfonnation font intervenir plusieurs fois la matrice A : un tenseur du 

second ordre n'v ,par exemple, se transfonne selon 

(41) 

(20) L'invariance de la forme quadratique (38) implique en effet que, pour tout 
événement xj.l, 

x'~g~vx'V = A~pxPg~vA v axa = xPgpaxa , ce qui donne A~pg~vA v a = gpa. 
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Donnons quelques exemples. L'impulsion. p et l'énergie E totales d'un 

système constituent un quadrivecteur impulsion-énergie pI", de composantes 

(E,ïic ) ; la charge électrique q d'une particule es t une grandeur scalaire, mais 
la densité volumique de charge p d'une distribution continue fait partie, avec 

la densité de courant), d'un quadri,:;cteur courant j)J. = (pc,) ) . De même 

les potentiels scalaires U et vecteur A décrivant~n champ électromagnétique 

forment un quadrivecteur potentiel AI' = (U/c,A). En revanche, le champ - - -électrique E et le champ magnétique B, que l'on déduit des potentiels U et A 

par les formules (bien connues en électromagnétisme) 

-- -B = rOI A , E = -gnrl U - aNat , (42) 
sont en relativité les six composantes d' un tenseur antisymétrique du second 

ordre Fl'v. En effet, les formules (42) s 'écrivent, en notation quadri­
dimensionnelle 

(43) 

de sorte que les composantes de FIlv s'explici tent comme suit(21) 

0 -E1c -Eic -E1c 
(F"V) = E1c 0 - Bz B, 

(44) 

Eic B, Q - B, 

E1c - By B, 0 

Le produit scalaire de deux quadrivecteurs al' et bl' , défini à l'aide du tenseur 
métrique: 

(21) En comparant le, formule, (43) et (42), on trouve facilement que 
p a =. f"i = Ei (i = 1,2,3), pj = _ Fji = - éjkBk (i,j,k,=1,2 ou 3), 
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est effectivement un scalaire, c'est-à-dire une grandeur ;nvariante dans toL '~ es 

les transformations du groupe de Lorentz. Par exemple, le "carré scalaire" du 
quadrivecteur impulsion-énergie d'une panicule libre permet de définir sa 
masse m, qui est ici aussi un scalaire (22) : 

2 _22 
pi'gl'vpV~E -pc ~m2c4. (46) 

Il existe ici aussi deux tenseurs invariants (et deux seulement) : le '"nseur 
métrique gl'v ,déjà introduit, et le tenseur totalement antisymétrique C ordre 

quatre el'vpo: 

el'vpO ~ ° si deux indices prennent la même valeur; 
= + 1 si (jJ.,v,p,cr) est une permutation paire de (0,1,2,3); 
= - 1 si (jJ.,v,p,cr) est une permutation impaire de (0,1,2,3). (47) 

Signalons pour terminer (23) que les scalaires de Lorentz et les 
quadrivecteurs se divisent en deux catégories, selon leur comportement dans 
{' opération de "parilé", défmie par 

x' = - x , y' ~ - y , z' ~ - z • t' ~ + t. (48) 

Les vrais scalaires restent invariants dans cette opération. les pseudoscalaires 
changent de signe; un vrai quadrivecleur vJ.l se compor~e comme les 
coordonnées d'un événement. c'est·à-<lire 

v· i =. vi (i~I.2.3); 
v' o~ + vO , (49) 

(22) Celte masse, qui peut êlre nulle (c'est le cas pour le photon. par exemple), est 
une propriété intrinsèque de la particule. 11 est préférable de ne pas introduire. 
comme le faisaient certains ouvrages un peu anciens, une masse ~ui varierait avec 
la vitesse de la particule, et qui coïnciderait en fait (au facteur c près) avec son 
énergie E. 

(23) Le calcul tensoriel prend une importance primordiale en "relativité générale", 
dont il constÎtue véritablement le langage. La relativité générale envisage les 
changements de référentiels généraux, sans se restreindre aux mouvements de 
translation uniforme. En mécanique classique déjà, l' égalité. pour u~ corps donné, 

entre sa "masse merte" (celle qui apparaît dans la loi générale F = my) et sa 

"masse gravilationnelle", ou "pesante" (celle qu'introduit la force d'attraction 

gravitationnelle I~I= Gmmh,). permet que les effets d'un champ gravitationnel 

puissent être exactement compensés par les "pseudoforces". ou "forces d'inertie", 
qui apparaissent dans un référenLÏel accéléré; c'est le cas dans un satellite 
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un quadrilleeteur axial a!' de façon exactement opposée : 
a" = + ai (i=I,2,3) ; 
a'o=-30, (50) 

On montre facilement que, si v!', w!', y!l sont de vrais quadrivecteurs, 

e!lVpO Vv wp yo est un quadrivecteur axial (24), et e!'vpo v!, wv yp Z" un 

pseudoscalaire si z!' est un autre vrai quadrivecteur . 

• 
• • 

Quelques mots en guise de conclusion. Cet article ne cherche à allaquer ni 
à culpabi liser person ne. Il ne cherche même pas à démonlrer ou illustrer une 
quelconque thèse. Il tente simplement une mise au point sur des notions qui 
ne sont pas toujours perçues clairement, même par certains physiciens: on 
peut utiliser quotidiennement les vecteurs et les lois de la physique sans avoir 
eu le temps de réfléchir sur la signification de leurs propriétés d ' invariance, 
ou de covariance, dans les Iransformations d'espace ou les changemen!.<l de 
référentiels. Quant aux mathématiciens, ils sauront, je l'espêre, "en prendre et 
en laisser". Je tiens en tout cas à remercier les responsables du Bulletin de 
l'A.P.M.E.P. pour m'avoir ouvert ses colonnes. 

artificiel. où règne ce que l'on appeIJe improprement "l'état d'apesanteur", En 
proposant d'identifier physiquement forces gravitationnelles et forces d'inertie 
liées à l' accélératÎon du référentiel ("principe d' équivalence"). Einstein fit de sa 
"th éorie de la relativité générale" une théor ie de la gravitation compatible avec le 
principe de relativité, dans laquelle l'égal ité enlre masse inerte el masse pesante 
devient une évidence. 

(24) Les composantes covariantes v~ d'un quadrivecleur som oblenues à l'aide du 

tenseur métrique: v)l == gllv vV, de sorte que vo::;;; + vO, Vi == - vi (c f formules 
(37)). 

56 

Bulletin de l'APMEP n°377 - Fev/Mars 1991


	Interdisciplinarité
	Scalaires et vecteurs en physique


