Bulletin de 'APMEP n°374 - Juin 1990

|[Les Probléemes de L'A.P.M.E.P |

Ceite rubrique propose des problémes choisis pour l'originalité de leur
caraclére : esthétique, subtil, ingénieux, voire récréatif, dont la résolution
nécessite initiatives, démarche inventive, recherche, effort intellectuel.

Elle accueille tous ceux qui aiment inventer, chercher de "beaux pro-
biémes” ... si possible trouver des solutions, et les invite a donner libre cours
d leur imagination créatrice.

Priorité est naturellement réservée aux énoncés composés par des col-

légues et au dialogue ouvert entre eux par le jeu des réponses et des solutions,
qui sont @ envoyer a l'adresse suivanie :

M .Dominique ROUX
52, cours Gay-Lussac
87000 Limoges

(réponses a des problémes différents sur feuilles séparées SV.P.)

ENONCES
ENONCE n°175 (Jacques LEGRAND, Biarritz)

Soit M un point & l'intéricur d'un triangle ABC, dg, dg et d¢ ses distances

aux cotés. Démontrcr:2l...1_+_1.._+_1.. 5..1_4. .1_+—1- ¢

MA MB MC| d, dg dc

ENONCE n°176 (Dominique ROUX, Limoges)

397



Bulletin de TAPMEP n°374 - Juin 1990

Soil un triangle d'orthocenire H, O le centre et R le rayon du cercle
circonscrit, I, le centes et 1 le rayon du cercle inscrit, Si I est milien de [QO'],
mantrer que O =R - 2.

ENONCE n°177 (Olympiades inlcrnationales 1988)

Soient @ etd deux enters naturels tels que a b + 1 divise a2 + 62,

3 3
Montrer que ibié_f est le carré d'un entier.
a &

SOLUTIONS
ENONCE N° 158 (d'aprés Olympiades australiennes)

Soient n ¢t p deux entiers pairs non nuls et £ une fonction numérique
telle que pour tous réels x 1, Xa, we s Ty

f[:'— (xf+ Xod oo b xi)] =%[f(xljp+f[x2]p+ otz L
Calculer le nombre f (1989) sachant qu'il est plus grand que 1,

SOLUTION de Pierre SAMUEL (Orsay)

Si l'on prend tous les x; égaux A x, 1a relation de 'énoncé donne
M 7l =" -

Ainsi f (0) et j{1) sont des solutions réelles de I'équation r = * 7 acians
p - | est impair, ces nombres valent donc 0 ou 1.
En tenant compte de (1), la relation de I'énonce s'éerit

f“;:’(xf+"' 4 x:)] :i{{(xf)t.. +f(xiﬂ :

Comme p est pair, les xf sont positifs arbitraires y; . Si l'on prena % n des
y; égaux & un nombre x = 0 et les auires égaux 2 y 2 0, on obtient :

«'(% b+ y]) =—;- if G+ £y
En posant f(x) = f(0) + g(x), on 2 g(®) =0 et, facileivent
g (;—(x + y]) :-;: (gls)+ gyl pourx ety supérieurs & zéro. D'oii, pour y=0,
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3(%x}=;—3(x}.g(%(x+yi =-;—_th+)-] cetdonc gle+ yl=gle)+ 2)
D'od, par récurrence, g (x) =g (I)x pourx € N,

Ainsi, pour lout x € N,onaf(x)=f({0)+ax aveca=g(1).Sia=0,
tous les f (x) (x € N) valent f (0), soit 0 ou 1, contrairement 2 I'hypothise
F(1989) > 1. D'oit a # 0. La relation (1) s'écril ainsi, pour outx€ N :

£+ ax’ ={rl0) + ax) -
Comme N est infini, les polyndmes des deux membres sont égaux. La

comparaison des termes en x et en x* donne 0 = pf(O}Pla et a=d .
Comme a #0,onadonc fi0)=0etea=1.Dodf(x)=x pourtoutxe N,
et f(1989) = 1989.

Auires solutions :

Luc BARRIA (Serres Morloas), Jean Claude CARREGA (Lyon), Régis
CHARPENTIER (Fontainebleau), Edgard DELPLANCHE (Créleil), Gérald
GOUBY (Figeac), Frangois JABEUF (Montpellier), Frangois LO JACOMO
(Paris), Clande MORIN (Limoges), Charles NOTARI (No¢), Bernard PETIT
(Brest).

ENONCE u°159 (Jean HAGENDORF, Orsay)

Existe-1-il une fonction strictement croissante de R dans B dont toutes les
valeurs sont irrationnelles ?

SOLUTIONS

Nous relevons trois types d'idées dans les solutions regues. Les estimant
également instructives, nous les présentons outes :

Type 1 : SOLUTION de Gérard LAVAU (Mesnil-Esnard)

La réponse est affirmative. On peut se contenter de chercher une fonction f
strictement croissante de J0 , 1[ dans R 2 valeurs irrationnelles. 1l suffira de
composer cette dernidre fonction par la fonction g :

R - 10, 1f
x = Arctan(x) / =+ 1/2
pour obtenir une fonction fo g répondant & 1'énoncé.

Nous utiliserons la décomposition décimale d'un réel, Tout x de JO, 1[
peut s'écrire sous forme décimale 0% ... X, ... 0l x; €t le idme chiflfre de
x, €lément de (0, 1, ... ,9). (Les x; ne peuvent &ire égaux 2 9 A partir d'un
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certain rang. Avec cetle condition, 1a décomposition décimale est unique). x
est rationnel si et seulement si la suite des chiffres est périodique & partir d'un
certain rang.

L'ordre usuel sur 10 , 1[ équivaut a l'ordre lexicographique sur la suite des
décimales, a savoir : si x =0, xjx3 ... x, ... et y = 0,1¥2 ... ¥ ... alors x est
inféricur a y si et sculement si il existe un rang k supérieur ou égal a 1 tel
que:

X) =Yy wwe Xy =Yg-1 eLXe < Ypoo

Soit (a;) i € N* une suite auxiliaire non périodique de chiffres (résultant
par exemple de la décomposition décimale d'un irrationnel quelcongue)., On
pose alors :

J () = 0.01810:8,020301G2G3Xy .. 4,3, 0083 .8y Xy oy |
f(x) est donc défini par sa décomposition décimale, obtenue en intercalant les
a; entre les x;, x, étant suivi de n chiffres a, , ... , a,. Alors f répond a la
question.

i) f est strictement croissante. En effet, soient x ety vérifiant :
X=0X(X3 . Xy
y=0y1¥z .- ¥a
X = Yio v 9 Xgo | = Y-y CLXg < Yoo
Alors :
S (x) = 0,0,81050,a9X301@385%4 .. g 1G38503 ... Gy T oo
FO) =0.y1a,y221a5)101@23Y4 ... Yg. 18,233 ... Gg_ 1 Yk o

Les chiffres de f (x) et de f (y) sont égaux jusqu'au rang
k-1x <y, doncf(x) < fy).

ii) f est a valeurs irrationnelles. En effet, supposons que la suite des
décimales de f (x) soil péricdique de période p & partir d'un certain rang N.
Comme il apparait des suites arbitrairement longues a;a; ... @, au dela de ce
rang N, cela signifierait que la suite (a;) est périodique de période p, ce qui
n'est pas le cas. f est donic bien a valeurs irrationnelles,

Type 2 : SOLUTION de Pierre SAMUEL (Orsay)

On sait que les nombres rationnels forment une suite dénombrable
(ry) g ne. Dans R, entourons chaque r, d'un intervalle ouvert de longueur 2
La réunion I de ces ntervalles est un ouvert de R , de mesure finie inféricure
ou égale 3 2, Ses compesantes connexes sont des intervalles ouverts finis
1,=la,,a’ [ (n € N)deux a deux disjoints. Le complémentaire F = R \ I est
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un fermé de mesure infinie (ayant donc la puissance du continu ; ¢'est une
espéce d'ensemble de Cantor), Soit F l'ensemble obtenu en retirant de F' les
extrémités a’, des intervalles I,,.,

L'ensemble F a les deux propriétés suivantes :

1) (Densité) - Entre deux points x ety de F tels que x <y, il y en a un
troisitme z tel que x <z < y. En effet, entre x et y, il y a un nombre
rationnel r €lément d'un intervalle I, = Ja, , @', [ ; alors x < a, et y > a'y, Si
x < d,, on prend z = a, Sinon, on intercalle, entre a’, €t y, un nombre
rationnel s, élément de I, = Ja, , @', [ ; comme s >a’y,onag#neta, >a'y;
on prend alors z= a,,

(2) Toute partie non vide majorée A de F a une home supéricure dans F, En
effet, soit b la bome supérieure de A dans R. Comme F' est fermé, on a
be F,dol b e F sauf si b est I'une des extrémilés a’, ; mais ceci est
impossible car la relation ACF montre que a, majore alors A et est donc sa
borme supérieure. (Il en est de méme pour l'existence de bomes inférieures,
mais il faut éventuellement remplacer un a’, par le a, correspondant).

Cela étant, comme F n'est ni majoré, ni minoré (sinon l'un des 1, serait
infini), on a une application strictement croissanie f” de Z dans F. En prenant
successivement les milieux , (1) montre que f” se prolonge en une application
strictement croissante f* de l'ensemble D des nombres dyadiques (de la forme
p/2? ,pe Z,q e N)dans F. Si x est un nombre réel quelconque, il est la
borne supérieure d'une partie B de D, majorée par m e D. Alors f(B) est
majorée par f'(m}. Donc, par (2), f (B) a une borne supérieure dans F qu'on
note f (x ). 1l est clair que f prolonge f et qu'on a f(x)2f(d)
(respf(x ) <f(d )) pour tout nombre dyadique d qui minore (resp. majore)
x . En intercalant deux nombres dyadiques d et d'tels que d < d’ entre deux
nombres réels x ety telsque x<y,on voitquonaf(x)<f(d)<f(y).
Donc f est strictement croissante et prend ses valeurs dans F.

On a don¢ trouvé une application strictement croissanie f de R dans R
qui ne prend aucune valeur rationnglle,

Type 3 : SOLUTION de Bernard HERON (Orsay)

Construction sur }0 , 1[ d'une fonction strictement croissante,
bornée, & valeurs toutes irrationnelles.
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= -fi
Toutréelre 10, I[ s'%critt= ), 2 a, avec a, =0 ou | pour tout n. Ce
a=1

développement est unique, sauf si ¢ est une fraction de dénominateur égal 2
une puissance de 2. 1l y a alors exactement deux Suiies associéesa ¢ :

(a1, a3, ... ,@3,000,..) et (a1, a3, ... ,ax, 0, 1,1,1, ..) :
dans ce cas, nous optons pour celle dont tous les termes valent 1 & partir d'un
certain rang. Avec ce choix appelé développement dyadigue impropre (DDI) de
t,ona(*) le DDI (g, ) de tout réel £ € 10, 1[ comporte une infinité de 1.

e 4
Propriété : A chaque t € 10, 1[, on associe son DDI (a,) et g(t)= ¥ "—':
a=1""
Ona: i) O<p@)=<e -1,
ii) 1 -» (1) estsriclement croissanie ,
iii) (1) est irrationnel.

Preuve.

i) En effey, les @, ne sont ni tous nuls, ni tous égaux 2 1 puisque ¢ € J0,1[.
ii) Soient deux réels s ett avec U<s <! ,de DDI (g, ) et (b, ). Vu que
s #1, leurs DDI sont distincls ; soit N le plus petit indice n tel que a, #b,.
Montrons que ay =0¢etby=1.0na

O<t -5 S2Mby -ay)+ 3 2 bas2¥(by-ay +1)
a=N+1
carO0<a,, b, =1

s -n -
et 3 2 =2 .DoncO<by -ay +1:o0rby #ay et chacun vaut 0
r=N +|

ou 1, par conséquent by =1etay = 0. On en déduit
ol -

o) -9 =+ 3

1 i
i Zm‘ Z ;-;narb,, -a, 2-1

n=N4+l =N+
1 - 1 . 1] 1
et comme 5 > .-Enu"! , on obtient @(t ) - ¢(s ) >[1 -E]mz 0.

iii) Preuve par l'absurde calquée sur celle de l'irrationnalité de e.
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Supposons que pour un ¢ € )0, i[ de DDI (a,) , on ait ¢(r) € Q, soit

N a
®(t) = plq, avec p el g entiers. On fixe N > g, et on pose S,,=E——’;— :
n!
=1

N a. 3
! " TV, b e
d'aprés (*), ona0< () -Sy *]E,n! <NN!
dol 0 < (¢{t)-Sy )N ! < 1, mais d'autre part '

N
(p(r)- SN)N!=p£q—I-- Zﬂn% est entier car N > g . On aboutil & une

a=l

contradiction ; () est donc irrationnel.

Exemple de fonction strictement croissantz de R dans R A
valeurs toutes irrationnelles.

Lemme : L'application @ : [0, 1[ = R définie par (¢ ) = ;- m{f—z—I] est

striclement croissante, a valeurs dans JO , 1[, woules irrationnelles,

Cela découle direciement des propriétés de @.

Maintenant, pour x € R, notons E(x ) € Z sa partie enti¢re et posons
Flx)=E(x )+ ®(x - E(x))

11 est clair que F(x) est irrationnel pour tout x . Soient x et y deux réels

quelconques vérifiant x<y ;ona

- ou hien E(x ) + 1 < E(y) et alors F(x) <E(x) + 1 < E(y ) < F(y ) puisque

@ est & valeurs dans J0 , 1[,

- ou hien E(x ) = E(y ) mais alors,x - E(x )<y -E(y ) et donc F(x }<F(y }

puisque @ est stricternent croissante sur [0, 1[.

Ainsi, F est strictement croissante et répond a la question.

Autres solutions :

Régis CHARPENTIER, Fontainebleau (type 3), Gérald GOUBY, Figeac
(type 2), Marc GUINOT, Bourg-en-Bresse (type 3), Jean HAGENDORF,
Orsay (type 2), GJ.HUDSON, Dorridge, Grande Bretagne (type 1), Jean
LEFORT, Wintzenheim (type 3), Francois LO JACOMO, Paris (type 3),
Bemard PETIT, Brest (type 3) et deux réponses fausses,

Remarques dues a Frangois LO JACOMO :

1) 11 est évidemment impossible de trouver des fonctions strictement
croissantes de R dans R dont toutes les valeurs sont rationnelles, ni méme

403



Bulletin de 'APMEP n°374 - Juin 1990

algébriques : comment envoyer injectivement un ensemble non dénombrable
dans un ensemble dénombrable ?

2) Il n'est pas non plus possible de trouver une bijection strictement
croissante de R dans I'ensemble des irrationnels. En effet, soit £ une fonction
strictement croissante de R dans R, dont toutes les valeurs sont irration-
nelles.

Atoutu € QN If(-=),f (+ =) associons X =sup{xe RIf(x)<u ],
y =sup(f(x),x<X),y =f(x)etw=inf(f(x),x > X}. Sur l'intervalie
[v,w ] la seule valeur prise par f esty et comme i appartient lui aussi 3
TI'intervalle (par la définition de X)) et qu'il n'est pas atteint par f (puisque
rationnel), l'intervalle n'est pas réduit & un point (c'est-a-dire v <w ) 1l
contient donc une infinité d'irrationnels qui ne sont pas atieints parf .

ENONCE N°160 (Dominique ROUX, Limoges)

On dira qu'une famille F d'entiers "couvre” un entierm si tout entier & ,
|l <k <m ,est somme d'une sous-famille de F, m étant donng, quel est le
plus petit entier p tel que toute famille de p entiers non nuls de somme m
couvre m 7

SOLUTION de Pierre SAMUEL (Orsay).

Appelons "p - famille" toute famille de p entiers > 1. Les deux assertions
suivantes sont équivalentes :
(A) Toute p - famille de somme m couvre m ,
(B)OnalZp>m.

En effet, si 2p <m ,lap - famille (2,2....,2,m - 2p + 2) ne contient
aucun nombre 1 et ne peut donc couvrir 7.

Réciproquement, l'on procéde par récurrence sur p, lescasp=1,m=1¢
p =2 (alors m =2 oum = 3) étant quasi évidents. Soit F une p - famille de
somme m. Si elle ne contient que des 1, on a p =m et F couvre m . Sinon,
soit  le plus petit entier 2 2 figurant dans F. Notons F' 1a (p - 1) - famille
obtenue en retirant k de F ; sa somme estm’'=m - k.
L'inégalité 2{p - 1)> m’ qui équivaut a2 2p > m - k + 2, est vraie car k 2 2,
Donc, par récurrence, F couvie m' =m - k.

Pour que F couvre m , il suffit alors que l'ensemble [0,1,2,..,m -k ]
contienne & entiers consécutifs, c'est-a-dire que £ < m - & + 1, ou encore que
2k <m + 1. Soit ¢ le nombre des entiers 2 2 (donc 2 k) qui figurent dans
F.Sig=1,onaF= {11, 1k),dotk=m-p + 1 et linégalité
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2k <m+ 18€erit2m -2p +2<m + 1, c'est-d-dire m < 2p - 1 ; elle est
vraie parceque m < 2p et qu'il s'agit d'entiers. Si ¢ 2 2, la considération de la
somme de Fdonne p -¢q +2k <m,dea 2k sm-(p-q)et2k <m+1
est a fortiori vraie. cqfd.

Donc le plus petit entier p tel que toute p - famille couvre m est

l+%m sim cstpai.r,cl-zl-(m + 1) si m est impair.

Autres solutions
Jean-Claude CARREGA (Lyon), Gérald GOUBY (Figeac), Pierre-Yves LE
CLOIREC (Rennes), Frangois LO JACOMO (Paris), Claude MORIN

(Limoges).

Remarque due a Claude MORIN :
On obtient un probleme voisin en remplagant dans 1'énoncé “toute famille
de p entiers” par "il existe une famille de p entiers”, La réponse est alors

p=[lnm

] 2]4- 1,clest-d-direp=n+1lavec 2" <m <2" "},
n

En effet, d'une part la famille F = (1,2,22,..,,2* *' ,m - 2" + 1) couvre
m:ellean+ 1 é&éments dont la somme vaul m , ¢t

n-1 i
-si1<k <2 -lalorsk=3 @2 aveca; € (0,1)
'I=G
-8i2" <k <m alorsk'=k - (m-2" + 1) est compris entre 2" -m -1 ¢l

n-1 i
2" - ldoncentreQet2* - 1,dod k= ) a2

i=0
d'autre part, si card F €< n , F ne couvre pas m car il n'y a que 2" - 1 parties
non vides dans P(F) et que 2" -1<m.

COURRIER DE LECTEURS

I) Solutions tardives :

1) Tentative de solution du n®157 par Jean LEMAIRE (Lille)

2) Frangois LO JACOMO communique une solution élémentaire du n°136
due 3 GJ.HUDSON (Dorridge, GRANDE BRETAGNE)

IT) Maurice CRESTEY (Vincenncs) apporte un complément au problme
n°144 en résolvant la question voisine suivanie :
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Quel est l'ensemble E des réels x tels que, pour tout rationnel r striciement
positif, r* soit un rationnel 7
Solution

L'ensemble E contient visiblement Z. D'autre part, si x ety sont deux
éléments de E et r un rationnel strictement positif, r=, r et leur quotient 7=
sont des rationnels strictement positifs. (E,+) est donc un sous-groupe additif
du groupe additif (R,+)

¥y

Avec les mémes notations, (rx) est rationnel, donc xy € E. E est donc
multiplicativement stable et (E,+..) est un sous-anneau du corps des réels.

Autorisons nous & utiliser le résultat cité par Pierre SAMUEL dans sa
solution du probléme n°144 (voir Bulletin n® 369, page 429) : "Si x estun
nombre réel tel que #* soit un nombre algébrique pour tout nombre rationnel
r >0, alors x est rationnel”.

Ce résultat prouve que l'ensemble E est contenu dans Q. Enfin, soit

x =£ (iéductible) un élément de E, strictement positify et ¢ étant deux
q

P
2 , 1M
entiers naturels non nuls. Pour tout n entier naturel n =n9 est rationnel.

g ; ,"/ P ; 3 ‘
Cela implique que 'V n  est rationnel, donc enticr, en vertu d'un résultat

¢lémentaire, donc que ¢ = 1. Finalementx =2 € NetE=Z.
q

ERRATA
page 259, 3&¢me ligne du bas : lire "pour quel angle”, au lieu de "pour que
I'angle”
page 264, 8&me ligne : lire A(R,0) au lieu de A(OR).
page 269 : échanger les commentaires face aux deux figures.
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