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concours interne
el concours d'accés a |'échelle de rémunération
des professeurs agrégés

PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Durga : & heures

L'usinge des calewlatrices de pache, y cornpris programmables ef alphamumeérigues, d forchionnerment awro-
Hine, i prnantes, (88 anlorisé por caite éprevve conformémind d la circuluire 1’ 86-828, di 28 juiller {988,

Matations

Dans tour e problome, on désigne par B ke corps des nombres rdels, par  anncau des cntiers,
par il 'ensemble des enticrs posinifs ou nuls, et pai %W* Fensemble des ¢ntiers striciement positifs.

Paour 1eul entier 1 & W*, on note .#, laR-algébre des imalnces earrees de laille n & élemenis réels S A
eat un clément de  #,. 1a notalion A =[ag,,] signifie que o,, el le ierme de la higne d'indice ¢ et de 1a colonne
dindiee § de A On dit que A est wifpoteme <1l 2xosie un entier p = N* el que AF = (1, La maince A esi die
trivsnganleaive supwéricsre sinciesi o, = U powr i 2 i

St E esi nn Reespace vecloric, .2 (E) designe la R-algebre des endomorphusmes de E. enid, Fapplhcation
deniique de E Pour 1, véléments de & (E), on nole v le composé &2 v, Pour tout eater 1= M, 1 it l'en-
domarphisme de E defind par G formule de récurrence i’ =" = ' i avee 1" = iy On Ui gue u est nilpoien
il existeun entier p € N el gue n = ()

Si E et un Beespaee vectone] de dimension [ale, sa dimension esi noide dim E. Etant donnés un endo-
morphistine o de Eoet 4 une buse de E.on désigne par Mat(n; 4 ) ls muatriee de o dams In base &

I est vippele guun codomorphisme GunB-espace vectonel de dimension ine n'admet pas néeessaire-
muenlde valear propre

Tournez la page S.V.P.
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PARTIE |
! Dans woure ceite question, n désigne un entier sirictement positit. Pour tout éléement A = |a | de &, Iz
trace ir{A) de A ast définie par

"
Ir(A)y= % a,.
i=
Onnoe ¥ I'ensernbie des mainees A S o, qui véniliencr(A) =0
@. Prouver gue 5 eslunsous-cspace vectonel de .,  Quelle ¢s1 sa dimeusion 7

b. Soient A et B deux éléments de  #, . Prouver que la matrice AB — BA apparticnl & .
Sojent E un B-espace vecloriel de dimension #, €l 4 nu endomorphisine de E. Prouver que le nombre
reel
wiy) = II(MM[IJZJ 1)

exl indépendant de la base  de E ehoime pour le défimir. Ce nombre réel sera appelé la frave de lendo-
moiphisme w.

"~

. Pour £ el [ eléments de lensemble (1.2, .., » | onnole M la matrice de ., dont le terme de laligne
dindice i el de la colonne d'indiee § esl egaba 1, les auires termes de M| élani nuls,

Solent { el ; des enners distinels de Fensemble |1, 2, ., m . Calculer les matrices :
M, M, — M M, et MM, — MM,

d Sait g une forme lingaire snr le B-espace vectoniel €, vénhiant
p{AB] = q(BA)
pour tonles matrices A et B de .#,
“Monirer quiil exsie un nambre réel h tel gue:
PiA) = hir(A)
pour (oule matrice A € .4,

2 Sotent E un f-gspace vecioriel de dimension finte non sulle 2, et & un endomorphisme nilpotent da E-
a Prouver goe u n'est pas snnectif.

b, Soieut H un hyperp]aﬁ de E contenant Vimage de w, et & ={¢, .. ¢,) unc base de E elic que
() ey 7, . ) SOILUNE Duse de H.

Que peui-on direde Maltw, &) 7

En raisonnant par recurrence sur la valeur de Veuber 7, prouver quil existe une base 3 de E telle gue
Mat{u; ) soil triangulaire supérienre stricie,

o Montrergne fona 1r{u® = 0 pour toul entier p & N*,
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3. Sojenl E un B-espace vectoriel de dimension fime non nulle A, & w un endomorphisme de E @l gue

triu®) = O pour tout enlier p = M*

a Prouver gue o mest pas surjectil (on pourra uniliser le théaréme de Cayley-Hamalion)

b En rmzonnant comme dang la question 1. 2.4, montrer quiil existe une base & de E telle que Mal(z £ )

soil Inangulaire supérieure stncie

¢ Prouver que l'endomorphisme u est nilpotent.

4 Enoncer le résnitat aémonire dans les questions 1.2 el 1.3

PARTIE Il

Si w @l v gom deox endomorphismes d'nn B-espace vectonel, on pose
[, v] = uy — v

On appelle quaierne woul quadrupler Q@ = {1, v, w, E}ol E esinu R-gspace vectonel de dimension ine
non nulle, el on g, v et wson! des endomorplusmes de E venant

lay¥]=2v, Ju,wj=—2w, [v,w=uw

Deux quaternes Q ={u, v, w Elet Q' = (u', v, w/, E') sont dits equivalers 1l existe des bases & ¢f
& dde E et E telles que

Mat(u, &) = Matu'; 4"}, Mat{v;&] = Mat(v',§), Mat(w, &) = Mat(w; &)
SoiQ = (u, v, w, E) ungnalemne
Onnote 5 (0] lensemble (1, v, wh

On dit gu'nn sons-espace veclonel F de E est 7 (Q}-stable 5i /{x) € F pour low! vecteur x € F et out
élément f € F(Q) S'il en esi ains:, et si F est non réduit a [0, on délint un quaterne Q; = [y, v, we, Flen
notanl respectivement we, vy, w, les restiictions de w. v. w a F.

Le quaterne Q est dit imédictible si les seuls sous-espaces vectonels 7 (O)-stables de E som (0] e E.

1. Sowenl run entier stnctement pasitif,  E, une R-espace vecioniel de dimension » el &, = (2., ¢} une
base de E,. On déhnit des endomorphismes «,, v, et w, de E, par les formules suivantes

Uley =[r— 2+ 1)g, pour L £7%5r
vl =0, e wple)=—1)r—Fi+1)g_, pour 2£:<r
wieg) =10, el wleg)=2¢.; pourx 1 &Eigr—1,

a Prowverque " = (u,, v, w,, F ] es1 un quaterne.

b Soit x un élémenl non nul de E,. Monlrer quil existe un eniier 5 = M el que le vecieny (w,)' () soit non
nul et colnéalre i e,

En déduire que le gnarerne Q' estirréductible.
Tourmez la page S.V.P.
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e R

2. Saient [, g h<es endomorphismes d'un B-espace vectoriel Etablir I formule ;
{feh] = [foglh + glf. AL

I Soit G ={u, v.w, E)unquaterne,

a Montrer que pour out entier p = B® ana:

[ p] = 2wt [u,wt] = = 2o wl.
b Endéduire que v et wsont des endomorphismes nilpolents de £

. Pour pentier sirictement positil, élablir les formules :
(W] = — p(u = {p= Hid;]v-"' Lo [wwr] = p{u + (p - I)idg)nﬁ"' y

4. Soit O ={n, v, w, E] un quaterne. On note r le plus petit entier stactement positl tei que v = 0 (un el
eniier existe d'apres la qoestion 11.3.4).

@ Soil 2 un vecleur JeEtel que y = v~ ' (2} s0it non nul. Montrer que :
vigg=0, wly)=(r=13y.

-

Pour toul entier p & M*, on pose
&= whe L)
Monlrer que, pour toul entier p € f* ona:
tfxg)={r~2p+ l)a,.
Prouver qu'il existe 5 = M® wlque:
A0 e xy=0 pmr k>g

¢ Soil p un entier supéricur on égal & 2. Monirer que
wWed={p - 1{r—p+ )=

d. On note F le sous-espaec vectoniel de E eugendre par les vecleurs xy, 1y, .., 1,, 00 5 est l'entier défini a la
question 114 b,

Pranver que F est de dimension s et est 7 (Q)stable.

. Montrer que 1a irace de la restriction deu aFes cgale

LY

slr=— ).

En déduire que 5 = 7, puis que le qualerne 0 . = (Ug, ve, W, F) est équivalent an quaterne O defini &
la qnestion 1.1,

£ Que peut-on dire si le quaterne © estinédnetible ?
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PARTIE Tl

Pour toul R-espace vectoniel E_on désigne par E* l'espace vectonel dual de E Sij € E* e1si 1 € E.on
note < £z pour fIv) Pour n = {EL 'wdésigne lendomorphisme transpose de a, Pour tout entier p £ &,
tes endomarphismes (1) e (! sont égaus: ou les notera ", 51 G est un sous-espaee vectoriel de E*, Mortho-
gonal G+ de G e« le sous-espuce vectoricl e E constilué des vecteurs x € Efels que < [0 > = 0 pour 1oul
[EG

L Solt Q= (u, v. w. E| un guiterne. Prouver que Q% = (= 'n, = v, —'w.E*)  estunquaterne.

2. On reprend dans eetle question les nonations de ta avestion 114 0 Q = (n, v w, E] est un quateme, » est le
plus peni entier sinclement positif tel que v = 0. = o5t un vecteur de E el que v = '~ ' [2) s0it non aul,
el F esl le souseespace vectorie) de E engendré par fes vecteurs 1, = w"™ plpour | <= p s r

De plus. on note  Q* le quaterne (— ‘n. — 'v. —'w,E®) 2l on fixe un élément h de E* lel que
<k y> = | On pose g="v'" '), el on note G lc sous-cspace vecionel de E* engendre par les
vecteurs f, = |~ 'w)" "' (glpourl £ p<r

a. Vénlier que g ol non nul. Prouver que F est 7 (Q)-stable. que G est. 7 (Q*)-stable, et que les quaternes
Q el Qg sontirreductibles et équivalents

B. Soient k et p des entiers de ensemble [ 1. 2. .. | Etablir les formules ;

<fyotoapa > == (- IJ')?. <fiz,? =0 si prk>r+|
¢ Prouver que l'orthagonal G ¢ de G est7 (Q)-siable. et que ¢'est un supplémentatre de F dans E.

o Monirer qu'il exisie un entier s'S MY e des sous-espaces vectonels non nuls By F, de E vériltant les
eonditions snivantes

. E=FBF,@® . @8F,
W Pourl & ;€ 5, F est T (O)stable

i Pour | £ 1 s s le quaterne Q est irréduetible, el équivalent au gnaleme Q" out r; estla dimen-
swondef . <

Tournez la page S.V.P.
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3 S0 0 = (w.ovow, E) unquaterne. Un considere deux décompositions :
E=F,8F@.0F=FOHNs._ 0F

.. F, soni des sous-espaces vecworicls non nals o 7 (O)-stables de E. les quatarnes
0 Enant irtéducnbles,

Pour toul t:nlier (=3 & crl nole L, le sous-espace propre de t pour 2 valewr propre ¢

. Prouver que la dimension de U, (resp, U ) cst égaie an nombre d'indices 1 tels gne F, son de dimenswan
IMpaile {resn, paire).

Endeéduire que s = ¢,

B Ponr loul entier & € 5% sonl iy ¢ nombre d'indices ¢ tels que F, soil de dimensiwon & Elablir la (ormule :
= dimlUy, _ | =diml,,,

En déduire qu'il ¢xisie une permutation o de Vensemble (1. 2, ., v telle que. pour | £ / < 5, les gna-
ternes O #10)) ‘e-nieru eyuivalents,
' a

PARTIE IV

Dans 1ouie cuqupurLic. Q = [u, v. w, E) et un quaterne. On désigne par Fy, .., F, des sous-espaces
vectoricls non nuly de E, 7 (O)atables. vérifint E=F @& . & F,_ et lels que les qualernes Q. . 1 €1 € 5,
sotent wreductibles : ;

O note '@ Ja sous-alethre de 2 (E) constituée des endomorphismes 8 de E quiverifient
lae, 8] = [1v. @] = . B = (L

I Bomtrer que s O e irreducnble, ona % = B id,

1

Soment B un Sdémenl de 7 ol inn entier appartenant adl 2. 8]

Prowver gque B 1F ] ext un souscspace vectoniel 7 (Q)-stable de . Montrer que 51 @ (F,) et non nut, les
qualernes O e1 O, . sonl éguivalenis,

3 Ondetinicun endomorphisme A de E par la [ormnle :

A=+ 2w+ 2wy

. Seenl / onentieruppanenam |1, 2, . o] el y unvecteur de F,. Prouver gue l'ons -
Alw) = ((dimF) - 1)1-.
Endiduire gque A estun élémeni de 0

.

O snppose dins cotle question que les dimensoasdes F oL 1 & 7 % & sonl deux a deux distinetes

Soient B ua Slément de @, o oun entier appartenant 141, 2, .. s} Montrer que 8 (F,] € F,, En déduire
gue Fespace veelarie] W st de dimension v

4, Boaner un exemple oft @ n'estni de dimension |, nide dimension s,
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concours interne
et concours d'accés a l'échelle de rémunération
des professeurs agrégés

D= T —

DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Durde : & heures « - - se— —

L usage des calenlatrices de poche. v compris programmagbies et alph, igues, d fonet t auto-
MOITIE, MO (RIEFIANEES, PSE GRIONSE Bowk cee £ preuve conformément d la circrdaire 1 86-828 du 28 juclled 1986,

Lat précision des démonsirations et fa qrealité de la redacrion seront des éléments imporiants d'appréciation,

L purties AF 1L 1V de ce probléme étudien e gronpe des homeemarphismes du cercle wrigonormérrnique (/
dre plan complexe. Linvariarn « nombre de rotation » d'un homeumorphisme h de U a é décowvert par
H. Painenre en (855 sa définition, ses proprféiés, font Cobjer des pardies IIF ec 1V, Au préalabie, dans fa pariie |
frefmiivenment mdependante des suivantes), o énelie tes fonetions sofutions o une équation aier différences fines
epree nmnervvient pamrellemens, e dans ta purie 1, on considire gielgies exemples d homeomorphismes de U

Tournez la page S.V.P.
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-2 =

La composee de deus applications [ el g sera nokfe )2 g Muni de cetle loi de composiion inicime.
Femsemble S, des byechions d'un ensemble X s ini-méme osl nn groupe (groupe des permutstions de X).
Comme dans tout gioupe multipheatif, pour k & M pous notcrons f* fe prdoil fo fo o f de k eléments
deSg Cgma ool f Dleproduit S0 e Lo 00 de k ¢léments égux 3 Fapplication réciproque et
pour & = Oa pose (1 = |, dement neutre du groupe S, Tonl élémeni [ de Sy Jdéfinil une achon i groupe
Josur X Pour x, € X on appelle arbite de x, sous Faction de [ la sulic des éléments 3 = [f(x,) de X, ob
ks & oblenue cniiérani Faction de [ et celle de § =

S Cst un espace mdinique, on appetle humeamorphisme de X, un élément [ de S, contivn, ansi que
Fapplicanon receprogue 1 Les homéomarphsmes de X coustilnent un sous-groupe Hy de Sy, Deus ¢lé-
meuts fi el fode Hy sont dity conjuguds, sitexisle g € My (Wlyuef. = g='o f o g,

Dans b sunte, nous pederony ;
Elr]  laparie entivre d'un uombre reclx fumgue entier relanl el que E|«| < 5 < E|x] + 1)
C{ly  Fespave vegroriel réel des fonctions coutmues réetles sur un wtervalic J de @

RX| Lo soussespace vectornel de C(R) formé des fouctions polynomiales réelles J'une vanable
reclie:

[ la tranbation 3= ¢ + | sur 5,

D Topérateur wux différences limes ['— o g = [ de C(F ) dans C(R),

I, ETUDE DES SOLUTIONS DE L'EQUATION Df= b

Soit b = C{R ), On se propose detdicr les solutions f = C(R) de 'équation aux dif(érences finies :
[ Df=#& soil for=f=b,

i @ Caractériser les éléments du lioyau de I'applicadion livéare D.

f. Supposons dounée uie solution f, = C{R) de [Equation (). Quel est lensemble des solutious de I'équa-
ion (1)?

¢ Exemple. Quel est Fensemble des fonctons & CRY welles que
flx+ 1) = flx) = cos x pour 1ER
(On remarquera qu'il exisie une solution du lype x — asinx + b cox 1)
2 Dans eelle question, la fonetion b est eonstaute égale d 1.
d, Soit [ = C (&) une solution de (1) Montcer qu'il exisie o, € R tels que:
r+aesfldsx+ 3 pour reR,
b tMontrer que [ estuniformémeny continue sur i,

¢ 5i [ estde classe C', montrer que f est lipschitzienne, et que Ja constaute de Lipsehitz & de [ vénie
k=1

Sik = 1. montrer quil existe a € B telquefix) = r + a powr r € R,

A Dans celle quesuon, on suppose gue b = B|X]
w, Si [ = R[X] verific Df = 0, montrer que st eonstantc.
. Pour & & N, soit Py e polyndme défini de 'a maniére suivante :

|
Pilxi=1 e Pux = T xx= 1. {x=k+ 1) pour k2]
Pour k 2 | ,montrer que DP, = P, _ .

¢ Montrer que P, Py ... P, constiluent une base de I'cspaee vectoriel réel B [ X| des palvndmes réels de
depré iulérieur ou égala n.

d. Pour b € R[X]. moutrer que lequation Df = b posséde une solution unique /'S R[X| ielle que:
floy= 0.
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4 a Soil fE C(R)une solution de (1). Pour x € B. posons n = E{x| c¢tu = x — . Monirer que:

flxy= M) + 'il b+ k) pour x> |,
*

=i

14
fix) = flu) — L
i=

bilw — Kk pour x <),

b On suppose que B3] tend vers une limite scrictement positive quand 1 tlend vers + © Monlrer gue
toute solution [ =C(R) de (1) lend vers + = guand ¥ iend vers + @ Formuler el prouver uue asser-
lion analogue quand 1 lend vers - =

5. Suppasons b a valeurs positives sur BT Suppoyons gne (| ) possede uue solution & C{H) bornce sur 3,
re

Maontrer que toute solution de (1) esl boruée sur B* er que Dutegrale J hlsldy est convergenie,
On pourea exprimer j( bivds dlaidede s lnnclmuj].
i

i, On suppose que b es| decroissante sur B* . avaleurs positives sur 37 et ielle que Nintegrale -[ hislds sont
CONvVErgenic. e

@ Montrer que toute solution f & C (R) de (1] esi bornée sur &°

b Onpose f; = — 5 bert. Montrer que certe séie de fonctions converge simplement sur B, que la

=il
fonciion f esi continue, solution de (1.

¢ Mantrer que f) | x) tend vers zéro quand x (end vers + 0 el que ¢est T scule solutiou de (1) avani cette
propnéte.

non

z' 2

que. nolée wi Ase tan. On suppose dans cetie question. que i{x] = Aresan(c™') pourx € R,

7. Etwde d'un exemple. La louction trigonomeétrique @u defiuie sur J =

admei vue [ouction récipro-

a Onpose f = — 5 bor' Montrer gue Fon défini ainsi une fonciion [ de classe C' sur B, <olution
firt
de(l)

Pour x € R, on pose § (1} = J{¥) — ; x— f11 — 3} Monirer que D$ =1,

En déduire que le graphe de [ présente une direchion asymplaigue lorsque x lend very = &,

]
. Caleuler la valeur mnyeﬂne]‘ ¢lx) drde ¢ . Montrer que 1a fonctiun ¢ nest pas coustanie {on vériliera
[0 -

que sy dénvee d'ordre teois &7 (0) nest pas nulle).

=

. Préciser le sens de variation de f, Etudier les brauches Infinics et la forme genérale de son graphe.

Il. EXEMPLES DHOMEOMORPHISMES DU CERCLE TRIGONOMETRIQUE

Pour la ¢ dile de lexp ion. Y& plan (alfine evclidieu) muni d'un repere orthonormé d'ongine (.
sera idenlifié avec €. On note U le cercle irigonométrique, ensemble des poinis M dont alfixe 1 € € a pour
module un. On note H le proupe des homeomorphismes de U qui préservent Noneniation, eest-a-dire 1els que
bz décrive U dans be seus divect. lorsque 3 decnit Ul dans le scns direct. Sl ot 1 soni deux points distinets de
U, on notera |1, 1] (respectivernent |1, I|j iarc du cercle U qui relic | & 1 dans le sens direct, bornes | ¢4 J com-
prises (respeclivement hornes | el dnon COmprses).

On note G lensermble des fonctions ¢ = C(R) qui sont strictement croissantes el vénilient g2+ = 19 g,
sont

glx+ 1)=glg+ 1 pewr =R

1. Monirer que G est un sous-groupe du groupe H; des homeomorphismus de B
Tournez la page S.Y.P.
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Sl B EH Choisssons 1, € R el gne e~ = il Montrer §nil exisie ¢ € G unigue telle gne

il = g, ek w1 = ") porc E B

Stiva remplae b, pad v, 4 A ol K€ Lomonirer gue @ est remplacee par a = wli) + &

Sall g & G Pour s = 79" & Uoonpose fiiz) = o= ' _Montrer guie § 2 et bien délini (mnlgre la mulu-
PUENE des ey possibles de & B pour expoimer Th et gue b 2 — A(z) est élément de H. Montrer que

tapplicition g g g o S Goossocw cet elément 4 € Hesl un homomorphivme de groopes. Montrer que
sl s el Cf prdctser son oy

Pt b suile on dirnque g € Gdelin i & H lorsgue §(g) = A,

Soil a & R On e £ sur U pur la rotatios R, € H de centre O etdlangle 2,

L

Quclles sont les fonchions g & G gu delinssco B, ?
froSoi M, € UL Supposons guil exivle p € 2, ¢ E I distivety tels gue (R)MM, ) = (R, )M, ). Montrer
que e est rationoel, Rdeiproguement, <1« et rabionuel. montrer gue loul poinl de U a uue orbite fime.

o S fe ustirraliounel. montrer que loul pont M, de U a une orbiie (M), . parout dense dans U {elle
yue pour tout couple (1. J) de poants distinets de U Lare |1 ] contienne des points de la sute (M) )

Crude d'élemenis parucelicrs du groupe H. Notons A ensemble des 7 € € aels que |2} < | Soient A B
deux points du plan, daflixes « € & 6 € A A taut poit M de U daffiag 2. on agsocie le poin | M’ de U tel
lew drivites (AM) et (BM') svienl paralieles. les vecteurs AM ot BM' éiant de méme sens. Ou nole
= h, [z} Vallixe de M’

a Poura, b, ¢ eléments de A, montrer que ., = fo 0 fh, et illustrer par une figure celte propngte

b Conadérons e € A @l h= () Esprimer 7 = Ji, [z) en lonevion de 2. Montrer que ki, , esl clément
deH
Pour u, b € & montrer gne b, , € H.

F S |

— of @ est Vimug-

¢ Supposonsgue b = - @ € A Monirerque b estdéhnic par k| (2] = | -5

naire conyngue de o

d On suppose que o € A, A& A sont distinets. On note 1) les ponts J intersection de U avec Fa drone
{AB) (les points |, A, B, | se présentant dans cet ordre sur la drosie (AB) vnentée par AB) Soi M, un
point de larc 1. J|

Sur une figure, construire les premiers pomis . M_.. M_ . M. M. M.. . de I'orbite de M, Monuer
tyue My rend vers une limite lorsque & tend vers + = et de meme bopsque & tend vers — =

Mantrer que dans le grovpe H, Fhomcomorphisme k, | n'est conjugué d'ascune rotation R, (ol e € R)

e Soil A b poiut du plan affine, daffive @ € A Atout poiul M de U d'aflize 2 on associe l'autre point M’
dintersectian de Ja dronte (AM) avec U Caleuler Patfixe = = fi (2] de M' Monirer que b est un élément
de H. conpugué d'une rotation R, pour une vaicurde aque l'on précisera,

1l NOMBRE DE ROTATION D'UN HOMEOMORPHISME DE U

Ou couserve toules les notations de 12 partie [1. On eonsidere g & Get b & H défini par g (voir 1.3
Soienl &y, &, deux réels. Montrer que la pariie enticre de g'(x,) — ¢'(x,) ne dépend pas de n € N, En
o, ", 1
déduire gue  lim l’--{f*'-! - %’h_=ﬂ_

-

. On suppose quil exisie M, € U el e € Rl tels que #"(M,) = M,

Monterquilexisie 5, S R et p = Z lels que g*(x,) = x, + p. Calculer £5*(x,) pour k € Na el montrer
que lim £l P En déduire que £l tend vers £ lorsque # lend vers + = |On pourrae
L-w ke m’ L] m

i s "l
cansidérer la partic ennizre & de mJ

643



i

"

=

Bulletin de 'APMEP n°376 - Décembre 1990

_5_

. Supposons. au contraire de 2. que pour wt i E Ky Vhoméomaorphisme £ de U ne possede aucim poin

fine. Soieut p & Fue g1 g € e

Soita = Elp"l0)] Mourerque x + 0 < g'ly) € 1+ o +1 pourtom vy € R,
Etublir alarque v + ki < N € a + ke # 1] pourtoul ¥ € B, woul & E By,
Eudédure que

grau g ot ] ‘.&'"'.U_: L B (W
P 1 P ¢ 4 £ R

Wigntrer gue lasuite des léeh SO E e, teud vers ane limite rlg) daos B lorsgue o tend vers = o,

£'Lx)

.. Des trois questions prdeddentes, déduire que pour tout ¥ & R ki suite o = DA admet iy
i

limite daus [, que cette limite ne dépend pas du choix de v € B O la noters r[ 0

b Mantrer gne (g™ = e pour i € R,

L S0l g € Ggmeeommime avee g (welquey @ g = g2 gl Soil 0 & M,

@ Montrer guwon peul chosir p £ F vérlun f— | < (g < I + 1 Mantrer quil existe alars
k, & M el gue pour inut eutier & = A,

B+ k(p= 1)< (googhh0) € giv i+ k{p+ 10
Endéduire que rig, @ g) = olg} + rlgl.

b, Silexisie x, € R el que ¢, (x) < gix). montrer que Con o ey ) < righ

. Soil g = G un auire éiément el qued(g’) = hrmontrerque r(g) — riy € Z

O opotera r{ k) la valeur modulo Z de righ, e on Fappelicra le nombre de rotation Jde 4 € H.

Sment iy, Ay deus elements de H gui sonl comugues. Montrer qu'il existe des éléments g, . g, de G deli-
nissant fi fnoet gy E Grelsque gie g = g, 2 g pour i € N Endéduire quilesisten ER et fER
rels que gl (a) + o < gi (g (2)) = gf(x) + P pour x € R.crenfinque r(f) = rlhl.

- O Tl Phypothese que rig) = (.

On suppose (1 < g0, Monirer que l'ona g7[0) < 1 pour s = Ny (on poura raisonner par Fabsurde), En
déduire que s sule g" 0 o une limile x, € Betgue glr,) = v,

Sionsuppose ¥ (0) < O prouver de meme gue g possede un point lixe,
Reciprogquement, si g possede un point fixe x, & W, montrer que g} =

. Supposans que r{g) soil un rationnel 5 ol pE F ctm = Mo, Op pose f1x) = g"x) - p pour

5 € [ Monirer que f poesséde an point fixe ¢, & R.

b Muonirer gue b & H possade uns arhite finia siel seulement 5 ¢ ) est n rtionoel modnlo 2.

. Caleuler #(K) lorsque & € H est la rolation R, d'angle 2ma (voir 1.4.), lorsque &t = K, oll ¢ € A,

b& Agvoir IL5), lorsque = i, ol & € A (voir 11.5.0.).

On va éabhr mamtenant une propriélé de conlinuite de Fapplication g == r (g} de G dans [i. Pour g € G,
8 EG.onposedig gt = sup |gla] — &' (5]
Azysi
. Justilfier 'existence dn réel d (¢, 2"). Soem 2, EG, g, = G ete > 0,
Montrer quiil cxiste q > Oelgnepour g € G, ¢ = G lacondition (d (g, &) < n erd g, g)) < 1)
impliqued (go g’ 8,08 < 2.

Tournez Ia page S.V.P,

644




Bulletin de 'APMEP n°376 - Décembre 1990

— 6 —
b Considérons g, & G etsoite > 0. Onchoisit g € Nu tel que:
2 p-

. |
< puis pET ilique = < ri y< &
P P 4 B .

Monirerque s+ p - | € gi(r) <x+ p+1 pourtoul x € A,
¢. Monirerguilexistie slorsd > liglquex + p— 1 + dsgiliisx=p+ | =D pour rER/

d Montrer qu'il existe i > (el que pour 2 = G, la condition d(g, g,) € 7 implique d(g*. gl < &. En
déduireulorsr + p~ [ < glri<x+ p+ 1 pow x& R puis:

‘?;-l < r(g;s"’%* etenfin |rig) — rig) <&

IV, HOMEOMORPHISMES DONT LE NOMBRE DE ROTATIONS EST IRRATIONNEL

Onconserve lea notations des parties 1 et I Solc 4 & H dont le nombre de rolatons a = ¢ (k) n'eppai-

tlent pas @ 2 modulo Z. Fonr lonl z & U, nons cansidérerons lex deus suites Plz) = (K (z)) et
Qlz) = [ "z, au nE N, dont ki reuajon consinue Torbite de & Rappelons gn on appelle valeur d'adhe-
rence d'nne snile (7,) o« e nombres complexes, onl Elément de T g est imire d'wne sous-snite de (2, ).

Soit 2, & U Conswbérons des élemems m. n deMaver m € moet 1 = [Nz, Wig)].

Monlrer que porr k asser grand, bes ares de cercle adjacens J, A7 (1), B (a) L BY ) recon-
vrent UL

En déduire que ponr tomt 3, = U, Pintersection de P(z,] avee | est non vide. Moniter de méme que Linter-
section de O {7, havec ) est nonvide

Soienl &, el 2; deux diéments distincts de U, Montrer gne ionie valeur d'adhérence de la snite P(z, ) est anssi
une valenr d'adhérence de chicane des snites Piz,) e Oz} !

Mumtrer de méme gue touie valeur d'adherence de lasmite Q(z,) est nne valeur d'adhiérence de chacune des
smites Piz,) et Qfz,).

. Diapré< 2. Venscmble X des vaienrs dadhérence de la sulte Pz} est e méme pour tous les Séments = de U,

1l ne dépend done quede h & H.
w Maontrer gue X estune pm'tic fermee de U, mvariente par h (telle gue fr(X] = X

A Montrer que X ' pas de point isolé, ¢'est-ii-dire ue toul point 2 de X est limite d'une sulte de points
distinets de X,

. Montrer que cetle purue feemee X de U, invariante par b sl rmimimale dans e sens suivant s une partie
fermce Y de X estinvariunig par &, non vide. alors ¥ = X.

- SN est dlistiney de L on veul montres que X n'est aulle part dense dans U, ¢est-d-dire ne conlenl aucun

are J=|5. &) b3 # 2, de U,
Supposons ul contraire quun lebare I = [z, 2| soil conlenu dans X.

S0t 5, & U, Montrer quil exisle m, it = Rl avec i # 0 tels que Farc Jy = h*(z). #"(zy)| soit contenu
duns X. En considerort L réumion e S, 500 . BN momirerque X = U

Si X est disginet de UL montrer que t ne peut pas eire conjueuc de la roiation R, dangle 2xa.
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