
XN 1 J . 2232 

concours Interne 

et concours d 'accès à l 'échelle de rémunération 
des profe sseurs agrégés 

PREMI~RE ~P RE UVE DE MATH~MATIQUES 

Durée 6 houre s 

L 'uSi/NI' âtS (XIfculU lrkes de p oche, .y compris progmmmabll:s 1'1 o/phatlumeriql /(s, Ù [onctiol1t1emenl 0/./10' 
11()1tI1'. 11011 imprimtm/e.\, e.1I auwrisé pt)ur Ct'/Ie efJrtu lle con[ormtmltnt ci III d'C.I/am! n" 1:J6·82l/, d,. 28j/lillet /986. 

NOlalions 

D~n . \ 1')\1/ le problème. on de c: par R le corps d e~ n om~re ~ réels. pll r Z l'anneau des cnti er ~ , 

p;lr N l'~n.,e mb k d~s c lll kr~ IXJ.~ ili f s ou nuh, el par I\;'" l'ensemble des e 1lfie r ~ striclement pOSit ifs. 

p,Jur tOUI enl ier Il E N ' , on n(Kt . ;r ~ la It:-algèhrc des matrices carrées de t ~ m c /1 à élémen/s réels. Si A 
c.,t un élêlncnl de . ' •. la nOU'll ion A ~ [A,,) lignifie que 0" e~ ll e te rme de la ligne d'Indice i et de la colonne 
(J'mdice j tI~· A . On d it 4Ut: A C~ I lIi lfJOleme ~ "il ex/"le un en/l<! r p E N* Id que A" - O. La millrlce A est due 
IrÙIll.Xld/.;,t' "fl/lirit'Ilfe ll rf("le"i (1" - U pour i ;li. J. 

'1 Eotst nn M-espacT v<!cloricl, Y(E) désig.ne la R - a IB t h t~ de., e od Ol n ()rp hi $m ~ s de E. e t id f l'application 
idemique.k E. Puur ". l' d émtntli de .1"(E), un noIe fll'k ro m po~': 1/ 0 10'. Pour IOUI enller 1 E l'III. /l ' ~ S l ren
\hll1\l; lrp hh nle d,' E d éfini !Mf t~ formule de 1'ér;: un<: I\CC u ' ·· - If ' Il, .j .,,~ II"~ - id. O n d it q ue u est llilpO/enr 
~ ï l cxht>: un enliel' p G "" . tcl que !II' - () 

Si F. l',t un R-,,:~ p ; lc c ve~wricl de dinle n~ l o n fink . ~a dimension e~l lIOfêe dim E. t tanl donnés un endo
nu'r ph Î ,m~' /1 de E. ct <1 UI\C h ,,~e de E. on designe pM Mac {u; If ) la m:llriee de /1 dam. lu b;l\t' 1.'. 

H .'..;1 l'CPP'':!.' qu'ulI cndon\orph îs m ~ lt'tlll t:I - ('~p. ""lC C vectorict de lI imen)ion fin ie n'"dmet pas néec':$sairc· 
Illc rll ~k y, l!L'u r pr()rr~ · . 

Tournez l, pageS.Y. P. 
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PARTIE J 

Dans loute celle question, Il dé ~ ig.n e un enl ier strictement p05ilil. Pour lout élément A - [a,/1 deL", Iii 
"ou !r (A) tle A est définie par : 

tr (A) - L a ,l ' .. , 
On nOIe .9: l'ensemble des matrices A E .. If" qui vùinem tr(A) - O. 

a. Prouver que ~ e!>1 un sous-espace vectoriel de ,Kn' Que lle e st sa dimeusion ? 

b. Soient A e l B deux é léments de .If.. Prouver que ta matrice AB - BA appartient à 9';; . 

Soient E un R-espace vectoriel de dimension Il, el LI nu en domorphisme de E. Prouver que le nombre 
,eel : 

tl' {u) = lr ( Mat(II:t' l) 

est indépendant de la base !f de E ehoisie pour le définir. Ce nombre réel ~ ro appelé la IMre de l'endo
morphisme u. 

c, Pour i el j é J é m e nl~ de l'ensemble [1,2, .. , n ). on nOie M 'I la matrice de L . dOll t le te rme de la ligne 
d'indice i et de la colonne L1'indiee j est égal il. l , les autres termes de M'I etanl nuls. 

Soient; et j des ent iers dis tincts de l"ensemble I l . 2, ., n 1. Calculer les matrices: 

d. Soit (fl une forme linéaire snr le R-espace vectoriel . L~ vérifiant : 

(fl (AB) - cp (BA ) 

pour toules m3tnces A et B de Jt • . 

. Monlrer qu'il existe un nombre réel ), le i que: 

(fl(A) = ). tr (A) 

pour toule matrice A e.;{f( • . 

2. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie non nulle Il, e t Il un endoIDOTJlhisme nilpotent de E. 

a Prouver qne Il n'est pas snrjectif. 

b. Soieut H un hypeTJllan de E contenant n .mage de " .. el 8 - (el' ... , c. ) une base de E tdle que 
(el, ... , e. _ 1) soit une bru;ede H. 

Que peul-on dire de M31(1I;&» ? 

En raisonnant par récurrence sur la valeur de J'eUlle r n, prouver qn'i l existe une base .'9 de E telle que 
Mat( lI ; 9"") soillriangulaire supérienrestriC1e. 

c. Montrerqnei"ona tr(u l>} ~ 0 pour/ou/entier p E N °. 
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), Soient E un ~ -c5pace vectoriel de dimension finie non nulle Il , el u un endomofJ>hisme de E leI que 
.1r( uPj '" o pour loutentier p E N ~ 

o. Prouver que u n-esi pas surjectif (on pollua u tiliser le Ihéo rè me d e Caylcy-Hamillo!1). 

b. En rai50 nnam comme dans la q ue ~ l io n J.2.b., mo ntre r qu"il e~i~l e une baK ~ de E telle que Mat (u ;G ) 
w ilirianguillire s upé~ eu r e snicle 

c. Prouver que l'endomorphisme Il est nilpotent. 

4. tnoncer le résnltat démontré dans les questions 1.2 . e t 1.3. 

PARTIE 11 

Si Il e l v SOIll d em{ endomOfllhismcs d'nn R-espace vectoriel. on pose : 

[u, vJ - IIY- Vlj. 

On appelle quaterne lout qU<1dnJple l Q - ( '/ , v , w , E) ou E eS! nu IR-espace veclo rie l de dime nsion rI/lie 
non nuUe, eL o ri U, l'Cf hlsonl des endomorphismes deE verilianl : 

[u . I'] = h , [u.w] = -2 ... . [v , "'1- u. 

Deux qUafernes 0 - (Il , v, w , E ) el Q ' = (u' , v', ",, ', E'l sOnl dÎls i qu;l'fJ/ems s'il exisle des hases ç el 
d' de E e t E' te lles que ; 

MSt(u ;<f ) = Mat(u ';.r'} , Mat(v;S ) ~ Mat{,' ; B"), Mat(w; l" j '" Mat (w'; tf' ). 

Soit Q - (u , v . w , El unqnateme 

On note 5"'"(0 ) l'e n$emble {u , v, w}. 

On dit qn'nn $Ons-espace veçtoriel F de E e.;; t Y (Q )-stable si f (x) E F pou r loul veçll: ur x E F et tout 
élement JE .7'"(0). S'il en est ainsi, et si F esl non réduit il {Oi, on délinit un quate rne Q 1' - (UF, 1'1' . W F • F) en 
notanl respec tivtmenllJ f . v. , w, les restrictions de 1.1, v, W :i. F. 

Le quaterne 0 eS I dit imidllctiblr si les seuls sou;;-espa<:e;; vectoriels.7" (Q)-stables de E som {Ol e t E. 

1. Soient r un enlier Stric tement positif, E, un R-espace vecioriel de dim e n ~io n r, el <f, - (el ' ... , e,l une 
base de E,. On définit des e nd omo rphisme~ 1<" v, et w, de E, par les formures suivantes; 

u,(e,) - (r - 2i + 1 le, pour 1 ~ i ~ r. 

v, (e l ) - 0, e t 

w, (e,) '" 0, el 

~,(e,);>"(i-l)(r - i+l)e j _1 pour 

w,(e/) = eu , pour 1 ~i~r - J . 

Q. Prouver que Q' - (u" V,. w" E,) eSI un quaterne. 

2 " ; " r. 

b. Soit x un élémenlnon nul de E, . Montrer qUI I existe un enlier .5 E N Ici que le veClenr ( w,)' (x ) soil non 
nul e l co linéai re à e,. 

En déduire que le qnale me 0 ' est irréductible. 

T oumeLla page S. V.P. 
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2. Soientf, g, h de, end0fflorphisffiC5 d'un R- e~pace vectoriel. Ë labli , la'formule: 

If, ,hl ~ If, , 1 h + , If, hi, 

:1. Soi! 0 - (~, l'. "', E ) un quaterne. 

a M ontrer que pour 10UI entier p E '" ~ on a : 

[U,liP] .. 2p ~P, lu, wP I = - 2p ",p. 

b. En déduire que \1 el w sont de~ c:ndomorphi,mes nilpotents de E. 

c. Pour pemie r slriclement pO$ilif, é la!:>l irles lormules: 

[w,l"l = - p(u - (p - Ilid F) vP- ) , [11,..,pl - p(u + (p - l )id,,)wP - 1 • 

4, Soit 0 = (u, Il, w, El un quate rne. On nOte r le plus petit entieT strictemem positir tel que ~ , - 0 (un td 
enlie r existe d'apTeS laqoestion Il .J.b.). 

a. Soit z un vecteur de E Id que y" v' - 1 (r ) soit non nul. Montrer que: 

v (y) .. O, u (y )- (r-1)y. 

b. Pour loulenlier p E "' · ,onpose : 

Xf "' W ~·'( y ) . 

Montrer que, pour tout entier p E N*, on a: 

Idxpl - (r - 2p + J) xp • 

Prouver qu'il existe s E N* leI que: 

x , '" O. e t .f~ - 0 poUf k> $. 

c. Soit P un enlier supérieur on égal à 2. Monrrer que : 

V(Xp) = (p-l)(r - p + l l .r p~ , . 

d. On note P Ie sous-espaec vectoriel de E eugendré par les vecteurs XI' x2 , ••• , x" ou s est l'enrier défini à la 
question lI.4 .b. 

Pronver que P est de dimens.ion s et est 9"""(O)-stable. 

e. Montre r que la trace de la restriction de u à F est égale à : 

s (r - s) . 

En déduire que s - r, puis que le quaterne QF - (u F , vp , w", P l e..~t équivalent au quarem eO' défini à 
la qnestion II.l. 

! Que peUt-on di re si le quaterne Q est irrédnctible? 
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PARTIE III 

Pour 10ui R-e S p ,K~ v~ clori e l E. on désigne par E* l'espace vectoriel dU:ll de E. Si l E E*. ~ l ~ i x E E. on 
note < r .\' > pour [ (.f ). Pour" E f (E t ' it d é~ i gn e l'endo morphisme Iran ~ p(l ; ;é (1<."1 . Ptlur loul enl ier JI E N . 
le. endOulorphisme ~ (' Il )'- el '1 ,, l'l wnt égaux: ou !e~ nOtera ' l,". Si G e.~ 1 un S \lU ~-cs p ace veclt lTiel de Ee. l'ortho
gonal G~ de G eSl le SOuN;sp;lce vecloriel dc E consti tue des veclcurs .r E E le l ~ <lue < f. .,. > .. 0 pour lout 
JE G. 

J. SOiIQ - (II . v."'. E) unqu:lIerne. Prouverquc Q--( - 'it. - ' 1', -' "' .E· ) eSI un quaterne. 

2. O n reprend dans cettc question l e~ no tations dc la question Il .4. : 0 .. (II . ,', .... El est un quale11le. r t'sIle 
plus peti t emie r strictement posit if te l que v' - O. <: est un vccteur de E te l que)' - 1/' - 1 (l) , ~ i t non nul. 

~ t F c ~ t le sous-espaœ yecto lle! de E engendré pitr les vttleur.'< x I''' w" - , Iy) pour 1 .ç p " r . 

De plus. on not ~ O· le quaterne (- ' l'. - 'v. -' ... . E· ). el on file un é lément h de E· tel que 

< h.y> - 1 O n pose g - ' v'- '(h ). el .on nOie G Ic SOUs-cspitce veclOnel de E' engendré par les 

w:cteursf,." {- ' w)'·-' (g ) pour ) "p ç r . 

G. Vé nlierq ue 8 C$I non nul. Prouver que F e ~ [ :T(O)-s l ab J~ . que G eSI .7 (O*)-stable. et que)e~ qua lernes 

0 1, et O ~ sonl uréduC1ibles e l éq uiy~lenb . 

b. Soient k e l p des emien de l'ensemhle ! 1. 2 . .... r! . Et~b lir l e~ rOnTIules : 

<f~ . .\" ._ I . I >" ( -I )' - '(( T -I ) !) ~ . <J " x ~> -() si fl + k>r+ l 

~ . Prou"ller que r ort h ogo n~l GI de G e .~ I :7 (O)-stable. et quee'esi un ~ urpl e m e nl aire de F dans E. 

d Monl rer qu'il eXiste un t'nlie r ~ · E N", el des S9 u s~SpattS Yectoriels non nuls F" ...• F, de E "II érili~nl les 

condi tions Snivanles: 

E - FI E9 F ~ E9 ... e f , . 

H, Pour l " i "" s. F I eSI:T (O)-stable. 

iii , POur l " i " .s, le qualelTlC: OF est irréduetible. e t équivalent au qnaleme 0 '1, ou r i est l~ dimen-
sion de FI' ' 

Tournez la page S.V.P. 
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3. Soit 0 - ( /1 . l' , w , E ) un qu a t ~ rn e . On considercdeux d«o mpo s ili on , ~: 

E - F , ~ _ . e F. - F:F ; ... œF: 
ou F I . .. .. f,. F', . ...• F; .W)nl des .rous-esp:lcc:, vectoriels nun nuls e l ] -(O)-stables ue E. les quaternes 
0). .0, . O{, .... 0 ", elanl irrcuuclÎtJles. , " 
Pour toUI entier i E 1 . o n nOIe U. le ~ u."-e . ~ pa ce propre de Il pour la valeur propre i . 

/l, Prouver que la uimcn~ i () n de U., (re,p U ,) c ~t cgtl le au nombre d'indices i l e l.~ "loe F, soit de dimenSio n 
impaire (r~ .~ p . paire). 

En deduire que .\ = 1. 

h. Pou r to UI eillier k E N'" ~ ()illl i le nomb re uïnd i cr ~ 1 te ls que F, soit d e dimenSion h. Ëlabli r ta rormuk; 

1/, - dim U t _ 1 - dim U , . ,. 

En déd ui re q u'il c xi~l e une permutation 0 de r e nsemhle I l . 2 • ... . s 1 le Ile que, pou r 1 ... i " s, I ~ qna-
I c rnc~ QI el 0" ~il ie nl équiV"o:\)clI l.!i . , .. ~ 

PARl1E IV 

Dan ~ !l lute .. ~e partie. 0 = (/l , l ' . .... . El è~t un qualerne. On désigne par FJ ... . , F, de, sou s-espaces 
v\!ctoricls non nub de E . .T (Or s l ~blè ~ . verifiant E - FI 8:l ... e F . . e ll el.~ que les qual e rn e .~ Q" . 1 .. i.ç s. 
<;(Iit,;nt in éd udihle._ ; 

On ook' 't1' li! "u us-;dg':hre de.;t' (E ) c on ~ lilu tt<.le ~ enùomorphismes e J e E qui ve rifie nt : 

111 . 61", [. .. 91- \11.91 - 0. 

1. Monlrer que si 0 e,\ irréùudihle, on a '(;~ - R id l 

2. $oic nl l:l un élé menl de ',y. CI i nn enlier appanennni itl l . 2 . .... l·}. 

Pl'Ouvcr que H (F,l ~I un M) U .~ -c'pa  YeclOriel .T(Q)-.slable de E. Monlrer que ~ i a (F ,) C: 51 non nul. l e~ 

qll :ll~' rlles 0 ,. CiO" F; sonl éq uivalcnl, ~, 

:t On ddinit un endomorph i.;;me 6 de E par I ~ rormnle : 

6 " 1/ : + 2 r h' + 2 1',11' . 

Il. S ni~' nl j nn \,!111icf appartemm l Ù II , 2, ... . ."1, el .\' un v<-' .. : te urde F" Prouve r que l'on 10 : 

6 (.\,) .. ((d im F'y - 1) x , 

E n d ~'d ui r e llllC 6 eSluo é lé ment dl' '11' , 

h. On ~ nppo.,,-'JlIn ~ c dl c quesllon que le ~ dime R_io ns des F, . 1 ~ i '" s, sont deUil à deux distinctes 

S<lienl H un ék mCl\ \ d e '(l. d i un enticr a pr m lenant il l i, 2 , .. . 51. Mo ntrer que El (F,) C F, E n déduire 
qu~ ' r c~ " , u .' c HT lmi..' 1 'Ir est de dimension)' 

-l O"nn<:ruII l',Xc lIl llk o lt 'fi n 'e~ l ni de d imension 1. ni de dimen sion $, 
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XN 2 J. 2233 

conco urs interne 
el c oncours d 'accès à l'é c helle de rémunération 
des p rofesseurs agrégés 

DEUXI~ME ~P RE UVE 

Durée 

L ill'ag' dn calcula/dee.1 de po<he, JI compris programmables 1'/ alphtltlllmàiques. li joncriol/llernetlf ouro
nome, lion Îml'rimal/fts, l'SI ilworisé pOlir cel/t.épreuve ('onjormémel1! li la ciradoiu li' 86-828 du 28juifftl /986. 

LtI précisioll dt$ demol/!wo/iolls el /a qI/alité de {o rédbl:lion seront d('s éiémtnlS imporlOnf$ d'apprécialion. 

UJ pf/nies 1/. III. fV 11'ce problème étl/dil!:/J/lt groupe des homéomorphismes du a rdf! rrigonomirrique U 
dll plan amlplext. L ,nWJriall/ « nombre dl' rO/OIion ~ d'un homéomorphisme h de U a hé düouwrl par 
H. Poim:tlrt' ('1/ 1&<;5: )'0 définirioll, ses propriél6. fOIl! l'objet dts parties fil el IV Au préa /able, dOrtS la parfit 1 
(re/al il'emrlll Im/épen(/nllie tles lit/Vailles) , 01/ il/ldie Jt'S jrmclÎorls SOIUlioils ( ru n ~ iqu(l/ion aux difftrt nCl'sfimes · 
(/ui im"l'l 'it /llllmurel/emMI, el dans ln puni(' fi. Oll con. ~i dù e qLltlqut sexemp{tsd·hOmiomorphismts de U. 

Tournez la page S .V.P, 
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La r O)mrU ~él·· t.l c ,kIJX app lic;llion, f cl J; '<Cr ill nvtee ra 8. M uni tic ceue IOÎ de «I mp () ~ il Î on Îmcrne. 
l'.:n.'l'mhlo: S" de, hlj ... 'Ct io n~ d 'un cn~ m b l e X ~ nr Ini-mêml: csl nn SIOUpt' (gTOUpè tle, pc: rfflUllt lilln.'> de X). 
( "ummc t.I<l lh \!lu i gll'llJX' multiplica tir, pour k E l'\!,. nou, nnlCl'Ons r le pWduil fa f a ... 0 f de k é lé ments 
d ... · s ~ êt.! all~ ;1 r. l" J'Il' pnoJuil f " l " J" 1 0 _o. 0 J' 1 de k & l c m ell1 ~ égau,," â r applic<l tÎtm n.:Cirroque r 'el 
r o ur k = 0 ,on fl" '~C 1"" 1:0; deml'm nt:ul rc d u groupe S" . To ni clement f Je S){ dëfini'une adilln du gro upe 
" ,u r X. l'nu r .t " E X. nn ilppeJlC orhilt: tic -,<, , nu ~ l'acll,m de f. la ~ ui, c Je.~ elemenb x~ - j' (.f,,) de X. ()t' 
le E ,. " hu.;nu..: en i t': nml l'açli,)U Je 1 el œ lle de l - 1 • 

Si X l '~ l 1111 C~",IC l ' mê u i4uc. 0111 ôl ppclle hnméomorphi.-me de X. Url élemenl f de S;" conlillll . ainsi q ue 
r' irplu.;a lu ,n r":l" pn )(j"( l', L ( , ~ h o m é t) m(l r ph h m c ~ de X C lm ~ titll e nl un ~ o u s · g r ou pe Hl{ lie S;.;' Dell '- élé · 
mC III ~ Il ( I ) : de H, Slml dil ~ C \ l n jug ll c~, ~ ïl t:l{ j \ IC g E U x td 4UC f ! - g- 1 0 J, 0 g, 

( 1) 

Dilni la ~ U l to.;, n\ ) IJ~ IIOICrlllh : 

E 1.1'1 1:, pa rite CntÎc re lI 'lIlIlIomhre récl..f (uni4"(' e ntie r re latif lei q lle E Ix) .:!<: x < E I,r]'" 1); 

C(J) re,Pilcc vectnrid réel ues fo n c ti on _~ co llliuu e~ réelle, ~ lI r lin illte rvalle J de IR '; 

RIX ] Le ~Iu .~- c,~ p<l e c vectorie l lie C(R) fmme Jt':.~ rOIlCl io ns po lynomiales reelles d 'une variable 
réeUe : 

'a lr an s hll il ln x~ x+- ' surR; 

D '\ lpéralcUrau )[dlfTé rc nces finics{ ...... 10 ( - 1 lie C(R )lIansC(IR), 

1. ËTUDE DES SOLUTIONS DE L1 ~ OVA TI ON Df - b 

S<IÎt h E (R) D o '>e p r(lj)CI.,e d 'é tud ier ' e.~ s o l u[i(m ~f E C(lR) lie l'équation ~ II X différences fini~ : 

Of= b soit f O I - f-b. 

l, li. Caraetériser les é lé me ol> d u jc(lya u de , 'application liuéaire D. 

h, S upp c,) ~ u s dounec tlue soltllion f. E C(R) Je l'équatio n (1). Quel \:SI l'ensemble lies ~lu tiou 5 <le 1'équa
tion ( l p 

c. Exemple. O uel est l'ensemble d ~ fonClion .! E C~) telles q ue : 

fox -+- J) - 1(.1') = t'OS X pour x e;:!:. 

(On remarquera qu'il exi~ t t: une ~ ]ur io u d u type x ...... Q sin x + b co.~ x .) 

2, Dans eelle question, la fonc tion b est eonstaute êgale à J. 

Il. Soill e C (Ii) une solutio n de (1). Mo ntrer qu'il exi~le 0, !3 E lQ te ls que : 

.t +- a .:!<: Jtx} :S l -+-!3 pour .l' ER. 

b. MCl ntrer que! est uniformément continue su r ~ . 

('. Si! e51 de classe C'. mo ntrer q ue f est lipschitzienne. el que la conslsute de Lipschitz k lie f vé rirte 
' ~ l . . 
SiN. - J. mon trer qu'il exÎsle a E IR tel que f{x ) - J -+- O pour x E ~ . 

3, Dans celte qlJe . ~t i o n , o n suppose q uc b E R IX I. 

Il. Sil E R IX) véri fie Df" 0, mo nlrerque f est eonstanle. 

h. Pour ft. EN. so il Pt le polynô me dé fini de la manière suivanle : 

J 
Pu{x)- 1 e l P.{.l') -ki x {x - I )..{x- k-+- 1) pour k;oo:. J . 

Po urk ~ l , mo mre r q ue DP. '" P t - l . 

c. Mom rer que Pu. PI' .... Pn COnstÎtue nt une base de rcspace veclo rie l réel RM( X ] des polynomes réels lie 
degre iure rie ur o u ègal â JI . 

d. Po ur b E R IXI, mouue r q ue l'équation Df - b po.~ s ède une solulion uniquefE R IXlle lle que : 

f (O) = O. 
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4 . li. SoillE C (R) un~ ~o lulion de ( 1). Pour.{ E R. p o~ n ~ 1/ .. E lxl et Il .. X - Il. Mon lr ~r qu ~: 

,. , 
I (x) = I( II} + L b (11 + k) pour x> l . 

~. (I 

/(.,.) -/( f1) - l h (1f - ic i pour x < O. 

b. On .~ ur>po s", q u ~ b ( .. ·) tend vers une limile suictemenl pusitive quand .. · tenJ v~ r ~ + <o. M() ntr ~ r quc 
loute solutÎon fEC(IR) de ( 1) lend v er~ + <10 quand ... leod veu ... cc . Fnrmuh.:r el prouver uu ~ a,. ..... r-
tion lIna logue quand x lend ve rs - co . . 

5. S uppo ~ (ln .\ b il. valeurs posi tive:'> ~ u r Rf". S uppo~nn.< qoe ( 1) pIIs_ède uue ~ \ ) lul i\ m fE C(1li:) hl.nt':e sur R'" . 

MOT1lrer qu e (oule sohll ion de ( 1) e ~ l boruée sur R+ . CI que lïulegralc f" h (. ~ ) d . ~ eSt converge nl e. 

(on pOurra uprimer f ~ h (l·)d.l il raide de la fonctionf ). " 

6. On suppose qUf h eSI décroissan te ~ ur It+ . il v al e ur .~ rosilives sur ~ .. c ttelie que l"intégr ... le J'" h {. f ) d ~ SOli 

convergcnte. ., . 

o. Monlre r que IOUle .<(llution ! E C (Ili:) de (1) e,l hornee sur ir . 

b. On poSt! ~ - - L b o ,'. Montre r que ceHe série de rl)Oc tiùns converge "implemenl sur R. que la 
1_" 

ro netion ~ est continue, ~ olu [ i o n de ( 1). 

i . Monlrerque h (x) tcnd ve r5 2.êro quand x tend ve r:; + D'J, e l que c'estl:, ~ uh~ solutiou de ( 1) ayant ceHe 
propriété. 

7. Ëwde d'un el!e mple . La fouction u igonomi trique tau défiuic sur ] - ; ; [ admel uue rOuctÎon récipro-

que. no tée id Arc tan. O n sup(">Ol>e dans celle q u e~ t i o n . que h (x) • A re lan (,,· ,) pour x E R. 

lI. O nrKuef 

de (1 ). 

- Lb 0 r' , Montre r que r ~ 'n définit ainsi une fonction [ de classe C' sur R, solulioo 
:- .. 

rr 
b. l'Our x E IR:, On pose +' x) .. [( x) - 2 .r - / ( 1 - x). Monlrerque 0+ - O. 

En déduirc que le graphe de f présente une d irectÎIln il~ymp t o t iq u e I(lTsQue;r Icnd v e r ~ - <O. 

Co Calcule r la valeur moyenne J' ,(;rI dx de ~. Montre r que la f o u c t i~lII ~ n'est pas couSlante (on vérifiera 
" . 

que 5a J é rivée d'ordre tm h +(.1, «(J) n'est pa ~ nulle) 

li. Précisa le sens de va riation de f. etudier les b rauehe~ infinic$ ct la l'Mm e génù ... lede w n graphe. 

If. EXEMPLES D'HO MËOMO RPHISMES DU CERC LE TRIGONO MËTRJQUE 

Pou r la commod He de rel!pression. le p lan (affine euclidieu) muni d'un repè re (lrthonnrmé d 'origine 0, 
sera identifié avec C . O n n ~) t e U le cercie Irigonométrique, ensemble des poinls M dunt r afli~ C ! E (; :J ~XJr 

modu le \In. On nOte H le groupe des homéomorphismes de U qui prèscr 'o'cn! l'o rientation. c'CSI-â-dirc Iels que 
Il (ot ) décrive U dans le ~e u s direcl. lo rsque r décri t U clan!> le scns di rect. Si 1 et J .)Ont de ul! po ints Ji . ~li n cts de 
U, on nutera Il. JI (respectivement II . JI) r arc du cercle U qui re lie 1 il J clans le />C n ~ direct . ho mes 1 et J rom' 
prises (respeclivemenl horoes 1 e l J non compri!>es). . 

On note G I"cnsemhle d e~ (onctions Il E C (R) qui son l ;<lrictemcnt Croi :<OSa llfCli e l vé rifient 80 1 = l o g . 
soi t : 

8 (.r + 1)= g (;r) + 1 pnu( ... ER. 

1. M<>nlrer que G est un sous -groupe du groupe Hf' des homéomorphismes de A. 

Tournez ln pagt S.Y.P, 

642 

Bulletin de l'APMEP n°376 - Décembre 1990



- 4 -

:! Snil Il E 1-1 C h"isJwm.\ .'" E IR td 4n~ t'~ ' ~ '" - Ir( J J- MOlllrc" lInï l c Jli~ 1 1o: ~ E G unique .elle 4ne 
XIII. - .1" -': 1 .,: " ". = hl t':"") pnllf .' E R. 

"1 lin n:m p l ;I ~'c .1;. paf 1;. + J.. . oil 1.: E l. mnmrcf que,;; e ~ l rcml"Jl<icœ par~: - x (.r) .. k . 

J. ~J i t g E (j. Pnur : - ,,: '", E U. on ('1\"": h i <J "" e;"~ ' Mo ntrer 4n~ h {'::: j C\L bien dé fini (maigre la multi· 
p li ~ ll": de, ch. ,i'i" p , )<. ~i h l..:.'1 il...' \ E R pllur cxpmnc r :;) CI que h : : - h(ll C~[ ê lcmcnt de H. Montrer que 
r. lrplkm ion ~ (lni ;1 .Ii E G •• ' ....... ·Il· CCI clement Il E H e ~l un h () m il m\I T ph i~ m c <.le: gmupes. Monuer que ~ 
o.:~ I . , u r j":I · I; r .I · [ wù-h,-r ,on ully: .u. 

Dan, la .. ui ll .. . m tlira t llll: XE G ddini, fi E H lo rsque ~ 1,1,') = h . 

4. S<,il (J E R . On filit agir l sur U l'l,Ir 1:.1 rnlilliüu R" E H lie centre 0 Cl crangle 2lTO, 

fi , O udk ~ «mt k ._ functions 1-: E G qui défi ni"cui R" ? 

f>. Stlit M " EU . S U r fk) ~O m qu'i l o:~i ~ I~ ' l' E l, CI E l di., t; uct.' { d ~ que IR.. )"{ MII ) - ( R ,,)~( M ,,) . Montre!" 
<lU": (1 ":M ra lionud . RJcipw<luCTnl:nl , ~ i {I c,t rdtio nud . m.lntrerque !Oui poinl de U ~ I uue orhile finie. 

( . Si fi c~ t irmllo une!. mo nlrer q uo: Inut puinl M" dt: U a un..: orhite (MI), ,,. partout denli\: d < m ~ U (te lle 
quo: pour lOul e(Iuple (I. J)<.IC poinls di s t i n ç t ~ lit' U. ra re Il. J I c..xlnlienne d e ~ poims de la suil \: (Mdl. 

5. (tuue u 'Clement' p<lrHculicn< du groupe H. N.oto ns 6. J'ensemhle des t e e leh que I ! I < J. Soient A. B 
dl; lI~ p'Ji nt ~ du plan. d ' aFtïx c~ /1 E .ô.. Il E .ô. . A tOut point M de U d ' :.ffi~c 1., on il ~~ )Cie le poin t M' de U te l 
4uc l è.~ dTIIÎle .• (AM) el (BM') soient parullèlc~. I c~ \lccteu rl' AM Ct SM' c tant de Tneme .'en.'. Ou note 
;' - ", <) ; I I ' arfi~cdCM '. 

" P"ur (1. h. (' é l é m e nl ~ de 6 , monl l'erque Il ,,~ = Il,.,.0 Il,,,,, el j l lu ~ trer p~r une figure celle pnlpriélé. 

h. Cnn .• idCmn.i u E 6 el h co Il. Exprime r l ' = hll)tl en ("nctinn de z. M.mlrer que Il,, .• c ~t élc me nt 
de "" 

Pour fi, h E â , monlrc r qne l,,.. E H . 

S h E • M h d "f " h (1 l -" . - ' "" " r Upp ~ln S que - - " .... . .mtrer que _ .. ~ C.sI e IOle par ..... <. - i _ ûz on (1 CSI Imu:;,· 
naire C(,njnguê (le u, 

d. O n suppose 'luc (1 e 6. hE 6 sont distincts.. O n nn te I.J k.~ pnml) d in ter.iec tion de U a\lec Iii droile 
(AB) (les po ints l , A. B, J .\C présenl<int d:ms cet nrd re sur 1" dmile (AB) \Iriemêe par AB). Snil M" UI1 
!XIint de l'a rc Il . JI. 
Sur une rtgu re, const ru ire les premiers poin l\ ... M.:, M _" M". M ,. M ~ . ... de rnrbi lè de M" . Mo mrer 
que M ~ rend \le r5 une limite lorsque k tenU \len + co, el de mème lorsque k tend \le r ~ - co 

Mrmtrerque dans le grr'upe H, rh o m éo morphi ~Tne Il ,,,, n'est mujugut d'aucune rota tiou R" (où 0. E [Ii ). 

t . S~li t A uu poiu t du p lan al'liue, d'afrixe <1 E 1l... À tOUI poiu t Mue U d 'affixe Z, on associe l'aulre pr, in t M' 
d'I nt ersection de )a droite (AM) avec U, Calcule r l'aAhe z' - h,,(z) de M' . Mon trer que li" est uu é léme ul 
de H. conjugué d 'une rolalion R,. pou r une \laleurde 0. que l'on précise ra. 

III. NOMBRE DE ROTA TION D'UN HOMËOMORPHISME DE U 

Ou conserve tOutes les no tations de la partie TI. On eOllsidère g G G ct h E H <..Idini par g (voir 11.3). 

1. Soient x, •. l', deu:.. rie ls, Momrer q ue la partie entière de t 'l x,) - 8" {x,,1 ne dêl)(nd pas de Il E N. En 

déduire !.lue lim 'l .!.:.I!! - _...!... - O. 
1

, "1 , ; '"Ixll 
~ _ .. n 1/ ' . 

2. 00 suppose qu'II exi~ l e M., E U e t RI E J\4 1e1s que h"'(M.,) - Mil' 

Montrer qu'II exis te .10, E R el p E Z tels que g'''( X.,) - Xo + p . Calcule,' gl"'(x,,) pou r /( G N .. e l montrer 

que tint I~ t-!!!) - f' . En dêduire q ue .r .~~J tend \leu -mil. lor5quc I! tend ven; + co . (o n pnurnt 1_.. la" fil " 

cousiderer la partie eoti(: l'e /( de ~ ). 
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3. SUppOSOIlS. a u conlrl ire d e 2 .. que rou r WUI III E N ~ rhoilléo morphi.<me " "' de U Ile PlhSl'(h; au,·un. poi nl 
li".:. SoÎe ut p E l'V. CI q EN •. 

Soit Il = E jgl'( (Jj J. Moulr{' r q ue .f + (1 < g"1.\) < .r + <1 + 1 pour to Ui .r E R. 

Établir a lo r- que .r + kil < g" ' ( \.) < .r + k {l l + 1) Jl'IU f to ut x E R. to ut kEN .. . 

. Eu dédUlrl."" que : 

1 
N'''/( I}) _ gl', lI ) 1 < 

p lI l' " " 1
,l("iO) - [1Q!1 < !... + .!

JI lJ " Il 

g"( II) 
Montrer que 1" ~ uil e de\ rc e)~ Il .OU Il E N~ . teud vcrs une limite , (J,,') d ll ll ~ R lo r.\qu\.' 1I1~ : n d vcr . ~ + a:> , 

4 Il. De.' lroi., q u ~ , li on ~ p \ ' ée ~ J cnt c', (jéduire que pour tout.r E R la ~ ll i t e j,' ''( .\') . ui, Il E l'k aume t uue 

" limite dllu ~ [!il , que celle limite ne dcrend pas du choix de.\" E R. On la n o tl ~ n\ r (g) 

/1. Montrerqne ri g' '' ) - 1II1' (g) pour /JI E N. 

5. Soit g, E G q ni ellmmUle avee 8 (rel que /!, () g - go gl)' Soit III E Nt< . 

(j Montrer qu'on peut c hoi ~ i r JI E Z vérilianl JI - 1 < 1II1'(g) < p + 1. Mo nll'e r qu'il existe alo rs 
k,. E N lel qu,' pour Inut e u lier /.:. 2: k" . 

81" " (0 ) ... k. (p - 1) < (g. 0 /,') ' " (0 ) < :d"'(Ol + k. (JI + I l , 

E.n déduire q ue r (81 o ~ ) = r (K,l + r (g). 

b. S'i l ex i~ l e xd E R tel que S, (.r,,) S s (x,,) , montrc rqllC l'o n a r (g, ) S r (g), 

fl . Soil g' E G un lIl11re élé me nt te t (llIe; (g' ) - Ir ; monucrque r (g') - r CI,') E Z . 

O n no te ra , (hl la valeur modulo Z de r {g), el on ra ppellera h,: nomhre dc ro tatio n de h E H . 

Soien t h, ,h! dcu,ll éle me nts de H qui ~ o nt conJu!!ué\;. Monue r qu'il e xi ~ t e d e~ é l é m c n t ~ B,. g; de G dé fl
n i ,~an ' '' ,. h ~ ~ I 1:11 E G l e l ~ q u e s ~o g" - g"o S ;' po ur 1/ E N. E n d êd u irè qu ï l è l i ,~ l e o E R et l3 E R 
Ids que 1::'( .1') + (J S gy(g" !x)) S gn x) + f:l pour .l'E R. CI enfin quc r (h ,) - r (h)). 

7. O n r !\ i ll' hy po l h è~ c que r (g) = O. 

On ~ u p p m e 0 < g (0), Mo nlre r que l'on J X"(O) < 1 pour 1/ E N ~ (on poU I'1'a raisonner par l'absurde). En 
d ê uuir e q ll el a~ u i( eg" «() )a u nc ! imite x " E R Cl qU o: ;: lx,,) = 1'0 ' 

Si on ~ u ppo s e S (n ) < 0 , prouve r de mè me que g pt ).~~b:k un POiOl fix e, 

Rêeiproquement , ~ j gp0s ~è d e un point fixe Xo E R , montrer qu o: r(g) '" 0 , 

~. (J. S u rr os ron ~ q ue r(81 soit un rationnel!!.. où /1 E l: ct III € N ~, O n , )(l~ e f(x) " g'''(.r) - p pour 
m 

xE R, Mo nt rer que f r <) ~~ ède un p<"lint fixe x" E R. 

b, Mo ntrer (lue h E H pQss~e une orhile lînie si el seulement si , (hl est un ra tio nne l mcxlnlo 1 . 

9. Calculer r (h) lo rsque h E H est la rolalio n R" d 'ang1c 2/I0 (v(')ir fl A ,). IMsq ue Il - h ~ .• o ù il E 6., 
" E 6. (Y<lir H.5.). lo rsque II. - "0 o ù (J E 6. (vo ir 11.5.c.). 

10 , On va e lahlir ma iOienanl uoe propriété de continuité de l'applkal i0 n g - l' (g) de G dans R. Pour g E G , 
g' E G , o n pose J (g, g' ) ~ sup 18 (.1') - !:'(xlj . 

(1, Justifie r r e ü ~ t e n ce un rée l cl (g, g' ). Soie", g" E G . g;, E G ct ( > 11, 

Mo ntre r qu'il existe rJ > Il te l q ne po ur g E G , g' E G la co ndit io n (d (8, S,,) < '1 el d (g' ,g;,) < rJ ) 
impliq ue d (g ° 8 ' , g" 0 8:,) < {. 

Tournezla page S. V.P. 
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b, Cons'.dtr<>ns &> e G ( 1 so it e > 0, O n choisil q E N .. tel que : 

2 
~; < E puis pEl lei que 

p - 1 P + 1 
- li < r(/W) < - q , 

Monl re l' quex +p- 1 <&~(r)<r .. p-+l pourlout .l' ER, 

(', Muntrerquï l exi,<;lealors l'. > IIlel q uex + p - 1 + 0 S g~{.I.') S X + P -+ 1 - 6 pour xE R. 

ri. M on lr e Tq uï lexi ~ te lJ > O tel q ue pn\l r g E G ,laoondi tiond (8,&,l < Tllmpliqued(g', g ~) < b. En 
d éd uire:llo rs .r" P - 1 < t'Ix) < x + fi + 1 poUf .l'ER puis: 

p - ~ s:r(g)s;f...!'_~ etenfin Irlg)- r {;,)1 < Ii , 
q q 

IV, HOM€OMORPH1SMES DONT LE NOMBRE OE ROTA TIONS EST IRRA TIONNEL 

O n C(ln!.trve l e~ nOlali(,n& des parties " et Ill . Soit li E H donlle oo'mbre de ro tations 0. - r (h) n'appaJ'
Iknl pas ~ 3 mnJulo l, Ponr tonl ! E U, n on ~ co n ~idére r o n s les deul sui tes P (z) - (It'(Û) et 
Q (1) : (h- ~ (ljl, nü "E N, do nL la réunion constiTUe l'o rbite de ~ Rappelons qu 'o n appelle valeur d'adhé
re nce d 'nne ,~ nile (1,,) ... , de nOll1hres cnmp l exe~, tont elémeTU de C qni eSI limite d 'nne sous-Mli tede (zJ. 

l , SOÎt tu E U , C(ln~iJC r on,(deseté m e nE m . fi dc "' avec rn < " e l 1 "" r h '~rl u) , h ·{~ ,l l , 

MOTU rer !.lue P()IlT k. as:.e~ g.rand, les arcs de cerclc adj3Ccnls J, h"'- "(J), h l''' - .'(J), .. " h"" »- "'(1 ) rcCOn
vrent U. 

En déduiT.: q ue pom lont l, E U , l' inluseelion de P( l ,) avec J est non vide, Moni re r de mèmc que' \'inter
~ e e ti on de Q (! ,l aVèC J eSI no n Vide. 

2. Soienl lo , el l, de ux Clément .. J islineb de U. MonrreJ !.Ine (Ollie valeur d 'adhé re nce de la sni t<l! P (~ ,) est a nssi 
une vôllenr cradllércm:c: d e chacune de.s snites P (l, ) et O (l, }. ' 

Ml.lnt re r o c mime que WU I!! vi.leu r d 'adhére nce de la suite 0 (<'» e.~t n n~ valeur d 'adhérence Je chllcune de!> 
~ ni l es P ( ~,) et 0 1")' 

:\. D'aprè.t 2" t'en:'>Clllhle X d es valenrs d'adhérence de la suile P (l ) e~ 1 le mê me pou r LO US les élêmènlS t J e U. 
11 ne d épend donc 4uC'dc h e H. 

fi, Montre r tjue X eq une part1c fennieJe U. Învarinnte pu r il (te!l\! que h(X) - X), 

h. M(,nlrer que X Il ' 11 P;i5 de poin l i ~olê, c'est-il-d in: que 10tt[ point t d e X e.~ t limite d'une sullt d e po î n ! ~ 

d i ~ t ineb d e X. 

M.lOtrc! que et \le Pi.rlie fermée X de U, invar;allle p~ r Ir est minima le dans le se ns w ivanl : , ~ ; une part ie 
fe rmée Y de X ~ .. l invar i<l IllC par Il, lio n viue. a !or ~ Y-X. 

01, Si X c~1 di.~ l ine l oe U, (Ill ~eut mo ntrer que X n 'e~1 nulle part dense da ns U, c'est-à-dire nC' CQlll ient aucun 
arcJ-]:" <:\, nl! :, ~ z:, de U, 

Supp. .. ~m l. ~:.l u C<lOlrlLi re q u'u n lei a rc 1 ,;.[:" ."::1 ~ it contenu cla l15 X, 

Soi, :" e U, M,ln t!"l.· r qu'il c:)(i~ l e m.I' E hi avec III #- 1/ tc l ~ que rare 1,, - [ h"'( z.,) . h ~{ z" l l $OÏl contenu 
O, Ul ~ K En eon$idenmt lu r ~ U II;(lfI de l u, 1,"-m(J,, ), h" ~ - ""' (J o } ' mnm re r que X - U . 

s . Si X eSI ùi~tinct tk U, fIlnnLrer que Il ne peUl pas êueconiugué de la rotatio ll R,. d'an!le 2no. 
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