
IDans nos classes 

Extraire des relations 
fonctionnelles, 
c'est difficile ! 

Analyse de travaux collectifs d 'élèves de 
Seconde sur un problème de 

programmation linéaire 

Chantal Feusicr Basilio 
Paris 

Cel arlicle rend compte de quelques observations faites sur des 
ilèl,les de second~ lravaillant en pelits groupes ci la mise en 

in/qua/ions d'un problème di! programltUJ/ion lin/aire . puis d sa 
reprisenla/ion graphique. us erreurs e/ les dffficuitls les plus 
fdquen/es ou carac/lristiques y son! rùpportdes e/Il/wlydes. 

1- INTROD CTIO 

Le bUI de ccl ortie le esl de communiquer certaines observations el 
réflexions faileS BU cours d'un lravaiJ de recherche ur l'enseignement de 
l'Algèbre des élèves de seconde indifférenciée (Lycée J.B.Say Il Paris en 
1986), avec quelques-uns de mes élèves. 
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Le dispositif uùlisé a été l'enregistrement de 9 groupes de 211 3 élèves en 
U1Ùn de résoudre un problème de programmation linéaire 11 deux variables 
(ANNEXE 1). Ce lypc de problème a l'avanlage d'impliquer plusieurs 
concepLS el plusieurs modes d'expression el de représentation: le langage 
nalurel (~noncé de la siluation, activilé langagière des élèves), les écrilures 
mathématiques de lype algébrique. les repr~ntations gmphiques. Les élèves 
Ont pu , à uavers ces différenLS lypes de signifiam, évoquer leurs 
représentations menlllles des concepLS el des invarianLS opéralOires en jeu 
(inconnues, variables, proprit!lés eIC). 

LE PROULEME : 

U s'agissait de leur faire ItOU ver le moyen le plus économique 
de uansponer 1 600 personnes el 90 lonnes de bagages en 
louam d av ions : on pouvail disposer au maximum de 12 
avions de lypc A loués 4 millions de Francs chacun, transpor­
laIl1200 passagers CI. 6 IOnnes de bagages el de 9 avions de lype 
B loués 1 million de Francs transportanl 100 passagers el 15 
lonnes de bal!B2es. 

Ils devaien~ pour la première question, ltOuvcr les relalions correspon-danl 
à IOules ces données, à l'exclusion de celles qui concernaienlle COÛI. Dans la 
deuxième question, ils devaienl en donner une représentation graphique. On 
utilisailles lellIe x et] pour désigner respectivemenlle nombre d'avions de 
lype A CI. celui de lype B nécessaires au Ironspon. Les relations auendues sonl 
les suivanles : 

OSxSI2 
OS]S9 
200x + 100y ~ 1 600 
6x + 15y ~ 90. 

Ces rela tions sonl données au boUI d'une demi-heure s'ils ne les ltOuvem 
pas, afm qu'ils puissenlltaitcr la question suivante. 

Les élèves n'ont eu aucune informalion sur l'exislence meme d'un COÛI de 
location pendanl la première heure de ltavail, ils ne pouvaiCOl abonder les 
questions relauves à ee coût qu'après avoir eu connaissance des réponses 
correctes au~ dcu~ premières questions, c'est·à-dire au boul d'une heurc (ceci 
dans le bUI de faciliter l'analyse el la comparaison des ltavaux d'élèves). 
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II- A ALYSE DES PROPOSITIONS DES ELEVES. 

CONCEPTS PRINCIPAUX : 

Les concepts en jeu ont un caractère d'outil en ce sens qu'ils fonction·nent 
dans diverses questions et pennellent de les résoudre. Chocun s'imbrique dans 
un réseau grnvilllltt autout d'un concept principal qui semble être le concept de 
fonction . U y a en effet, dès ln première question quatre fonctions linéaires cn 
jeu : ,t ... 200,t 

y .... 100y 
,t .... 6,t 
y ... 15y 

ainsi que les combinaisons donnant le nombre de places ct la capacit6 de 
bagages offertS par ,t avions A et y avions B : 

e,t ; y ) .... 200,t" 100y 
e,t ; y ) ... 6,t .. 1 Sy . 

Autout de ce concept de fonction gravucot ceux de variable, de repère du 
plan et de coordonnœs, d'inéquation 'et d'inconnue. 

PROCESSUS PSYCIIOLOGIQUES ET SOCIAUX 

La situation parait simple telle qu'elle cs t prèsentée ct chacun peut 
s'investir personnellement dès le début. Très rapidement, les élèves sc 
heurtent ~ des dirticultés Cl doivent argumenter pout expliquer leurs proposi­
tions, voire les prouver en cas de contestation. (Je m'efforçais de garder le rôle 
d'un observateut aussi neulre que possible). Les contradictions qui sont ainsi 
apparues entre eux ont été des (acteurs de dèséquilibre ct ont éventuellement 
joué un rôle productif. Il semble que dIlns une sitU31ion de résolution 
collective de problème et de débat, l'appropriation collective des connaissances 
peut favori cr Cl m~me précéder l'appropriation individuelle des connais­
sances,(Le conOit socio-cognitif, tel qu'il est, pennet l'intégration de points 
de vue opposés dans un nouveau schème ; il t étudié aujourd'hui par de 
nombreux psychologues sociaux, l'école Genevoise, nt exemple). 

1lI- MATHEMATISATION DE LA SITUATION 

Les élèves ont , pour la plupart, chcrcM un moyen de tr,msporter ce 
chargement avec un mininlUm d'avions sans sc préoccuper du COÛL Us ont 
exprimé de nombreux raisonnement arithmétiques à l'aide de tennes ou des 
notations algébriques, répondllnt ainsi à ce besoin, tout en essayant de Itpon­
dre il la première question, 'est-à-dire : "écri,. Ioules les ,elalions 
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malhb1llJllquer trtuh<isanl cette sitUllllon Il l'aide du signe S el des entlus 
IIQtur~/.s .% et y •. 

A l'issue de la première demi·heure qui éwil impartie à cette question, 
trois groupes seulement. sur les 9 groupes, avaient trouvé l'expression don· 
nantIe nombre de passagers tmnsportés : 200x + lOOy . 

L'élève ne vient pas spontanément de lui·m~e à une méthode nlgébri-que 
surtout pour des problèmes qu'il imagine pouvoir traiter par d'autres 
méthodes. li y a iei une conduite de détour à effectuer lors de l'utilisation de 
l'algèbre qui lui est propre, face 11 laquelle il résiste : eclle rupture épistémo­
logique importan d'avec l'arithmétique mérite une analyse détaillée. Pour 
G.VERGNAUD (Colloque de Sèvres. 1982), beaucoup d'élèves n'entrent pas 
facilement dans le jeu des nunipulations symboliques qu'clle exige et se dé· 
tournent alors des mnlbémnliques. 11 explique qu'en effel, avec l'algèbre, 
l'élève est amené à : 

o formaliser d'emblée les hypolhèses sous forme de relations 
o ne pas calculer les inconn.es directement 
o traiter des inconnues intermédiaires n'ayant aucun sens 
o s'interroger sur le sens des grandeurs en jeu 
o s'en remettre au jeu des écritUfCS 
o utiliser des égalités ou des inégalités dans des sens nouveaux 
où l'égalité, par exemple, D'cst plus l'annonce d'un résultal 

Aussi, semble+il utile de présenter 11 l'élève un nombre suffisant de 
problèmes non résolubles facilement par l'arithmétique, qui lui prouvent que 
J'algèbre est un bon moyen de les résoudre. 

L'analyse des propos des élèves ICnd à faire apparaître que la questioo qu'ils 
se sont posée. souvent de manière implicile, était de trouver le nombre 
minimum d'avions capables d'cffectuer ce transport. bien que les deux premiè· 
res questions proposaient une tOUIe aulte recherchc. La découverte tardive de 
l'existcnce d'un problème de COût n'y est sans doute pas étmngère. Et 1'00 
observe cffectivement un va et vient entre une recherche arithmétique relative 
à ceue dernièrc question et le lmvail alg~briquc explicitement proposé. 

IV- DEMARCHES RELEVANT PLUTOT DE 
L'ARITHMETIQUE 

Presque tous les élèves ont cherché si les 21 avions émient suffisants au 
lt3nspon proposé, puis le nombre d'avions A nécessaires aux 1 600 passa-
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gers indépendammem des bagages ou bien des problèmes du même 1)'llC avOC 
les avions B ou les bagages. 

a) 8 groupes sur 9 ont cherché à minimiser l'errectir d'avions réalisan t le 
tr.lnspon il effectuer; pour la plupan, ils comparent les lypes d'avions pris 
individuellement ou dans leur ensemble quant à leurs C<ltactéristiques. ou 
calculent les caractéristiques de l'ensemble constilué par 1 avion de t)'llC A Cl 
1 avion de type B (ce dernier cas concerne 3 groupes!). 

b) L'utilisation erronée des leltres x el y a été observée dans tous 
les groupes il des degrés divers, avant de devenir correcte ensuite pour certains. 
U semble que ces lettres avaient surtout un rôle de codage de l'inronnation 
donnée par le !eXte, elles étaient alors associées au signe; ct S qui n'avaient 
alors un sens que s'ils signifiaient pour eux un lien du type "est en relation 
avcc". (Notons il ce sujet qu'il étai 1 demandé explicitement de ltBduirc l'énoncé 
à l'aide de x ct y, el du signe $). En voici quelques exemples: 

1) x; 200, y; 100 et r; 6, y; 15 
2) 0 Sr S 200 
3) x < 200p + 6/ 
4) 100 S r + y S 200 

(Dans ces deux derniers exemples, le signe + veut dire "et"). 

Dans cinq groupes apparaissent les n012lÎons redondantes rA el YB' Un 
élève introduit une n012lÎon pour dés igner une variable intennétlinire ~p 

désignanl 200x ct 3 notations analogues pour 100y , 6r ct 15y. De plus, 
on observe, aussi bien avec x ct Y qu'avec d'autres notaLions, qu'une même 
lettre peUl signifier des quantités différentes, ct cela se trouve parfois dans une 
même phrase: la conservation du sens d'une notntion donnée n'cstacquise que 
pour pcu d'entre eux, 

cl Les comparaisons ou additions de gl'ondeurs de nalures 
dirrérentes qui onl ~té éerites n'om jamais été suivies d'effet (sauf dans un 
groupe qui .vait fait un codage des infonnotions non inaerprétablcl. Dans COUS 
les autres cas, quand le signe + est utilisé abusivement, il peut être remplacê 
par la conjonction "et" : ils n'effectuent pas ces "additions· de passagers et de 
bagages. 

p-.lf contre, l'erreur d'écriture d'une unité dans un r.lppon va retarder la 
progression d'un groupe qui n'a pas ris conscience de l'erreur. U s'agit de: 

1600p; 8 et 
200p P 

193 

901 ; 15/ 
51 

Bulletin de l'APMEP n°373 - Avril 1990



Celle erreur semble leur faire oublier qu'Us cherchaient, avec ce premier 
rapport, le nombre d'avions A pouvant transporter les 1 600 passagers. 

d) Il Raccourcis verbaux" : 

Les élèves omeuent souvent des moLS dans leurs propos, pour dire, par 
exemple: 'perSOMU de type A' ou bien' A il doit être infüieur ou 19a1 à 
200 personnu' , Tous comprennent alors qu'i l s'agit de l'effectif des places 
disponibles dans les avions de type A : la fonction de référence du langage ou 
du symbolisme l'empone sur la fonc tion d'écriture ou de formulation d'une 
relation vrnie. 

V- DEMARCHES RELEVA T PLUTOT 
DE L'ALGEBRE 

a) La découverte de la rancI Ion linéaire : x ---> 2OOx . 

EUe n'a pas été d~passée par ce nains pendant la première demi·heure el 
ccnains même résistent à l'utiliser, par incompréhension, quand on propose le 
produit 200x seul ou dans J'expression combinéc 2OO.t + 100y . L'un dit 
méroe ; "On ne peUl pas mullip/u:r des personnes par un nombre d'avions". 

Deux autreS vont aussi rcmploccr x par 12 dans l'écriture 200x dès qu'on 
leur propose le produit 2oox . Une élève écrit; x, = x:lll =x x200. Cette 
écriture, où le signifiant le est dévié par un uaitemem formel, permet 
paradoxalement à l'élève unc progression vers ln solution. L'écriture, même 
fausse, peut être une aide à la pensée. Mais tous les groupes ne sonl pas 
néccssniremem passés par l'i ntervention de 1. fonction linéaire à une variable. 

b) La découverte de la ronctlon : (x; y ) ---> 200x + 100y . 

Cennins ont rait npparaitre directement la fonction linéaire des deux 
variables 1: et y : 
- Un groupe écrit d'abord Ax + B Y , en disaDl ; A et B sont inférieurs à 200 
et 100, puis un élève écril QAp 1: + QBp y ; il trouve, aussitOt après, la rela· 
tian; 200x + JOOy'; 1600, dans le mauvnis sens d'nilleurs. 
- Un autre écrit : 200x + 10Dy = (x + y )1600 ct ne parvient pas 11 
modifier le second membre de son égalité, ni donc à progresser vers la 
SOlution. 
. Un groupe pan de l'écriture : 

xA + yB = x (200p + 61) + y(JOOp + 151) = 1 GOOp + 901 
et semble bloqué ensui te parccqu'iJ la remplace par l'écriture suivante : 
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12(200p + 61) + 9( 100p + 151) :!> 1 600p + 901 
(où les inconnues x el y sonl remplacées par leurs maxima mais Où apparall 
œpendanlle signe~. 
- Un autre groupe formule le système: PA + PB S Pz 

bA + bu S bz 
avec des nOlations qui De sonl pas clairement définies. 
- Les autres groupes sont partis sur des fonctions linéllires du lype 
x --> 200x . 

c) Le sens des inégalités à Irouver a souvent posé problème. 

Il Y a, par e~emple, une certaine répugnance 11 envisager l'utilisalion des 
avions en dessous de leurs capacités : ils s'interdisent ainsi d'envisager un 
choi~ d'effectif d'avions permetlanl de transporter un peu plus de 1 600 
passagers ou 90 IOnnes de bagages. 

On trouve le plus souvent les inégalités dans le mauvais sens, peuL-être 
pour celte dernière raison, peut-être aussi sous l'inOuence du sens de la 
relation ·S· écrite dans l'énoncé ; il Y a, en effet, 5 propositions données dans 
le mauvais sens pour de~ relations correctes. Certains même e~priment des 
doutes assez forts sur le senS correct de la relation quand je la leur montre à la 
fin du Lemps imparti à la question. 

d) Cas où le signifiant dévie le signifié : 

Dans œrtams cas, la situation réelle semble oubliée au profit d'un regard 
sur les écritures pour elles-même •. Cela peut donner : 

o S x + y :!> 12 + 9 pour trOis groupes 
Daru ce premier cas. ils proposent une relation simplement 
inutile : elle semble correspondre au besoin de répondre à une 
question qui demandait des relations 

ou bien: x p =XaJ) =x x200 
Ces égalités semblent aider l'élève, comme nous J'avons vu au 

4-3. 

ou bien encore : 

x= l600p+ 901 =8p+ 151 
200p + 61 

Cette dernière écriture a peut-être empêché les élèves d'aller plus 
loin (Cf 3-c). 
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On observe les erreurs les plus graves chez le groupe le plus raible : le 
calcul absurde d'additions de grandeurs de n3lWl:S différentes y est errecwé et 
une élève propose ainsi : 206.0: + 115y ~ 1 690, après qu'elle ait eu 
connaissance de la donnée complète de la solution: 200% + 100y 2! 1600 

6% + 15y 2! 90. 

Devant les réticences de l'autre élève du groupe, eUe insislC en s'appuyant 
sur l'argument scion lequel "C"SI malhlmatlque, alors on peul le/aire !l''. 

VI- PROBLEMES PLUTOT LIES AU GRAPIIIQUE 

a} Diversité des stoluts attribués à % e t y : 

D'dOS l'ensemble, les élèves ne paraissent pas rencontrer trop de difficultés 
Il envisager % comme une inconnu 11 trouver, puis comme anable prenant 
ses valeurs dans un ensemble correspondant 11 une seule contrainte (par 
exemple 0 ~ % oS 12), puis dans l'intersection des ensembles 
correspondants 11 tOute les contraintes. (Le problème a plu tÔt té de 
comprendre l'intérél du graphique pour résoudre le problème). Une élève, 
cependant, résiste Il utiliser % comme vari1ble. EUe avai t longtemps cherché 11 
trouver % par un jeu d'équivalences d'inéquations avant d'être contrainte 
d'abandonner: cel "ancrage" du sllltUl de % comme inconnue explique peut­
être qu'eUe résisle Il considérer ensuite % comme variable. EUe dit: 
"Comment tu vas /racer 10 droile ? % el y on les a pos : ,'esl des ln onnues!". 

b) Choix des axes 

L'énoncé précisait seulement de "représenter dans un plon rapporté à un 
repère orllwnomrll'ensemble S des solutibns du syslème d'inéqualibns trouvl 
au 1"'. (Ce n'est qu'aprés avoir trouvé les axes corrects qu'ils pouvaient lire 
l'indication: "On remnrquera que ces solutions sont représentées par des 
points à coordonnées enlières appartenant à l'intérieur d'un quadrilalère·1. 

Parmi les neuf groupes, deu~ ont choisi d'abord d'associer les crfcctirs e 
passagers et les poids de bagages à 2 axes des ordonnées. L'un d'cux 
abandonnera assez vite cette représenlllLÎon, dans laqueUe il n'avait pas sû 
trouver commenl distinguer les deux types d'avions. L'autre la g:lrdera jusqu'à 
la donnée de la solution (Cf Annexe (1). II oricolllit l'axe des abscisses dans 
un sens pour % et daos un autre pour y , avec deu" origines à l'extrémité de 
ses graduations : il représentait a lors les 4 ronctions linéaires du type 
x ~ 200x par des droiles qui avaicml'avanlage de se couper en des points 
auxquels ses membres ont pu attribuer des propriétés abusives, mais reLCnant 
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leur ancmion, car ils 6laicnl alors quo convaincus que 
inlCr.;ecùons de droilCS qui leur donncraicolla solution. 

sonl des 

Un troisième groupe (le plus faible) a repéré sur ch:lCun dc.~ deux axes les 
donn6cs relatives li chacun des lypes d'avions ne relenanl que les nombres 

pondants el oublianl ainsi la différence de nature de ces donn6cs. 

Les six autres groupes onl envisagé d'emblée des axes corrects, plus, peul­
ette parcoqu'ils ont failjouer un aUlomalisme lié aux lettres xely, que par 
réelle rénedon. 

VII- CO CLUSION 

Ceue observaùon montre plulOt l'~lève en silu.lion d'échec devanl le 
probl~me proposé. 

L'analyse de propos des élèves nous a conduil à considérer des phénomènes 
relativemem différents de ceux que nous avions prévus Cl des objectifs 
poursuivis: essayer de monlrer les processus cognitifs en jeu quand on 
propose li l'élève de travailler sur un problème 0 interviennenl trois 
rcprésenwlions possibles des notions impliqu6cs. 

Malgré les difficultés rencontrées, les propos des élèves Om été d'un grand 
in~L Us nous ont permis de considérer : 

- l'organisation des données d'un problème par les él~ves en fonction 
de la formulation des quesùons ; 

- l'usage fail par l'élève des nOlUtions nlaLhémaliques ; 
- l'interpréUltion de l'énoncé ct des questions, en fonction de ce que 

l'él~ve ressent comme nécess:llre de chercher ; 
- e~ plus généralement, la résisUlllCe Il abandonner les mélhodes arith­

métiques pour utiliser une méthode algébrique poUrUlOt imposée par 
l'énoncé dcs questions. 

Notte objectif aclUel cst de poursuivre ce travail sur l'initiation à l'algèbre. 
Il parail intéressant de continuer à chercher en quoi ce type de problème peut 
aider l'élève à assimiler les concepts en jeu. La représentation graphique 
présenle-l-elle des probl~mes conceptuels qui lui SOnt propres? (notions de 
droites, d'alignement de points, de graduation réguliène ... ). La représenultion 
graphique par l'élève, comprise en relation avec : 

- la siluaùon ·concrète" 
- les relations mathématiques 

lui permet-elle l'assimilation des concepts en jeu? 
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ANNEXE l : ENO cr DU PROBLEME 

UN PONT AERIEN (d'après une idée d'Emma CASTELNUOYO, 
manuel de Seconde, Ed.CEDIC, (981). 

On veut transporlCr 1 600 personnes Ct 90 IOnnes de bagages. Deux types 
d'avions sont disponibles : 12 du type A et9 du type B. 

Ceux du type A peuvent transponet, au plus 20Q personnes et 6 tonnes de 
bagages; ceux du type B peuvent transporter Ou plus IOQ personnes et 15 
tonnes de bagages. 

On désigne respectivement par x Ct y les nombres d'avions de type A et B 
qui pourront ~tre choisis. 

1) Ecrin: toutes les relations m:uhématiques traduisant celle s ituauon à l'nide 
du signe ~ et des enticrs nalurels x et y . 

1 Celle premUre parlie eSlla seule lisible au cours de la première demi-/u:ure 

2) Représenter dans un plan rapporté 11 un repère orthonormé, l'ensemble S 
des solutions du système d'inéquations trouvé au 1°). 
(On remarquera que les solutions sont représentées par des points 1l 
coordonnées entières appartcnan t à l'intérieur d'un quadri Imère). 

La location d 'un avion du type A revient à 4 Millions de Froncs, celle d'un 
avion de type B revient à 1 Million. 

3) Donner l'expression du coOt de l'opération n fonction des nombres x et 
y . On notera ce coût C(X ; y), puisqu'il est l'image par une fonction C de 
deux variables x el y : C : N x N -> R+ 

(x ; y ) -> (x ; y) = z 

4) Représenter la droite D4, d'équation 4x + y = 4, correspondant à un côut 
de 4 Millions de Fr.\l1cs, puis la droite D45 d'équation 4x + y = 45 corres­
pondant Il un coût de 45 Millions de Francs_ D'une manière générale, que dire 
de la pente des droites Dz d 'équation 4x + y = z, correspondant à 
z Millions de Francs? Et qu'indique l'ordonnée li l'origine de ces droites? 
(c'esl-à-diro l'ordonnée de l'intersection de haquc droite avec l'axe des 
onlonnées). 
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On cherche, bien sûr, le coût minimum Cm de l'opémtion, La droite d'équa­
tion 4x + y = Cm doit donc passer par un point à coordonnées entières 
appartenant à l'intérieur du quadrilntère du 2°), ct avoir une rdonnée à 
l'origine minimum. Quelles ont les coordonnées de ce point? (On ne 
demande pas de démonstr.ltion mais une simple observation de la figure). En 
d&luire les nombres d'avions x el y correspondant au coût minimum Cm que 
l'on calculera. 

A NEXE2 

SCHEM PROPOSE PAR GROUPE D'ELEVES 

::c aVions ~o~~~~--.,.....-~ 
_u, ~ .a ..... lons 
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