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Problèmes de 
dénombrement 
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Dans cer article , on va étudier un type de 
probMme que /'011 rellcontre dès le Lycée : les 
problèmes de détWmbrement. 

Cct article constiLue le 
chapiue 5 de ml thèse. 

1 d'état "E,ude sur l'en­
sejg""menJ d. Mi'ho­
d ~ $ de Démonslralion. 
Enseignemenl de la 
notion de Umirt : 
rifle.xions, proposi. . 

t;ons " ~ soutenue en 
Juin 1988 l Tuulous<:. 

Précisons que ce som des problèmes d:lns lesquels 
il s'agil de calculer le nombre d'éléments d'un certain 
ensemble E fini. Ces prob l ~mes peuvent être lIès 
variés. Indiquons quelques exemples usuels; dans ce 
qui SUil, tous les ensembles sont supposés linis. 
1 - Nombre d'éléments de AxB. 
2 - Nombre de parties d'un ensemble de n éléments. 
3 - Nombre de parties Il p éléments d'un ensemble 
contenant n éléments. 
4 - Nom bre d'applications de A dans B. 

5- Nombre d'applications injectives de A dans B. 
6- Nombre de tiercés dans l'ordre. d:lns le désordre. 
7- Nombre de mOls différenls pouvanl être tcrits à partir d'un certain 

ensemble de letlIes. 
8- Nombre de diagonales d'un polygone de n côtés. 
9- Nombre de paquets de cinq canes (dans un jeu de canes) vérifiant une 

cerl3Îne condition. 
10- Nombre de tirages différents de trois boules dans une ume contenant 

quatre boules blanches el six boules noires. 
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On voit urees exemples que la nalUre des éléments de E esl très variable: 
dons l'exemple 1. les éléments de E sont des couples, dons les exemples 2 et 
3. ce sont des parties, dans les exemples 4 et 5. des applications. Dans les 
exemples suivants. ce sont successivement des tiercés. des mots, de ' 
diagonales, des paquets de canes. des tirnges de boules. 

Usuellement. les exemples 1. 2. 3. 4 et 5 fOD! J'objets de théorèmes de 
cours. 

Malgré ceue diversité apparente. il m'avait lOujours semblé, depuis 
J'époque où j'étais étudiant, que ces problèmes avaient au moins deux points 
communs: 

1 : Très souvenl. on n'est pas sOr de son résulW. 
2 : lis sont souvent difficiles. 

Le second point. contrairement au premier. n'cst pas spécifique à ce genre de 
problème. 

Nous allons voir que la grande majorité des enseignants et des étudiants 
semblent d'accord sur ces deux points. Je commencerai d'abord par indiquer et 
commenll:r les résultats d'un lest proposé à dcs enseignants du secondaire el 
du supérieur. et à des éwdiants. Je proposerai ensuite des explications pour 
chacun des deux points précédents. Enfin, je ferai quelques suggestions 
conœm:uul'enseignement de ce type de problème. 

EXPERIMENTATION : 
PRESENTATION ET RESULTATS DU TEST 

A - TEST PROPOSE 

Voici l'énoncé du test qui va êlre éwdié: 

Quel esl le nombre d'applications su~ecUves d'un 
ensemble de (n + 1) éléments dans un ensemble 
de n élémenls ? 

n y a plusieurs solutions possibles. On peul. par exemple, procéder ainsi: 

Soit E = la" 02, .... 0 • • 1) l'ensemble de dépan et F = lb" b2 .... ,b.) J'ensem­
ble d'arrivée. Une application f de E dans F est surjective si et seulement si 
un élément ct un seul de F admet deux antécédents et si tous les aulrCS en 
admettent un. Il yan manières possibles de choisir un élément bi de F. 

2 
Pour chacun de ces choix. il y a C. + 1 manières de choisir deux élémCl1IS 
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a. et a, de E ayam comme image bj . D reste alors 11 défInir la restriction de 
f à E privé des éléments a. et a, . Cette restriction est une bijection d'un 
ensemble à (n - 1 ) éléments dans un ensemble 11 (n - 1 ) élémenLS. Il y a donc 
(n - 1)! manières de définir une !clle restriction. En définitive, le nombre 

l (). (n+ll!n cherché est donc :n . C •• 1 . n - l "ou encore, 2 . 

On peut remruquer qœ celle démonstration uûJise uniquement des résultats 
classiques. 

D-Précisions sur le déroulement des séances d'expérimentation 

Ce lCSI a été proposé à 55 enseign3llts (20 du supérieur et 35 de lycées), et 
à 37 étudiants: 18 étudiants préparant le CAPES de mathématiques, Il 
étudianLS de DEUG, 5 élèves de Mruhémaùques Supérieures et3 élèves d'une 
grande école d'ingénieurs de Toulol1SC : l'ENSAE (souvent appelée SVP 
AERO, 

Celte expérimentation s'es~ en général, déroulée de la manière suivante: 
distribution d'une feuille contenant l'énoncé et sur laquelle je demandais de 
répondre, en précisant que l'on uûJise la feuille comme brouillon. 

Pour 29 enseignants de lycée, il en a été au!rement : dans deux stages 
!REM différents, l'un de 16 enseignants, l'autre de 13, j'ai demandé aux 
stagiaires de chercher l'exercice. J'ai ensuite demandé à chacun d'cux d'indiquer 
oralement sa réponse (s'il en avait une), ct d'expliquer sa démonstration: je 
notais au fur et li mesure, au tableau, les diverses réponses ct le type de 
méthode utilisée. 

Enfin, poUt les 5 élèves de Math-Sup, ils ont effectué leurs recherches en 
ma présence, au tableau: trois dans le cadre d'une colle orale porlant sur la 
combinatoire: quant aux dcux autres, deux excellen~~ élèves (l'un d'eux a 
obtenu un accessit au Concours Généml de Mathématiques), je souhniutis me 
rendre compte de leur comportement face 11 ce type de problème. 

Pour les 20 enseignanLS du supérieur, l'expérimentation s'est effectuée en 
4 fois: un groupe de 9, deux groupes de 4, un groupe de 3. 

1\ en est de m~me pour les 35 enseignanLS de lycée: il y a eu un groupe de 
16, un de 13, un de 4 et un de 2. 
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Quant aUl< étudiants, autres que les élèves de Math-Sup, il y a eu une 
séanœ pour chacun des groupes; étudiants de CAPES (18), étudÎlll1ts de 
DEUG (11), élèves de SUP-AERO (3). 

Pour les enseignants, les séances d'expérimentation auxquelles ils 
participaient, d'une durée totale d'une heure en moyenne, n'étaient pas 
exclusivement consacrées à ce teSL 

Pour terminer, signalons le point important suivant: toutes les personnes 
disposaient d'un quart d'hcure, au minimum, pour répondre à ce tesL 

C-Ro!sultal5 du test 

ENSEIGNANTS 

Supérieur Lycées Total 
Pourcentage 

(20) (35) (55) 

Réponse juste 3 6 9 16% 

Pas de réponse 5 Il 16 29% 

Réponse fausse 12 18 30 55% 

ETUDIANTS 

CAPES DEOO MAllI SUP ToUll Pourcen 
(18) (11 ) SUP AERO (37 ) toge 

(5) (3) 

Réponse juste 1 2 1 0 4 11% 

p.., de réponse 5 3 0 1 9 24% 

Ré:pcllu:e fau.sse 12 6 4 2 24 65% 

Quelques commentaires : 

o Le pourcentage de réponses justes est faible. 

o La majorilé des personnes proposent néarnmoins une réponse. 

o Le nombre de réponses fausses est important, y compris chez les 
enseignants. 
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o n n'y a !XIs de différence sensible entre les resulUlts des enseignants 
el ceux des étudiants. De plus, à l'intérieur de chacune de ces deux catégories, 
la nature des résulUlts ne semble pas liée au niveau d'éuxle des personnes. 

o Précisons le point suivant concernant les 18 étudiants préparant le 
CAPES de Mathématiques. A la lin de la sé;lnce de test, qui eut lieu en février 
1987, ils m'ont signalé qu'ils avaient dejà fait cet exercice en début d'année 
scolaire avec un autre enseignant : un seul a été en mesure de le refaire 
correclement. 

Ole résultllt faux que l'on rencontre le plus souvent est le suivant: 
n (n + 1)1. 11 est proposé par 6 enseignants el 6 étudiants. On analysera en 
détail, dans le pamgraphe suivant, une fiche de ceue catégorie. 

o Quelques personnes, 5 enseignants et aucun étudiant, ont eu l'idée 
d'étllbUr une relation de récummce pour résoudre cet exercice. 

REACTIONS SIGNIFICATIVES D'ENSEIGNANTS 
ET D'ETUDIANT . 

A la fin des 7 séances d'expérimenUltion consacrées aux enseignants, une 
discussion sur les problèmes de dénombrement eut lieu. J'ai eu d'autre pan 
trois entretiens SUt ceue question avec des éwdiants : l'un avec deux excellents 
élèves de Math-Sup, un autre avec un groupe de trois élèves de Sop-Aéro. Ce 
dernier entretien a fait l'objet d'un enregistrement au magnétophone. Nous 
allons indiquer ici des points qui nous ont semblé particulièrement 
significatifs. 

La première question que je posais immédiatement après ce test et avant de 
proposer une SOlution de l'exercice, étailla suivante: "Etes-vous SÜTS de vorr. 
réponse ?". 

Personne, y compris parmi les enseignants ne répondi t ·our. Dans le 
meilleur des cas, certains, peu nombreux, répondaient qu'ils éUlÎent presque 
sûrs. Notons, par exemple, la réponse de l'élève de Math-Sup qui avait eu un 
accessit au Concours Général: "Dans ce domaine, on n'est pas sûr de sa 
riporue". (Signalons, au passage, que sa réponse éUlÎI juste). 

Un élève de Sup-Aéro donne le point de vue suivant: "Pour moi, dans ces 
problèmes, /'impression que j'avais c'est que c'étail lUI peu au hasard". 
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Tous les enseignanlS inlClTOgés élaicot d'accord sur le poinl suivant: dans 
ce gelltC de problème, il esl souvent très difficile de faire comprendre à un 
élève pourquoi il s'cst uompé, Notons que ceci n'CS! pa.~ 'urprenanl dans la 
mesure où nous-mêmes, enseignanlS, ne sommes uès souvent pas sOrs de 
notre réponse, 

Les enseignants semblaient d'accord sur le point suivanl : les élèves qui 
s'co sonent le mieux dans ce genre de problème ne sont pas forcément ecu:> 
qui, usuellement, sont les meilleurs. On peUl relever, l'''T exemple, des 
interventioos d'enseignants telles que: 

"Les meilleurs lt~ves ne se re/rouvelll pas" 
"Cer/ains /rouYen/la sotu/ion mais ne savelll pas pourquoi" 
"Là, on ne trie pas tes bon.' él~es" . 

Un autre point qui semblait avoir l'assentiment de IDUS : en général, dans 
les problèmes de dénombrement, la solution ùem en quelques lignes. Ce 
poin~ d'ailleurs , a pu être vérifié lors du dépouillement des tests : les 
solutions, justes ou fausses, étaient effectivement counes. Et aucun ensei­
gnant n'3 dit que, en présence d'élèves, il détaillerait davantage sa solution, 

Je posais aussi la question suivanle : "A vOlTe avis, qu'es/-a qui 
par/icu/arlse la combinatoire ?", Pour beaucoup, la combinalDire est liée à un 
problème de modélisation. Indiquons d'autreS réponses d'I!tudiants : 

"On ne corma;, pas te ,ésul/al" 
"On n'a pas de suppart vlsuet ; si, dans un exercice, on trouve 1500 au 

lieu de 1490, on ne peut pas contrôt.," 

Ce dernier étudian~ d'ailleurs, trouvsil qu'une majoration d'intégrales, par 
exemple, était quelque chose de bicn plus concret Lorsque je lui dis que, pour 
cenains, un jeu de cartes ou un liercé pouvait être plus concret qu'un ... 
comJXlct, il me répondit qu'il préférait avoir affaire 11 un compact., car, dans ce 
cas, il pouvait faire un peÙt dessin. 

AjoulDns enrut un détail qui me semble assez bien traduire la réacûon des 
enseignanlS ct des étudiants vis-à-vis de ce genre de problème : lorsque, au 
cours d'une séance d'expérimentation avec un groupe de quatre enseignanlS, je 
leur ai dit qu'un test allait porter sur les problèmes de dénombrement, leur 
réacuon fut unanime: ils soupirèrent et!'un d'eux, approuvé par les aulreS, 
s'écria: "Oh! td tM", 

Visiblemen~ comme le signalait un élève de Sup-Aéro, ces problèmes 001 

parfois un cenain aspect un peu traumatisant. 
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COMMENT PEUT-ON EXPLIQUER UNE TELLE 
SITUATION? 

A-Introduction 

Je vais proposer, clans ce paragraphe, des explications possibles <rune telle 
situation, et plus particulièrement du point suivant: Pourquoi, Ir~s souvent, 
n'est-on pas SÛT de sa répense 1". 

C'est cc point qui, mon avis, est vraiment spécifique à ce genre de 
problème. " arrive, bien s{lr, dans d'autres domaines, que des enseignllIlls 
aient des difficultés pour résoudre des problèmes. Mais alors, il est rare qu'ils 
proposem une solution fausse. Il n'en est pas ainsi clans les problèmes de 
d~nombrement : les r~uJ13LS du tes t l'indiquent nettement. Signalons 
d'ailleurs que la première fois que j'avais dû résoudre cel exercice(")j'avais 
proposé sans cenitude une solution fausse, comme la majorité de mes 
collègues. Essayant de comprendre pourquoi il en était ainsi, je me suis rendu 
compte que, cenainemem par tradition, les solutions de ces problèmes étaient 
données de manière particulièrement succime el qu'alors, il était difficile de 
contrôler sa solution _ Je me suis astreint, pour la première fois dans ma 
carrière d'enseignant, Il rédiger la solution de l'exercice proposé p~emment 
avec un niveau de rigueur comparable Il celui qui est usuellement demandé 
dans les autres domaines des Mathématiques: la solution ne ÙCnt alors plus 
en quelques lignes; elle nécessite deux pages environ, comme on va le voir. 

D.Exposé d'une solullon détaillée, 

Rappelons d'aberd deux propriétés essentielles qui sont très souvent utilles 
clans ce genre de problème: 

1 - Deux ensembles finis en bijection ont m~me cardinal. 

/1 suffit donc, pour déterminer le cardinal d'un ensemble fini E, de 
déterminer une bijection de E Sur un ensemble dont on connait le cardinal. 

2 - Si (E;)lel est une partition d'un ensemble fini E 

Alors : Card E - L. Caro E; 
le 1 

( ') Mon fils étail alors élève de Malh-Sup CI .. ail cu cct .'Cleie. en Colle; il 
m'avail demandé de le reCuire. avec lui; il ne se souvenait plus très bien de la 
so lution. 
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Dans le cas où on est en mesure d'évaluer le cardinal des Ei , on en déduit 
le cardinal de E ; sinon 00 peut être amené à chercher une partition plus flnc 
de E CIl déterminant une partition de ch:1que Ei , et ainsi de suite. 

Considérons alors l'exercice proposé. et nOlons. comme dans ta solution 
lJIUIlO5ée précédemment : 

et 

Les idées qui ont été utilisées dans la démonstration que nous avons 
dcnnée pourraiem dcnner lieu à ta démonstration sllivantc : 

Notons S l'ensemble des surjections de E dans F. 

I·Une application de E dans F esl surjective si Cl seulement si un 
élémenl et un seul de F admel deux antécédents et si lOus les autres 
en admeUCnt un seul. 

2.Posons. pour J = 1.2 ..... n • 
Sj = {s ES: bj a deux antécédents} 
Alors (Sj:) = 1.2 .... ,111 est une partition de S. 

3·Soit P2 l'ensemble des parties de {I.2 .... ", + 1 J contenant deux 
éléments. on pose. pour toul {l • { J de Pz: 

S; ·, = (s E SJ : s (a.l =s (a,) = bJ) 

Alors. pour chaque j = 1.2 ..... n • {s;-': (k , Il e Pl}1 est une 
partition de Si . 

4·NolOns B l'ensemble des bijections de l'ensemble E privé de ak el 
a{ dans l'ensemble F privé de bj . 

'. , 
Alors S j el B ont même cardinal. 

SoOn peut alors en déduire le cardinal de S. 

Il me semble important de détailler ces différentes étapes pour bien se 
rendre comple à quel point les solutions proposées usuellement sonl 
"raccourcies". 
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l·Pour toule applicationf de E dans F. on a: . . \ 
Card E = L Cardf (b.) (\) .-\ 

. \ 
car les r lb ,) constiluent une partition de E . 

. \ 

Notons N, = Card f (b i ). Avec ceue notation. il esl clair que 
l'on a: f surjective <=> 'Vi = \ .2 •... ,12 , Nj ;:: 1 

• 
Or, d'après (1), L Ni = n + \ . 

1_ 1 

Par suite. une condition nécessaire el sufflSallte pour que f soil SUJjcclive 
est que l'un des Nj soit égal il 2 el que IOUS les autres soient égalll< il 1. La 
condition nécessaire et surrasante de celle première étape est donc établie. 

2-Ceue étape se déduit immédiatement de la précédente. 

Joli s'agil de vérifier que: 

U 
>.1 

a) S, = S, 
( • . , j e ', 

1.1 ,t ', f ' 

b)S j nS, =0 si (k,I) " {k ',I') 

Le a) sc vérifie immédiatement il partir de la déflllition même de Sj . 
Quant au b). on peut raisonner par l'absurde. Supposons que 

(k ,Il .. (k ',1'1 et que s;- ' n s; ·· ,· ... 0, c 'est-à-dire qu'il existe un 
t , 1 ,t' ." 

élément So appartenant à S) et ilS j . Si les sous-ensembles 
(k , 1 ) el (k " l ,) sont distincts. un élément au moins de l'un n'est pas 
élément de l'autre: on a. par exemple k .. k' et k ... r. 

ot 1 ,t' , -

So appartient il S j' n S j' : on a donc : so(ak ) = 'o(Ok' ) = so(ar ) = bj-

bj aurait donc trois antécédents distincts. Il est clair alors que le cardinal de 
l'ensemble s (E) serail inférieur ou égal il (n - \) et que s ne serait pas 
surjcctive. 
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.. / 
4-Pour démontrer que Si et B ont même cardinal, il sumt de 

'. / déterminer une bijection de B sur S j • Associons à chaque b 
de B l'application s de E dans F dont 1. reslIicLion 11 E \ {ak.lll J 
est égale à b et telle que s (ak ) = s (al) = bi . Il est immédiat . / 
de vérifier que s est surjective et que s appartient à S j ' . On 

'. / définit donc ainsi une application de B dans SI ' Notons la 
cp. Démontrons que cp est bijective. 

1./ 
Soit SES j • Démontrons que s admet un antécédent unique b dans B. Si 
b existe. alors on a cp(b ) = s et b est nœessaircment égal à la restriction de 
s à l'ensemble E \ (Ok ,al ) . s admet donc au plus un antécédent. Un tel 
élément b est effectivement un antécédent de s ; en errel, b appartient li B cas 
la restriction de s à E \ {ak ,al J est une application surjective d'un 
ensemble de (n - 1) éléments dans un ensemble de (n - 1) éléments, à savoir 
F\ (bj ) : c'est donc une bijection. De plus. on a bien CP(b) = s (immédiat). 

5-0n sait que Casd B = (n - I)! Donc il en est de même pour le 

cardinal de chaque S; · /. Or les S; · / constituent une partition de 
2 

E. Il yan nscmbles Si et chacun d'eux contient C. + 1 SOus-
>. / ( 2 ) ensembles SI' Il Y a donc en tout n.C. + 1 sous·ensembles 

' . / S j • On a donc en dUinitive : 
2 

C:trd S = n.C •• 1.(n .. Il ! 

Remarque: Si on essayai t de rédiger de manière détaJllée et rigoureuse 
d'autres exercices classiques de combinatoire, relatifs pas exemple à des 
paquets de castes ou à des mots pouvant être écritS dans ccruùnes conditions. 
on sc rendrait compte que leur solution est souvent bien plus longue et bien 
plus déticate qu'il n'y parniL 

C. Pourquoi n'est-on souven t pas sûr de sa réponse? 

Je dois dire que, parmi les enseignants ct les étudiants qui ont passé le 
tesl, aucun ne pensait que la résolution d'un tel exercice pouvait être détaillée 
ainsi . Avant de me pencher vraimenl sur la résolulion de ce genrc de 
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problème, j'élais. moi aussi, bien loin de me douter qu'il pouvait en être 
ainsi; et j'ai lOujours donné aux élèves des solutions caunes, 

Remarquons que, bien sûr, il y a d'autres soluùons : on peul, par exemple 
en nO!ant Sn le nombre cherché, ét:lblir une formul de récurrence entre Sn ct 
Sn -- l , Ceue formule n'est p:LS simple à éUlblir et elle nécessite un oin 
particulier, Quoi qu'il en sail, toutes les solutions nécessitent une rédaction 
nettement plus longue et plus précise que celle que J'on donne usuellement. 

En considérant la longueur de la démonstration précédente, ct le nombre 
d'éUlpes et de jusûlications qu'elle niX:essite, on peut comprendre pourquoi il 
est très diflieilc de contrôler une solution qui tient en quelques lignes ct dans 
laquelle on ne justilie pratiquement ricIL On a donc là un élément de reponsc 
à deux questions signalées priX:édcmment : 

1 - Dans ces problèmes, on est ranemenl stlr de sa réponse, 
2,- Les enseignants onl souvent du mal 11 faire comprendre aux élèves 

leurs erreurs, 

Ccci va être iUustrédans l'analyse délaiUée d'une solution fausse, 

D-Analyse d'une erreur très classique. 

Nous allons reproduire intégralement puis analyser une solution fausse, 
proposée par un enseignant du Supérieur, et aboulissant au résulUlt faux le 
plus fréquemment rcncontré: n (n + I)!(OO) 

('.) , n est assez surprenant de constater que tes personnes qUI ont proposé celte 
solution n'ont pas eu l'idée dt: vérifier tl!Uf réponse pour Il = 1. Ils se seraient ainsi 
rendu compte de leur olleur. 
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Solution : 

f 
1 x" ... ,X n + Il ~ E -7 F - (Y,, ···,Ynl 

al , est une bijection d'une partie A de E à n éléments sur F 
b) nombre de bijections de A sur F = ni 

n 
c) nombre de parties à n éléments de E = en + 1 = n + 1 
dl l'élément restant a n pcssibllltés 

Dans cette satu tian, les étapes b), cl, cl) som j ustes. L'étape a) aussi, 
malgré une peti te imprécision, sans imponnncc, dans ln formulation ; on 
pourrait, par exemple, écrire ceue étape ainsi: 

f est une surjection de E dans F s i Cl seulement si il existe un 
sous~nscmble A de E, de cardinal n, tel que ta restriction def li A 
soit une bijection de A Sur F. 

Pourquoi le résulull est·iJ faux 1 On va essayer de repondre 11 celle question 
de manitre assez précise. 

Noton , comme précédcmmen~ S l'ensemble des surjections de E dans F 
Cl, pour toute partie A de E de cardinal n • nOlons : 

SA = ls eS: s lA bijection de A sur FJ 
(s lA désignant la reslriclÎon de, à A) 

On peut vérifier aisément que tous les SA Ont un cardinal égal à n ln 
d'autre pan, il esl clair qu'il ya dans E (n + 1) partics A de cardinal n . Or, 
quand on écri~ comme dans la solution ci-dessus, 

Card S = (n + 1).Card SA = (n + 1).n 1 n , 
ce suail correct si el seulement si les SA constlluaient Wle parlilwn de S ; or 
ctci estfaux, car IDUI s de S appanicot à deux SA. En effel : 
soii se S. On peUL vérifier, comme on l'a vu précédemment, qu'il existe un 
élémenl unique de F, Yj ,Qui admet deux antécédents, Xl el XI • Si on pose 

AI = E\ [XkJ el A2=E\ [xtl , 

il esl clair que s appartient à la fois Il S AI el Il SA:. , el qu'il n'appartient à 
aucun autre SA. Ainsi, en faisanlla somme des cardinaux des SA, on obticot 
le double du cardinal de S. On retrouve alors la bonne réponse en divisanl le 
résullat proposé par 2. 

Ce type d'errcur se rctrouve très fréquemment d~ns les problèmes de 
dénombremcol : 
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A un cutain moment de la démonstfatlon, on utilise lUI<! propriété 
d'odditivitt d'une partition poUf un en.rembl. d. portles qui n'en est 
pas IUI<!. 

Sur cet exemple, on comprend mieux pourquoi il est souvenl difficile 
d'expliquer une erreur, à partir d'une solution aussi succmle : lout élait juste 
sauf la dernière ligne indiquanlle résullaL En d'aulres termes, on n'est pas en 
mesure de relever une erreur de raisonnement cxplicilCrnent écrite: il n'yen a 
pas. Ainsi, on est obligé en quelque SOrte d'imaginer la couse de l'erreur qui a 
été commise avant de pouvoir corriger cetle erreur. Signalons d'ailleuJS que, 
dans certaines fiches contenant une reponse fausse, je n'ai pas été n mesure 
de faire une analyse aussi precise de l'erreur commise. 

Que fait-on usuellement pour faire comprendre une elTeur de cc type à un 
élève 7 La gronde majorité des professeurs que j'ai inlerrogés 11 ce sujct (ct 
moi-même d'ailleurs), essaient de lui faire senûr, s'ils le peuvent, qu'avec sa 
mélhodc il a compté certains éléments plusieurs fois. Ce n'est souvent pas 
facile si l'on ne prend pas la peine d'cxplicner, comme ci-dessus, le 
dcroulement de la démonSLmlÎon. 

E_Pourquoi ces problème sont-ils souvenl difficiles ? 

On peut d'abord faire une remarque ur le mot "difficile". En e qui me 
concerne, je considère que la notion de difficulté, en pédagogie, est une noLion 
un peu vague qui ne peut avoir de SCnS que d'un point de vue slalÎsLique. Plus 
précisément, en ce qui concerne l'exercice du test par exemple, cinq 
enseignants sur six n'ont pas su le résoudre : l'exercice est donc difficile. 

La solution proposée pour cct exercice, qu'elle soit d~llIi1l~e ou non, 
nécessite plusieurs élllpes. Or, dans ce genre de problème, par purc Iradition 11 
mon avis, on indique rarement la man:hc 11 suivre ct, bien évidemment, ccci 
nc peut que les rendre plus difficiles. On peut se rendre comple aisémcot que, 
dans d'autres domaines des malllématiques, on indique Irès souvent, dans les 
énoncés de problèmes, des élllpcs inlermédiaires plu simples que celles qui 
interviennent dan.~ les problèmes de dénombremenL Ainsi, par exemple, la 
première étape de la solution que nous avons proposée peut sembler assez 
naturelle: il o'en est rien. L'examen des fiches de tests montre qu'il n'y a 
qu'un pelÎt nombre d'étudiants et d'enseignants qui ont cu l'idée d'aborder le 
problème ainsi. Parmi ceux qui n'ont pas donné de réponsc, beaucoup n'oOl 
pratiquemcot pas démarré. 

En définitive, une des raisons essentielles de la dillicullé de cc genre de 
problème CSI toute simple: on les pose très souveol de sorle qu'ils 
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soienl difficiles. Une difficulté de ce type n'cst donc pas liée li la nalUre 
même des problèmes de dénombrement; elle est due li une tradiùon de nOtre 
système éducatif. 

Par tradition aussi, on indique lJès rarement 1. réponse dans ce genre de 
problème. Soulignons que, mante si on indiquait le résultat, ce genre de 
problème, souvem, ne serait pas bien plus facile pour aUlanL Dans ce cas, on 
aucun bien sOr la possibilité de savoir si son résultat est juste. On travaille 
sur des ensembles finis. certes, mais on est rarement en mesure, dans ce genre 
de problème, d'expliciter et de compter un par un les élémcol$ de l'ensemble 
dont on veut calculer le cardinal. Oc plus, comme le faisait remarquer un 
étudian~ on connaît rarement un ordre de grnndeur assez précis du résull1ll 

Une autre difficulté, plus spécifique à cc genre de problème. est celle qui a 
été signalée par beaucoup d'enseignants et d'étudiants: ln modélisation. Il est 
!air cn effet que, avec des énoncés ne contenant aucune indicaùon, il est 

souvent difricile de trouver un modèle mathémaùque pcmtettant de traiter le 
problème. 

Pour tennlOer, on est peut-être en mesure de comprendre pourquoi les 
élèves usuellement bons ne sont pas toujours les meilleurs dans ce domaine. 
En effet, compte tenu de ta situaùon décrite ci-dessus, ta résolution d'un 
problème de dénombrement nécessite des qualités d'un genre assez particuliec: 
on se contente d'une justification très sommaire et on fait peu de 
démonstrations déUlillées de type class1que, Ainsi, on s'en son le plus 
souvent en s'inspirant d'exercices déjà vus, par simple mimétisme, Dans un 
tel contexte, des qualités telles que ln rigueur par exemple, sont beaucoup 
moins uùles dans cC domaine Que dans les autres branches des mathématiques, 

CONCLUSION 

Il cesson clairement des résultats du tcst CI des entretiens avcc les 
professeurs elles étudiants que les problèmes de dénombrement occupent une 
place très particulière dans noue enseignemcol Comme le signalait un élève 
de Sup-Aéro, ce domaine fait un peu penser à un jeu de hasard: on donne 
souvcot une réponse en sachant qu'on n'en est pas vraiment sûr. A ce suje~ 
on l'a vu • les réactions des enseignants sont tout ~ fait analogues 11 ceUes des 
étudiants, 

La rédaction rigoureuse des soluùons de ces problèmes doit être lOute autre 
que celle qui est utilisée usuellemenL D'un autre côtt, si on ,'astreint à un 
niveau de rigueur comparable à celui que l'on demande dans les autres 
branches des mathématiques, ces problèmes risquent peut-êue de devenir 
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moins allmyants, car leur solution, bien plus longue, rait souvent appel à des 
outils abSU'aits, en théorie des ensembles nOlJllllmenl. 

Une chose en lOut cas me semblc importante : quel que soit le type de 
démonsll'8lÎon qu'ils proposent à leors élèves, les enseignants devraient être en 
mesure de !Miger des solutions détaillées et rigoureuses arin de pouvoir 
conltôlcr leur propre réponse, En plus, ceci pourrait leur permCttre, d'une pan 
d'avoir une idée plus précise de la difficulté du problème qu'ils poS(:llt, et, 
d'autre pan. de mieux analyser les erreurs commises par leurs élèves. 

Doit-on proposer aUl< élèves des solutiollS détaiUécs et rigoureuses? Je ne 
pense pas qu'il soit nécessaire de le faire lOujours. Il serait cependant 
souhaitable que les élèves aient conscience du type de démonslt3tion qu'il 
raudrait raire ct qu'ils indiquent de manière bien plus précise les diverses 
étapes de leur raisonnement, même s'ils ne détaillent pas complètement 
certaines d'cntre eUes. 

La difricuJté de ce type de problème provient en grande partie de la manière 
dont ils sont posés : on donne ltès rarement la marche à suivre. 11 n'est alors 
pas surprenant que, si on n'a pas vu auparavant des exercices analogues, la 
résolution soit SOuvent difricilc. Ceue ituaUon n'est pas du tOUL spécifique 11 
ce domaine des mathématiques. 

Doit-on systématiquement indiquer la marche 11 suivre dans ce genre de 
problème? Je ne le pense pas car la recherche d'une méthode de résolution 
peut être très enrichissante. Cependant, au cours d'une évaluation, nous 
devrions être plus prudents ct ne pas oublier que nous-mêmes éprouvons des 
difricull& en présence de certains problèmes et qu'il nous arrive souvent de 
nous tromper. 

Pour en savoir plus 
Maurice GLA YMAN :Un aspeCl de la Combinatoire 
Bulletin n"1.77 1971. 
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