
IEtudes 

Le (nouveau) calcul 
infinitésimal 

Introduction amicale 
à l'Analyse non Standard 

André Delcdicq 
lREM de Paris VII 

O· AVERTISSEMENT ET PLAN DE L'ARTICLE. 

Le lectcur qui voudrait aller plus 
loin dans l'apprc.nlisuge élémen­
taire de ce calcul pourra consuher 
L.ço/lS de colcul in[Ulilbi"",1 • 
André DELtDICQ tI Morc 
DlENER . 1989 . Collee/ion U . 
AfmlJnd Colin &. ACL· Edilioru. 

Pour une connaissance plus 
approfondie (niveau "mailfÏJe"'). 
on lira ensuite Ana/yu non· 
standard· Francine DlENeR 6 

Ce court article eSt écrit pour tous 
ceux qui entendcot parler ici et là d'analyse 
non-standard (en abrégé A.N.S), sans 
pouvoir disposer d'un exposé à la fois 
cohérent el se voulant compréhensible. 
mais laissanl de côté des aspects logiques. 
polémiques ou théologiques du sujet 

Ayant conservé pour un exposé 
ultérieur les applications des concepts Ct 
des outils de l'A.N.S .• notre parcours est 
ici arLÎculé en quatre parLÎes ci.;jessous 
réswnécs. 
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G.orges REE.B . 1989 . Ed~i"", 
lIernuznn. et un recueil de corn· 
municalions Sut la MOlhénuzlique 
non·jtandard · 1989· édilé!J01OS la 
r~sponsdbilili de Hervi 
BARREAU <1 Jacqu", 
lIARTHONG par le CNRS. 

0-1, En Analyse, des expressions comme 
nombres infiniment peUlS ou Inri­
niment grands SOOl bien pratiques et 
nous échappent parro", car elles parlent 
à "intuilian ; dans le passé, de grands 
mathématiciens (Euler et Cauchy, par 
exemple) ont utilisé ces molS, qu'ils ne 
savaient d'ailleurs pas remplacer par 
d'aultes. On sait aujourd'hui les utiliser 
sans introduire de conltadicLion avec 
l'Analyse classique, 

On relira aussi &'Ycc inlérêt 
l'article de George.s REEB. 
Malhtma/iques non-slandard 
(~ssai d~ vulgarisalionJ;pMu dans 
le Bul/eri. ,'128 pages 259 à 
273 · 1981. Dans celte prem ière parlie, nouS 

donnerons quelques d~rmitions el quelques 
démonstraùons où l'introduction de ces nombres présente un avantage 
maniresLe ; elles supposent simplement acceptées les propriétés souhaitées 
par les calculateurs et ici roppelœs . 

Notations et abréviations utilisées : 

Ip pour Infiniment pellt, 
Ig pour Infiniment grand (positif ou négatif) 
app pour appréCiable c'est·à-dire "à notre 
échelle" (ni ip, ni ig) . 
lorsque la différence x . y esl ip, on noie x -y et 
on Iii x est Infiniment voisin de y (en abrégé 
Iv). 

Concernant les OPÉRATIONS, les trois tableaux suivants résument les 
règles de calcul : 

y y y y y y y y y 
8s1 est ost ost est est est est est 
ip app Ig ip app Ig Ip app Ig 

X " " app ig x Ip ip ip ? X ip ? Ip ip 

x app app app Ig xapp ip app i9 x app Ig app " x ig ig 19 ? xig ? ig i9 x i9 i9 ig ? 

nature de x + y .nature de x y lllltufC de >ly 

Afin de pouvoir en parler commodément, je propose d'appeler l'ensemble 
de ces propriétés r~gles d. Leibniz, en hommage à celui qui inventa la 
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premiùe noUlùon opérationnelle du calcul infinilésimal (el de la méme 
manière qu'il existe des r~gles des signes pour les propriélés lianl l'ordre 
et les rnsuJUlts d'opérations). 

Pour le reste, dans le corps R, les ip, ig el autreS réels non·Standard sonl 
des réels comme vous en avez l'habitude : ainsi, par exemple, si N CS! un ig, 
ON esl égal Il 0 (un ig est un nombres comme les autreS). 

Concernanll 'ORDRE, la présence des non standard au sein de R n'apporte 
rien de nouveau: R CS I totalemenl ordonné archimédicn. Ainsi, pour a réel 

limité et e réel ip, il existe un réel b tel que b.e > a (cc b est évidemment ig) 
La droite réelle peUl nlo<s sc déerire ainsi: 
- Autour de 0 (sUlndard), les ip (non standard), inférieurs en vnleur absolue Il 
tous les slJl11dards . 
. Autour de chaque standard, son "halo", constitué des sommes de ce standard 
et d'un ip. 
- Plus gronds que tous les standards, les ig positifs (el, plus petits que tous 
les standards, Ics ig négalirs). 

0·2. Mais l'existence erfective de nombres ip ou ig semble 
faire apparaître des contradictions. Ainsi , deux siècles de 
refoulements et de complexes (voir. par exemple les Réflexions sur la 
Métaphysique du Ca/cul Infinitésimal · 1797 - LIlzare Carnot J, dêbouchèrent 

vetll 1865 sur la presenUltion des limiles en "il e 3a .... par Weierstrass. La 
cohérence du discours analytique étail sauvée et ces nombres par qui le 
progrès mais aussi le scandale éUlÎent arrivés furent donc évacués du 
vocabulaire orliciel pour n'êue plus que tolérés dans les discours parlés ou les 
applications à des phénomènes physiques. 

0·3. Heureusement. aujourd'hui, on sait parler d'ig et d'ip sans 
risquer l'enfer de la contradiction logique. Nous avons choisi ici 
d'énoncer d'abord lJOis théorèmes, conséquences immédiates et simples des 
axiomes de ln théorie non-standard des ensembles, dite ZFC-IST, développée 
par Nelson en 1977. Ensuite, nous monuons comment ils permettent de 
démonlret les regles de Leibniz CI, donc, dc IJavailler dans R. 

0-4, Evidemment, pour profiter de cette nouvelle aisance et uliliser ces 
nouveaux outils, il y a un prix à payer: un prix technique d'abord, qui 
se tnlduit par une auention parùculière et criùqu vis·à·vis d'énoncés 
classiques donl l'universalité doit êue éventuellement l'CSlJCinle aux objets 
mathématiques classiques (c'est d'ailleurs habituel après toute inlJOducûon 
d'objclS nouveaux Cl féconds). 
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Mais il faut allSsi payer un prix épistémologique ; nous sommes en 
erfet obligés d'affiner J'image mentale que nous avions des caltgories du "lini" 
et de "l'infmi" ; cependant ccci n'est ennuyeux qu'en première apparence car ce 
remodelage ouvre de nouveaux horizons. 

1 - Le vocabulaire des înriniments grands et des 
infiniment petits. 

1-1. Oe Leibniz à Cauchy, le vocabulaire des ip et des ig fut 
universellement adopté. En lémoignentles extmits choisis de: 

[IJ Analyu des infiniment petils pour l'intelligence des lignes courbes . 
1696, M3JtjuiS de l'Hospital 

[2] Introduction à l'analyse des infiniment pelils, édition laline de 1748, 
traduite en français par Labbey en 1793. L. Euler. 

[3 ] Le calcul infinilés/mol. 1823. ALCauchy. 
(Ces trois ouvrages sont, comme on le sait. heureusement réédités par ACL­
Editions - 50 rue des écoles - 7500S-Paris). 
(.) Voir en fin d·article. 

On y verra des "demandes comme dxdy eSI une quantité Infinlmenl pelile 
par rapport à ydx et:<dy (1]. des ~gaUtts (osons le dire carnlment fausses) 

comme ~ = 1 pour 1 Infiniment grand [21. ou la définition de la 
• 

continuité d'une fonction par ftx + 1) - [(x) eSI une quantité infiniment pelite 
lorsque 1 esi infiniment petit (3]. 

1-2. Exemple : la continuité 

En A.N.S,. on peut choisir la définition de la continuité donnée par 
Cauchy (pour une fonction standard en un point standard). Voici alolS ce 
qu'on peut écrire: 

Propriété: x --+ fi: est continue en 2 
Démonstration: Soit h ip 

1f2+iï - fi l =l~ + fil<If3: fil<lhl 
f2+iï -fi est donc bien un ip quand h est un ip. c q f d 

1-3. Exemple : Une somme 

Lorsque 1 est une fonction continue sur 
l'intervalle standard [0, xl. un exposé 
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(non SW1dard et absolwnent élémentaire) 
montre comment calculer l'aire de la 
surface située entre le grapbe de t et l'axe 
des abscisses : on découpe l'intervalle 
[0",1 en un nombre n infiniment grand de 

segments de longueur ~ infiniment 
n 

petite, de sorte que celle aire est égale au 
nombre standard infiniment voisin de la 

somme finie: S = L !. t(k ~ ) 
k. _On n 

Proprilli: l'aire de la surface siluée entre l'ue des abscisses et le graphe de 
3 

la foncbon x .... x2 sur l'intervalle [0",1 esl égale à!.. . 
3 

Démonstrnuon: Ici S =~+ + (I;f + (z;f + (~( + ... + (In - I ~)l 
S = X:[(1)2 + (2)2 + (3)2 + ... + (n _ llj =«" (n - IX2n + Il) _ x' . 

/1 n 6 3 

En effe~ pour n infiniment gmnd. n ln - 1 X;n + 1) = 2 n: = 2 cqrd. 
n n 

1-4. Exemple : les limites 

En mathématiques classiques. la phmse "((x) tend ycrs 3 quond,t tend yers 

+ 00 .. est de type "xylotinguistique" ; c'est à dire qu'il n'cst pas possible de 
la casser en deux morceaux ayant chacun leur sens: ainsi "/r,t) te/ld Yers 3" ne 
signifie rien el ",t tend YUS l'infini" encore moins. 

En A.N.S., "/rx) tend ytrs 3'" peUl prendre le sens de 'f(x) est infiniment 
yoisin dt 3", équivalent à "/rx) - 3 est Infiniment petit". De meme ·x rend 
ytrs +-0" peut prendre le sens de "x est infin~nl grand". La phrase "((x) esl 
infiniment voisin dt 3 qUlJJld X est Infiniment grand" a alolS le sens que lui 
donne tout simplement l'assemblage syntaxiquement correct de ces deux 
morceaux. 

L'avantage didactique est ici indéniable: un élève comprend mieux une 
phrase dont il peut analyser séparément chaque composant. qu'une phrase 
(longue) qu'il n'a pas le droit de couper pour la comprendre ou la uaduire. 
Mais l'avantage est aussi techaique comme on peut le constater dès la mise en 
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œuvre de démonstrations élémentaires utilisant les règles de Leibniz. Ainsi, 
par exemple: 

PropriLté : I/x tend vers 1/2 quand x tend vers 2 
DémonstratioD : soit h un ip. Si x = 2 + h , 

alors I/x = 1/(2 + h ) ~ 1/2 cqfd 

Propriété : 3x - 1 !end vers 3 quand x tend vers + ~ . 
x + 7 

Démonstration : ~ = 3 - I/x . Si x est ig, 1/x et 7/" 
x + 7 1 + 7/x 

sont ip et donc ~ - 3 cqfd 
x + 7 

Proprllti : 

Démoastratlon : 

1 + ! + ! + ! + ... + .!... = 1 - (1/2)"" _ dl _ 11/2)' "] 
2 4 g 2' 1 - h/2) 

Or, (1/2)' esl un ip pour n ig (démonstmlion classique 
fondée sur le fail que, si a t supérieur à l, alors 
a" > n a pour n asSCl grand, et donc pour n ig; à 

l'inverse, (I/al" est ip pour n ig). 

Finalement, pour n ig, 1 + 1. + 1. + .!.. + ... +.!... - 2 
2 4 8 • 

2 
cqfd 

Le professeur de Lycée remarquera que ces d~monstrations ne sonl qu'une 
simple par.lphrase de celles en usage dans les Lycées depuis la dernière réfor· 
me qui a remplacé la manipulation d' Il el dOt par des majorations el des 
minoraùons bien choisies. 

Un premier pas nalurel vcrs l'A.N.S. avail déjà élé suggérée par le bon 
sens pédagogiquc ; le deuxième pas ne serail pas bien révolutionnaire: au lieu 
d'accepter quelques résultats fondamentaux sur des fonctions de référence tels 
"11x tend vers 0 quand x tend vers + ~ ". il suffirail d'énoncer les règles de 
Leibniz. 

De plus, elle penneltr.lil de replacer le "langage des limites' dans un 
véritable discours mnthématique, évitanll'introduction de notion "à définition 
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flottante" du genre " J~ M dis pas ce qu'es/ une limi/~, mais vous voyez à pcu 
près c~ don/ il s'agi/ .. ma/nI~nanl, je vous dis qUL la l imil~ en 0 de la 
fonc/ian sinus es' 01". 

2. Cependant ... (1) 

.. .il Y a un gros conui Irès classique: les r~g l es de Leibniz énoncées cn 
tête de cet article risquent de n'avoir aucun sens dans la mesure où, ni les 
nombres infiniment petits, ni les nombres infiniment grands ne semblent 
pouvoir e~islCC! 

Ainsi, le principe de réeurrence semble imerdite la considération d'cotiers 
infiniment grands dans N : 

Si n n'cst pas ig, alors n + 1 nc l'est pas non plus (on voudra 
évidemmcot que les règles naturelles de Leibniz soicot respectées). Par 
récurrence, donc, aucun entier n'CSt ig, Il n'cxiste lïnalement pas d'ig 
Cl, donc, pas plus d'ip (qui seraient des inverses d'ig). 

Un aUIre argument semble conlïnncr la non·exislence des ip, 11 partir du 
"lh6oreme de la borne supérieure". 

Si, en effel, l'ensemble des ip étai t non vide, il serait majoré (par un 
appréciable quelconque) e~ donc, aurait une borne supérieure; nOlOns 
la b , Alors, f étan! ip, b · t: serail ip et b + e ne le serait pas. 
Mais cela conlrediraitla règle que la somme de deux ip (b . C et 2e ) 
est ip, 

Ces argumcots, Irès fans, ne purent êlre contournés que dans nolrC deuxième 
moitié du vingtième siècle, après la naissance et la consolidation logique de la 
théorie des ensembles. 

3 • Comment s'en sortir ? 

solution d'Abraham Robinson (1961) est assez compliquée 11 suivre, 
mais a l'avantage d 'être " onstructive" : elle consiste il bâtir une 
"ullTllpuissance" de R dont cerutins éléments peuvent êlre identifiés aux réels 
"standards· (connus jusqu'alors) et dom les BUIreS, dits "non·sUlOdard" peuvent 
s'interpréter comme des infiniment grands, des infiniment petits u des 
infiniment voisins de réels standard. Comme on le comprendra aisémcot, il 
n'est ni possible ni utile d'en dire plus ici. 

(1 ) Pour des raisons diCficiJ es ~ déterminer. il S'CSI 6coul~ près d'un an entre 
l'écriture de. cel ar1icle et sa parution danJ: le Bullelin . De sorte qu'un certain 
nombre de pro&rès ont pu éue fails dans l'exposition élémentaire de l'A.N.S. Le 
lecteur pouru consuher les deux peUles brochures de I1REM de Paris Vil inliwlées 
"Ln lIO"vell~ ., Simple Analy,"" (peu, livre blcu) el "Les dibulS en Allil/Yu" 
(Petit livre orange) . 
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Heureusement pour nous, Edward Nelson intrOduisit en 1977 une théorie 
dite "théorie des ensembles internes", consistant en un ",ffinemenl de la 
théorie des ensembles dite ZFC (pour Zermelo, Fraenkel ct "axiome du 
Choix), auquel il adjoint trOis axiomes contennnt un nouveau symbole de 
prédicat primitif (c'est-à-(Jire non dérmi, comme le symbole E) se lraduisant 
par l'adjectif "standard". 

Autrement dit : il y Il des objets matbémaliques qui sool 
slandurd et d'aulres qui ne le snnt pas, l'emploi de ce nouvel 
adJectir élanl régi par trois axiomes dont nous ne donnerons 
ici que quelques "bonnes" conséquences. 

Evidemment un objet sera ·standard" dès qu'il peut se définir par des 
formules standard à partir d'autres objets sUlndard ; ainsi les objets désignés 
par les symboles 0, l , l<, sin, +, /, ei ,R· . ... sont standard. 

3-1. 1 el S 

Le premier axiome, appelé axiome d'Idéalisation, amrme ce que tout 
le monde auendait : l'existence d'éléments "idéaux", dits plus précisément 
"non-standard", au scin même des ensembles classiques. 

Le deuxième, appelé axiome de Standardisation , joue sur l'idée 
(nouvelle) qu'il y • des ensembles sUlndard et d'autres qui ne le sont pas ; de la 
même manière il y a des propriétés qui sont standard (classiques pourrait-on 
dire) et d'autreS qui ne le sont pas. L'axiome de standardisation affltme alors 
que lOute propriéu!, même non-standard, définit un ensemble Standard. 

Le troisième, appelé Axiome de Transrerl, asSure la perrennité des 
propriétés classi ues et scm discuté dans le paragraphe suivant 

Intéressons·nous d'.bord .u~ conséquences des deux premiers axiomes; au 
niveau quasimenllycéen de cet article, on se contentera d'en énoncer deux qui 
constitueront des théorèmes fondamentaux pour la manipulation des nombres 
non-sl3Ddard dans R. 

Tbéorème 1 - Caraclérisalion des ensembles finis et 
inrlnis. 

Soil E un ensemble standard 
Tous les élémenls de E sonl slandard ssi E est fini 

Contraposémenl : E est Infini ssl E conlient des éléments 
non-standard 

ISO 

Bulletin de l'APMEP n°373 - Avril 1990



Dans cct énoncé, un ensemble fini est, classiquement, un ensemble où 
toute injection est une surjection ; et un ensemble infini est un ensemble 
non fmi, Cette dérmition classique de la "[mirude" d'un ensemble coïncidait, 
il ya trente ans avec l'idée que l'on pouvnit se faire du fmi et de l'inlini aussi 
bien en a1g~re qu'en analyse, fi apparaît aujourd 'hui, comme on le VetT8 plus 
loin, que d'au Ires images mentales concernant l'in [mi peuvent être invoquées, 
Ceci étan~ on déduit immédiatement de ce lhéorèmc que N contient des 

(2) On appelle "classique" 
tout ensemble. (ou toute 
propriété) pouvant se défi­
nir (ou s'énoncer) uns 
usage. de l'adjectif "' tan· 
dard". ni des mots qui 
pourraient en être dériv6s. 

élémenlS non-standard et que ces éléments 
viennent sc ranger après les Slandard ; en erret : 
pour tout Tl standard positif, l'ensemble 
(classique (2) ct même standard) des élémenlS 
inférieurs à Tl est lini ; tous les éléments de cet 
ensemble sont donc standard el, donc, les entiers 
non-standard sont supérieurs à tout n standard; 
c'est pourquoi ils "mériten t" de s'appeler 
"infmiment grands positifs· . 

Puisqu'il existe des entiers infiniment grands positifs, alors, par le jeu des 
opérations (soustraction, quolien!, addition, . . ,), il existe des entiers 
infmiment grands négatifs, des réels inliniment petilS et des réels infiniment 
grands ; par exemple, entre les entiers infiniment grands positifs n el n + l , 
il existe un paquet de réels infiniment grands. d'ailleurs en bijection avcc 
]O,H. 

Pour parler plus commodémcn~ on pose par définition: 
Un réel ig est un r~el dont la partie entière est non-standard, 
Un réel ip est un réel dont l'Inverse est ig. 
Deux réels inrinlment voisins sont deux réels dont la diffé­
rence est Ip, 
Un rée' limité esl un réel non ig, 
Un réel appréclable est un rée ' ni ig, ni ip, 
Munis de ce vocabulaire, nous pouvon alors énoncer notre deuxième 
lhéoremc fondamental. 

Théorème S - Partie standard d'un réel, 

Pour tout réel x limité, il existe un unique réel 
standard , noté 'x , infiniment voisin de x ,Ce réel 
s'appelle la partie standard de x , 

A partir de maintenan~ la drolle réelle se présente bicn comme décrite 
dans l'encadré en débul d'artic le : 

o x. 
-\4<0 ____ .LI ___ -,...JIL.,-___ ....,.~ ~>o 

o nalo hl>\o 
c.It 0 .œ Je. 
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3-2. T 

Le uoisième 8ltiome de la théorie ZFC-IST eSl I"axiome de transfert. 
dont l'énoncé ressemble ou suivonL 

Théorème T - Transfert. 

Soit une propriété classique porto nt sur les élémenls 
d'un ensemble staodord E. 
SI cetle propriété esl vraie pour tous les éléments 
standard de E, alors elle eSI .. aie pour lous les éléments 
de E. 

Cel axiome assure à la fois deux importantes nécessités : 
- La consU\llce des propriétés classiques et. en particulier, le fait que tout 
objet bien délini sans l'usage de l'adjectif sUlIldard à partir d'objets SU\IIdard est 
standard (les "choses" classiques sont incontestablement standard). 
- L'asservissement irréductible des nombres non-sU\lldard (inaccessible poUf 
nous)(3) aux sU\IIdard que nous connaissons. Ainsi est-il simple de déduire, 
du thOOrème T, l'utile résullat suivant : 

Théorème dil de l'unicité de l'ombre. 

Deux ensemb les slandard sont égaux ss; Ils ODI les 
m~mes élémenls standard. 

Ainsi, il n'exisle pas d'ensemble standard qui conLiennent les entiers 
sU\IIdard sans contenir N tOut enlier, c'est-à-{lire oussi les inliniment grands_ 
En foot, ces entiers standard ne constituent donc pas un "ensemble" au sens de 

(3) Il est peut-être opportun dt. dire ici comment il eSl commode de pensCT aux 
objets oon-standud : ce sont des objets que: nous ne poU\lons pu connaitre. c'es t­
~-dirc dont nous ne pouvons pas rc:nconUer une réalisatÎon immédiate, ils restent 
inaccessibles il toute obsetvation ou expérimentation directes. Ce sont de! objets 
trop loinulins. ou lrOp petits. ou encore imperceptiblement proches d'un objer 
standard qui en est. c'est le mol jU$le, "l'ombre". 
Supposer l'c,,,istencc de tels objets dans toute situation faisant intervenir une 
infinilé d'objets n'est que la 5ilgesse mêmel El l'axiome d'idéalisation ne f311 pas 
autnl chose. 
CependAnt la reconnaissance de narre ignorance s'accompagne d'un garde-fou 
logique exprimé plU' l'axiome du 1unsCef', qui postule que notre manque 
d'information sur l'inconnu est minimale: ce que nous ne connaissons pa.s est 
aillii entièrement déterminé par ce que nous connaissons! Autrement dit. deux 
objelS standard différents ne peuvent pas sc représenter li! nous comme identiques! 
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ZFC; en particulier cela n'u pas de sens de s'interroger sur ce que serail "leur" 
cardinal! 

De même, il n'existe pas d'ensemble standard qui ne contienne que des 
infinimenl petits; et un ensemble standard qui contienl des ip conûenl aussi 
des rûls standard autres que O. Le fait que les non-standard soienl ainsi 
tellemenl "collés" BUlt standard qu'il SOil impossible de parler ~ ' un ensemble 
(standard) qui contienne les uns sans conwnir les aUlres a, au moins, deux 
conséquences importanll:S : 
- C'esl ceue impossibilité qui pennel de réduire les paradoxes signalés dans 
les paragraphes 2 et 3.1 . 
. JI n'y a aucune dimcullé à éwndre la plUparl des propriélés classiques aUlt 
nombres non·standard ; c'est ainsi que l'on parle sans problèmes de 
développements décimaUlt ou de puiSSlllCe5 ou de logarithme de nombres non· 
standard .... 

3-3. Le. règles de Leibniz 

JI nous reste à montrer commenlles théorèmes choisis pour rondamentaUlt 
nous perrnellCnl de démontrer les règles de Leibniz (dans la mesure où on ne 
voudrail pas lQUI simplemenlles parachuter). 

MontrOns par exemple que, lorsque a et b sont ig posiûrs, leur produil 
ab esl ig. 

Soitn un standard quelconque supéricur 11 1 ; nous devons montrer que 
ab" n . Or, a cl b éLanI ig, sonl upérieurs à n ,Cl donc a b esl 
supérieur il ,,2, donc à" . ajfd 

Montrons aussi que. lorsque E esl ip .tx appréciable, le quotienl e/x esl 
ip. 

Sail n un standard quelconque non nul; nous devons monlrer que 
lE Ixl < 111n l . Si nous savions que lx In l esl appréciable, la 
démonstration serait lerminée puisque E esl bien inrérieur à 10UI 
nombre appréciable. 
Pour le montrer, n étanl standard donc appréciable, il r~UI savoir 'lue 
le quotiCllI de deUlt nombres appréciables esl appréciabl . C'esl une des 
autres règles de Leibniz que l'on doit donc avoir démontrée 3U 
préalable. 

153 

Bulletin de l'APMEP n°373 - Avril 1990



On voit comment les différentes règles pourraient ninsi se démontrer les 
unes après les autres, à partir de lemmes analogues à: 
Un réel posiJif e.t ip ssi il esl inférieur d loUI réel standard positif. 
Un réeltsl appréciable ssi {f "1 encadré par deux réels slandard de mime SigM 

Terminons sur une peti!C remarque concemalll les malheureusement 
nommées rormes indéterminées : 

En A.N.S., pas plus qu'en analyse classique. on n'a le droit d'écrire des 

expressions telles que Q ou des tpouvnntables égalitts telles que 
o 

"pisurzéroégalelinfini" . 
Par contre le quotient de J[ par un ip est un ig, et on ne sait rien, a priori, 

sur le quotient de deux inliniment petits. Mais cette ignoronce n'est pas plus 
tracassanle que le fail de ne rien savoir, a priori, sur le signe de la différence 
de deux réels (on retrouve ici le rdpprochement signalé en 0.1. enlre les règles 
de Leibniz ct les règles des signes d'une somme ou d'un produit). 

4 - Le prix à payer 

A ce stade de la lecture, on n peut-ê1IC entrevu que l'introduction d'objets 
non-standard ne manquait pas d'avantages aussi bien techniques ou didactiques 
que concepLUels. El n sent bien qu'il doit y avoir quelque part un "prix à 
payer" dont l'auteur ne nous a pas encore vraimenl parlé. 

4,1. . Le prix lecbnique 

Dès que l'on introduit de nouveaU)( nombres dans les matMmatiques, il 
faut bien accepter de payer un prix techniqu . Evidemment, sur le strict plan 
mathématique, rien de ce qui él3.Ît vrai ne devient faux; cela voudrait dire 
qu'on sc penncttrait de dire des choses fausses 1 

Mais il faut faire auention à la manicre donl on se le disait; les sous­
entendus n'étant plus les mêmes, il sc peut que l'on doive sérieusement revoir 
sa façon de s'exprimer, sinon sa façon de penser. 

Par exemple, dans N, on prend l'habitude de dire el de penscr que "la 
somme de deux nombres est supérieure à chacun des termes" . Après 
l'introduction des nombres négatifs, cet énoncé n'est plus vmi et il faut 
s'habituer à dire, plus correctement "la somme de deU)( nombre naturels 
est supérieure à chacun des termes", La difficulté essentielle vient du 
[ail suivant: avant d'introduire les nombres négatifs, on ne sait pas 
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qu'il y a d'.UIreS nombres que ceux qu'on ne peut pas appeler "naturels" 
avant d'en avoir rencontre d'autres. 

On voit là se pronJer un obsUIClc majeur, que l'on rencontre fréquemment. 
aussi bien dans J'histoire que dans J'éducation, celui de l'extension du 
contule : 
L ' ~oonet! d'uoe propriété classique, vrai pour les objets 
classiques, peut devenir fnux lorsq u. certnins objets non­
classiques y interviennent. 

C'est le cas du théorème de la borme supérieure. qui devient faux pour 
certaines "parties" non-classiques de R, comme, par exemple, ln "partie" 
constituée des inüniment petiL~ dont on n vu qu'il ne s'agissait pas d'un 
ensemble). 

C'est aussi le cas de la soit-disant démonstration de l'inexistence des 
entien infiniment grands dans laquelle on applique le principe de récurrence 11 
une propriété non-standard. ce que l'on. évidemment pas le droit de faire sans 
précaution; en cfret le principe de récurrence, la notion de finitude et 
l'existence d'entiers infiniment grands ont des "liaisons dangereuses" qu'il faut 
eJl:3mÎner avec soin. 

Chaque fois donc, que J'on voudra appliquer un Donté connu dans une 
situation pouvant faire intervenir des objets ou des propri&és non-standard, on 
prendra garde que la nouvelle nDture des intervenants n'oblige pas une 
modification de ces tcomes. 

4.2, Le prix épistémologique 

Mais il Y a un prix plus dur 11 payer, parce qu'il oblige à une remise en 
cause d'idées pourtant déjà difficiles. Il s'agit, comme nous l'avion ' laissé 
entendre. de la nolion de "(ini". 

Mais ce n'cst pas si grave que cela ; car, pour franchir CCt obstacle, il 
suffit de comprendre qu'il est sémanûque Ct, donc. de se persuader qu'il est dü 
à une maladresse de vocabulaire : le mot "fini " pour caroctériser un ensemble 
o~ toute surjection est une bijection a été mal choisi; on aurait été mieux 
inspiré en parlant d'ensemble "comptable" Ou "discret borné" ou 
"énumérable", "numécotable" , .. . 

En effet, aujourd'hui, on SC trouve un peu embarassé de ctcvoirénonccr: 
Pour lout n de N, l'ensemble (l , 2 . .... n ) est rini. 
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Si vous n'êtes pas encore embamssé, c'est que vous n'ayez pas saisi que ce 
théorème, classique, est vrai même lorsque n est un entier 
infiniment grand (YOUS pouvez facilement contrôler que la démonstraùon 
ne prend aucunement en compte la nature de ft ). Mais si vous ayez bien lu 
les lignes précédentes, votre embarras sera de courte durée. Comme il n'est 
pas question de chilllger aujourd'hui le yocabulaire "finiJjnfini", il paraît sage 
do proposer pluLÔt la solution lexicologique suivante : Eyitons d'employer les 
expressions comme "infiniment petit" et "inrinimen t grBnd"(4) et 
remplaçons-les par des tennes faisant moins référence Il l'inruti. On trouve par 
exemple, dans quelques publications, "inrinltésimal" et "illimité". Je 
suis bien près de préférer quant à moi. Il petissime" el U grandissime" 1 

mais l'Académie m'accordera-I·elle ce néologisme? J'ai aujourd'hui un faible 
pour "idéalement grand", "idéalement pelÎl" 1 "idéalement yoisin" dont les 
bréYÎations ig, ip et iy restent bien commodes. 

Mais il ne faudrait pas croire que celte histoire de "fini/infini" ne nous 
amène que des déboire . En effet, la finilude de l'ensemble (l, 2 .... ,II) pour ft 
grandissimo nous permel d'appliquer les nombres théorèmes sur les 
puissances, produits ou sommes finis, qui ne se généraliseraient pas pour des 
ensembles infinis d'indices. 00 peUL ainsi, par exemple, découper l'intervalle 
10,1) en un nombre j'rini d'intervalles pelissimes, de sone que la théorie 
élémentaire de l'intégrati.on devienne carrémenllriyialc ... 

CONCLUSION 

L'analyse non·standard rencontre aujourd'hui un accueil "partagé" : 
cenains, regrel1anl peul-être d'en avoir sous·évolué l'imporUlnce, ne veulent 
pas en entendre parler, d'autres , refusan t d'en voir les applications pourUlol 
fécondes , lui dénienl toul intérêt A l'opposé, il en est qui la dMendent avec 
lOYCCtiV., passion ou simple enthousiasme. 

On aura cenainemenl compris, en IiS,,"1 cet anicle, que l'auteur, fidèle à 
son habitude, a préféré rester à l'exlérieur des polémiques pour priyilégier 
l'exposé d'un conLOnu. J'espère cepend,,"t que la volonlé de m'exprimer ne 
m'aura pas trop amené Il caricaturer conaines notions et que les pretreS ou les 
virtuoses de l 'A.N.S. ne m'en voudronl pas Oulre mesure. 

(4) Oui, je sais bien que j'ai utili.5é a:s expressions tout .u long de cet anicl., mais 
on m'accordera qu'elles étaienl utiles li! la cl.uté d'un premier expos~ . Voir Ilussi la 
note du ptU'llgraphe 2. 
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Extrail de "L'analyse du infiniments pctits pour l'intelligence des lignes 
courbes" du Marquis de L'Hospilal. 

SEC T ION 1 X. 

So/lition dt 1/1tl'}lItI ProMt'mu 1/IÏ dfftndtnt deI 
Mfrllodu prftfdrnret. 

PJlOPOSITJON 1. 

Probl~mc, 

\('3· SOI T "/lt li!1/t (lJI/W AMD (Al' = x, PM =y, 
.AB=~ 1 Ifll. ')'U 1. ",.1.11, Jt 1' .. "liIJMIt y fill 0<!,;,,,1t 
'U 11111 jJ(1i,1I , J"" It IIM",I,JII.' CF Il ";, .. ,,,ill.lIlI' "t­
~i.,,/wO/ ,,,.,.,, u" 1'1;1''' Il =a,I'tj!-J.Jirt l'rfiJ .. " "il" 
p l'IIr~t fir It "illl ",lIl1t 11. 011 tÜ7Ju,ult ')/lIlIt ',i, lm 
./IYS 1. "''''/'11' tI. r J//lilJ"" BD, 

Soient enlel1duës deux li~l>Cs courbes AN B, COB, iI"i 
~yent pour axe .commun b ligne .A8, III qui loi.:", Id cS 
que l'appliquée , N exprime le nl1méf>leut, III l'appli­
quée '0 le d';nomin~tcur de I~ fn.!liOIl g~nérale qui eOIl-
vienl à rourcs les lM: dc:Concque IM= .A~.:,v . 11 ca 
dail 'lue ces dcull courbes Ce rencomlcronr ~u poim :8; 
puifque par la fuppolition PH III 1'0 deviennclll c1",cunc 
acro lorlque le poinl l' lombe: en 6. Cela pore, li l'oll 
imagine une ~ppliqll~e " infinimenl proche de BD, & 
qlli reneonrre les lignes courbes .AN B, C06 ~IlX l'oints 

f'lll'on aura $'=: "':;If, I~quclle ncdiAèle pu de 8D. 
Il n'en donc quenlon que de (lou"er le rapport de '! 3 
~f. Or il en viliblc que I~ coupée .A, dCvell3111 .A.t:, les 
apl'Iiquées 'N,'O deviennent nulles 1 & que .AI' ,Icvt'­
IIlnl .A', ell('s dev;cnllcn! .f, h!. D'où il filil qUI! ccs 3p­
pli,uées, ellcs-!,l~m('s ~f. ~~, ronl b diR-::rclIce des ~rl'Ii­
qllees en 6 Ill' p~r urporr 3~." courbes .AN '.' COB 1 ~ 
p3rC3/l1 que li l'on prend 13 dlff~rC1lce du ' 1II""cr~t('Ur , &: 
qu'on I~ divj{c (l2e b clj/l~rcn,c du clénominJlcur, ~rré~ 
Qyoir f~ir .v=,=-'" 01l.A8,I'on ~ura la v~lcllrchcrchéc: 
de l'::pl'Iiqul:c ., ou 4D. CC qu'il fQlloic trouver. 
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EXtMrLE I. 

6 S J .. ' • •• _.~ ... Il ni ' C-
l 4· otT J= . _9 •• ' . e c a"quelor -

que x= l , le nun,ér>teur.5c le dénominl<eur de la fr>­
:C.on devienno1t ég.ux chocun • zero. Cen-pourqlioy 

1· d 1 d·.r· .IJ._ .. "~ MU d • oopren ra a ,"ercnce _~ u numc-
'/ •• '$;:C 1:1 ... ·..-

roteur 1 &: on la divi(en par 1. d,ftérence - ~ du 
of ..... '.1 

dénominateur, 2prés avoir f.lit x= (/ , ,'en-a-dire qu'on 
divirer> -f'4X par-';'4"; cc CJ.ui donne '; 4 pourla 
valeur cberchée de BD. 

Ex E M r L II. 

16S,S OtT J= :'5: . On trOUyeJ=34, 10rCque 

X=I. 

On pourroit réroudre Cet éxcmple (ans avoir be(oin 
du c.lcul des d,fférence., en CCtte (orte. 

Aylnt ôté le. incommenruublcs,on '"r> "x"-+z,,xJ 
-uJJ-~"JX-+.+-+.4JJ - ~.)=" qUl éunc dt""Jlé 
pu X-' , CC tédUit' 4 • • <-.'-+zu,-.,,=. ; .5c(ub­
furuJot • pour x, il Vient comme :wparl\'.:.nt J= l A' . 

D 
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Extrait de "L';nJrodJ.u:tÎOn à /,{JIJaly s~ inflnitlsjmnle" de L.Euler 

CHA PIT ft E Y 1 1. 

Du Dlyeloppement du QU/Jmitts exponentielles 
(; logarithmiques en Stries. 

11+ Pui{qu'on a ".= 1 • Ik qu'à me{ure que l'expo{anr 
de " augmente, ~a ".Ieur de la puilfance augmenre au/li, 
pourvu que " fo.t un nombre plus grand que l'unit.!; il 

,'enfuit que fi texpofant futp.lfe infiniment peu ItrO. la 
puilf.nce furJ'ltreu l'unit~ aufli infiniment peu, Soir • un 
nombre infin.menr petir, ou une funion fi perire. qu'clle 

difrere infinimenr peu de 1I!ro, on aura ,," - 1 +4,4 eune 
Un nombre inlinimenr perir; car il cft conftanr p3r le Chapiue 
prûIMenc, que fi 4 n'boie pu infinimenr petit, .. ne pourroit 
pas l'elre nOn plus. 4 fera donc 011 ... ". ou > '" ou < • , 
rapport qlÙ dq,endra roujollr. de 1. "a/eUT de la letUe ". 
Comme ce upport eft encore inconnu, fai{ons 4""" J: ... de 

maniere 'lue ". _ 1 + J:.; li noul prenons " pour 1. b.fe 
JogaridllIllque, noul aurOD ... = / (1 + .t .. ). 

EXZM1'LL. 

Pour r.ire "oir plu. clairement comment le nombre k 
dt!pend de la bafe "; fuppofons ""'0, Ik cherchons au moyen 
des tables ordinaires, Je logûilhme d'un nombre qui excede 
de très-peu tuniet, par exemple, celai de 1 + ,...:....' de 

m.niete qlle J: .. _ -2-; nous trouverons 1 ( 1 + -'- ) 
.000000 .oaoooo 

=/ ~ - 0,000000-4-34'' "'" -. Donc 1 caufe de Je_ ,-
, .,.., Ik J:'- 8 0 

- 0,00000100000, TC:: ;;;;;;;0 == 4)4i9 ~ ',101 J. n 

voit par-là que Je dl un nombre fini d.!pend.nl de 1. valeur de 
la bafe "; cor li noul eulliolll pris un autre nombre pour J. 
bafe If. le logarilhme du même nombre 1 + k .. , auroil eu 
un rapport donné nec: le premier, tic il en feroit r~full~ uno 
aucre valeur pour 1:. 
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• 1. L 1 
1 Ij . PuiCque " = 1 + kM. on .ura" ':= ( , + AM). 

. . 4. 1 
qutlque nombre qu'on prenne peur 1. Donc a .. , + ï J. .. 

+ ;(1-.) L' "+ i(i-.)(i-.) J.' .. ' + k.c. Si l'on fait i 
1. sIC. 1..., . 

= ~. k. que { reprérente un nombre quelconque lini. à 

cou(e .le .. in6niment petit. i deviendra un nombre inlini­

ment grand. k. par con(c!quent ~ = +. erant une fraCtion 

donr Je dénomihareur en inlini. fel'2 une quantité infiniment 

perite, relie qu'clio!! a éré (uprofée. l!çri.ons donc + à Ja 

r ( 1. (. i 1 
place de ". k. nou. aurons" .= 1 + T ) = 1 +-; J. { 

+.(1-., l' ' + .(i_.)(i_') k't'+!1!~=')!!-I ) k·{t 
~ { ... /. li •.• L JL ~I 

+ kc; équ3tion. qui (era 'raie. Ii l'on preDd pour i un 
nombre inlÎniment grand . k. alors A (era un. nombre dérer­
mine dépend.u, de 1. yaleur de ". comme nuu. yenons .le 
le .oir. 

,' , li. Comme i en un nombre Îllfinimcnt srand; il s'en-
fuit que i ï' __ 1 ; cu il eI\ évidenr que plus le nombre 

qu'on fubnitueu à i (cr. grand. plus la valeur dc la frac­
tion y approcher. de l'unire; don~ li i en un nombre 

plus grand qu'aucune quantité a/\ignable. J. (r~a;on y 
égalera J'unite. Par une raifon femblable; ~ = , ; 9 

., CId J' i_. 1-. 1-, 
a:::=I 1 Q.c. one uons e- 01 que &T~ fi 1" ... 7; 4' ~f; 

.inli des autre •. Ces nleurs ér~nt donc fubni,ul!es, il en 

réCultera ,,1 .... ) + !.! + A' r' + ~ + ~ + k.c. à J'in. 
• 1. 1 1. 1., 1." '.4 

lini. Cette équation exprime en même .emps 1. rdorion entre 
les nombres d k. l.; car. en fuppor.nr t ~, '. on .ur." = r 

:1 " A' ,4 
+- + -+-+ - +&c, & pour que" - 10 . il • J.S I.a.) I.J..) . • 

(.~ut que k ro;t environ = .,Jo"S; comme 1I0U' l'Avons 
trouvé ci·decrus. 
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ExU'aÎt des "Résumis du leçons d'analyse de l'Ecole Poly/echnjque" de 
A.L.Cauchy. 

Souvent. dan. Je (aJeul. on..e iut de la arat:tbittiqut 4. pour indiquer 
J~. uc:roluc:men •• hnultant. de dnx 'f.rillbln qui dt=~ndf:'nl l'une J~ 

l"Ulrt~. Ctl. pc»t, Il 1. nrilbJtJ r'l c.lpriméc t'ft (onaÎnn de l, vllltÎ.a.ble 
1 par l'~u.tion 
(,) 1=/(') , 
4J, ou l'auroluemtnc de J eorrupondanr , J'a«roluttruml A .. Je 1011 
variable JI, ter. dt'tc:rmln4 pu 1& (ormule 

(.) ! .... A, = 1(''''' A.). 

I! elt bon d"obluVtr que de. tquallonl (1) tI (1) riu"~ on tondwt 

{J) "I=/(r""'h)-f(z). 

Soient maÎnccnanc .\ et; ckUX quilntÎI& di,,;nc'Ic, . la prcmiè:re finie . 

'.~onde;nfiJ,rment petite , Cl ... = + fe r'ppOf1 in6nlml!'nl re,it de 

ca deux qu.nlitis. Si J'on allribIJe i tu la "aftuf finie l , la valeur 

de 6J. donuit pu ré ual ion (,). drviendra Ct' liu'on appelle ta 'if­
/ir~/lr, jlfit Je 1. Concuoll!(1I'J 1 et SCf'" ordjllilllrem~nl une quandtl firt;r. 

Si au tontr,ire l'on &Utibue à 6 Je une vaJeur in6niment pe,Ît~, .. 1 l'on 
falt par aemple 

6:r=;=tt.It , 

la "Ietlr de 6, ..... voir. 

I(x+;j-/(x) ou I(X-l-L&)-/(')' 

se" ordinairement une qu.n til~ in6nimt'nt pt'lhe. C('1lt ct' ~uc ron " ';'­

rifienL ah~menl à. r..!,I.rd des fonction. 

A· • .sin x , cos %. 

iIo Wlquelle.s ctltnspol'\dent les différencel 

A· ... i _A"= (A' _ I) A·. 

,in (x-+-i) - dn x = .1 sin ..!-. cos (x+~) 
. 1. ~ , 

• ') • i 1 ( • ) (0$,.1'+' -cOI",=-uJ0 7_n x-t-7 1 

dont chuvDC- renferme I.In facteu,. A'- 1. ou sin +, qui cOI'l~rgt' 

Ind~6niment av~ ; v~rs 1. limite zC:ro. 

LoMoque. 1. (onct ionf(.I') admew.nr une valeur unique et finie pOUf 

lout~ ICI .... Jeuu de x cotnprj~s enlte deux limite. donnhs, la di(­
fb-ence 

I(x+ i)-/(x) 
rit 10U;OU/S tRIn:: C~ Jimlltt une- quandlé inlillÎmeRI pt1i1e. on dil 

qllt f ( ... ) ru fOllttitM rtJN.rhlli l ..ko t. "niable ... fntr'\' ICf limkC't dont JI 
l'l\gh. 
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