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les problemes
de l'a.p.m.e.p.

Cette rubrique propose des problémes choisis pour Uoriginalité de leur
caraciére : esthétigue, subtil, ingéntewx, voire récréatif, dont la résolution
nécessite initiatives, démarcke inventive, recherche, effort intellectuel.

Eile arcueille tous ceux gui aiment inventer, chercher de ‘beaux pro-
blemes”... si possible trouver des solutions, et les invite & dommer libre cours
& leur imagination créatrice.

Priorité est naturellernent réservde aux Snonces composéds par des collg-
gues et au dialogue ouvert entre sux par le jeu des réponses et des solutions,
qui sont & envoyer @ Vadresse suivante :

{réponses & des problémes différents sur fouilles séparées 5. V.P.}

M. Dominigue ROUX
52, cours Gay-Lussac
87000 LIMOGES

CONCOURS FRANCE-URSS

Monsieur R.5. TCHERKASSCW, rédacteuy en chef de la revue scien-
tifique 4 l'usage des enseignants de mathématiques sovidtiques
“Matématika v chkelg” propese d'organiser parmi ses lecteurs un
concours consacré au 200-iéme anniversaire de la Révolution Francaise.
L'an dernier, cette revue, qui comporte une section “problémes’’, avait
organisé un concours avee les collégues de Bulgarie. Cette année c'est
is France qui est sollicitée. C'est 2insi que nous nous sommes entendus
pour un échange de 4 énoncés. Vous trouverez dans oe Bulletin 4 énoncés
congus par les rugses et dans le suivant les 4 &noncés frangais qui leur
ont &té envoyés. Bonnes recherches [ La participation du plus grand
nombre possible est attendue pour cette forme de collaboration inter-
nationale entre professeurs de mathématigues.
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ENONCES
ENONCE N° 161 {I. CHARYGUINE, Moscou|
Montrer qu'un systéme d’&quations
AyXy + GxXg + OgXy + Gty = O
bix; + boXg + baxg + byxg = 0
fal+ {x)+{xl + x| 1

f

aux coefficients a, b; (= 1,2,3,4) réels arbitraires posséde au moins une
solution felle que max x; 2v¥2-1.

1
ENONCE N° 162 (V. PROTASSOV, Moscou)

Une circonférence passant par des points A et B rencontre fes seg-
ments [AC] et [BC) en des points K et L respectivement. Une autre cir-
conférence tangente aux segments [CK] et {CL] est tangente aussi  V'arc

KL en un point M. Montrer que la bissecirice de Vangle AMB passe
par le centre du cercle inscrit au triangle ABC.

ENONCE N* 163 (G.V. DOROFEEV, Moscou]
Une application f : ntq, de Z dans R vérifie les conditions :
VREZ 4,20 € Q3 {On24Gn1+aus + ]

Montrer gue { est constante.

ENONCE N° 164 (8. KONIAGUINE, Moscou)

Montrer qu'il existe une partition {C,, C;, ..., Cisp} de N telle que
toute suite de k nmaturels consécutifs contienne au moins un &lément
de l'ensemble C, g0, pour k=1000, 1001, ..., 2499,

SOLUTIONS

ENONCE N°® 146 (Gérard LAVAU, Mesnil-Esnard)
Comparer les nombres
A=vV3 + J144243

B=J7+~f4_ﬁ+\/;~—m+2~!21~3\f4§,
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SOLUTEON de Daniel PECKER (Paris}

Les deux égalités suivantes sont faciles A vérifier par élévation au
carré :

7 3NAB 47 —JAB = 144273
Jm VA6 + 2421 ~ WaE = V34746

L’addition membre 3 membre de ces deux &galités donne A=B,

Autres solutions ;

Jean-Pierre ACHARD (5t-Etienne}, Jean-Louis AYME (Montréal,
Canada), Luc BARRIA {Serres Morlags|, Maurice BAUVAL {Versailies),
Gérard BORIE [Pontaineblean), Guy BOUCHER (Paris}, Jean BOUTE-
LOUP {Roven|, Jean BRETTE 1Pans} Pierre COLLAUDIN (Parray-le-
Monial), Ulysse CREPIN [Paris), Henri DEGRUTERE {Chaumont],
Philippe DELEHAM {Reims), Jean-Joél DELORME {Lyon}, Edgard
DELPLANCHE {Créteil}, Francis DREY {Curepipe, Ile Maurice], Claire
ENET (Montigny-le-Bretonneux), Robert FERREQL {Paris|, Jean-Fierre
FRIEDELMEYER {Strasbourg], jacqueline et Dominique GIRAL {la
Chétre}, Claude JOBERT (Lyon). Nicole LADOUS {Lyonj, Gérard
LAVAU [Mesnil-Bsnard}, Jeao LEMAIRE {Lille], Fran¢ois LO JACOMO
{Paris), Hervé LUC [Ste-Foyla-Grande}, Michéle MALLEUS {Chétenay-
Malabry!l, René MANZONI {L= Havre), Anne et Jacques MEYER
[Reims}, Charles NOTARI {Noé), Dominique PERNOUX {Guebwitler),
Bernard PETIT (Brest), Alain PICHEREAU (Saint-Yoeix), Yvette
RAILLON {Villencuve d'Ascql, Lillane ROQUX [Firminy}, Jan RUCKA
[Bourges), Geneviéve SAMBARD [St-Quentin}, Pierre SAMUEL {Orsay),
Gil SOL {Paris}, Jean THEOCLISTE {Valence}, James TOUILLET (Par-
thenay), Geneviéve VIDAL [St-Efienne), André VIRICEL {Nancyl, et
deux sutres solutions, ¥ use donnant A <B, I'auire B< A . Entout, 45
lecteurs ont répondu ; un record |

Compléments
Les remarques des correspondants sont variées et intéressantes :

1) L'steur de I'énoncé nous dit avoir puisé son idée dans le livre d'Alain
BOUVIER {Lyon] “La mystification mathématique”, Hermann 1981,
page 59, ot I'on demande si les nombres
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A=-J§+J22+2-/§ et
B=J11+2\’29+_J16—2\/29+ 55-10V29

sont égaux, question qui se résoud de la méme fagon que I'énoncé N°
146 (voir généralisation ci-dessous). Le plus étrange est le P.5. ajouté
dans 1'ouvrage :

“DAVIS qui cite cet exemple affirme qu'd sa connaissance en 1981
cette question n‘a pas encore trouvé de réponse’.

Cela semble surprenant, s'agirait-il d'un canular 7 En tout cas voild
hien un prebléme démystifié | J'ai eu le plaisir de constater qu'une
dizaine de lecteurs ont signalé le lien entre 1'énoncé N° 146 et celui de

la page 59 du livre d'Alain BOUVIER. Cela montre que cet ouvrage a
été Iu et que ce point a attiré |'attention.

2| La généralisation de la propriété est énoncée de diverses facons :
Jean-Joél DELORME écrit

A=vh + «J2¢1+2\G et

B = Ja+Va?-b +Ja+b—\faz—b +2Jbja-Vva?-b| ou b<a?

A=B, I'énoncé N° 146 correspend au cas a=7 et b=3.
Bdgard DELPLANCHE considére :

AmVe+{2a+2VT b et

B=Ja—e-JE + a+c+e\/5+2Jac+ec~fE

ol e=11 et ol a.c b désignent des réels positifs tels que b<a? La
méme preuve denne A=B.

Dominique PERNQUX remarque que si X=a-vb et Y=a+Vb
alors le nombre vX+vVY +VXY peut s'écrire

A=vVEY 4+ VR 4T = VRY + /X4 Y+ 2VXY
ou B=VT +J(WE VXY = VT +4X +XY +2VXYX
ou CavX+JVY+VEYP = VE+IY + XY +2VEYY
Le cas de I'énoncé correspond & a=7, b=46, XY=3 .
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145 généralisations proposées par Bernard PETIT, Alain PICHE-
REAU, André VIRICEL sont analogues & celles qui viennent d'étre
données.

3| Jean-Pierre ACHARD, Robert FERREQCL, Jean-Pierre FRIEDEL-

M , René MANZONI, Liliane ROUX, Pierre SAMUEL montrent

que A et B sont des entiers algébriques racines du polyndmes
—34%%.- 24X + 109,

4] Un des premiers réflexes face & Vénoncé N° 146 esi de faire appel
& une calculatrice pour constater que A et B sont sensiblement égaux
45,911 058 06 {Francis DREY a obtenu 5,911 058 059 912 147.. jce qui
ne permet pas de conclure. Cela conduit Claire ENET a poser cette autre
question :
"“Trowver des expressions du méms ordre dg complexité donmant des nom-
bres disfincts mats indiscernables a l'affichage sur une calculatrice”.
Laissant aux lecteurs intéressés le soin &' imaginer des exemples algé.
“brigues, voici deux exemples avec des nombres transcendants :

2143 : R .
rre est une bonne approximation de ¥ donnée par

RAMANUJAN. Une calculatrice affichant 8 chiffres ne suffit pas pour
discerner ces denx nombres. Urne a 10 chiffres montre que Ferreur est
de l'ordre de 10-%

. g™ o presque &gal & I'entier 262 537 412 640 768 T44.
I/erreur commise est inférieure a 10-12 {of. BOUVIER, La mystification
mathémitique, pages 60 et 61). Voild qui nous & ramenés au livre d'od
I'énoncéd prenait s& source.

ENONCE N*¢ 147 {Dominique TOURNES, Saint-Deris de la Réunion)

Soit un triangle ABC. Pour tout point M du plan, on désigne par
I {resp. ], K} le projeté de M sur (BC} {resp. {CAJ,|AB]} parallélement
a {AR] {resp. (BC}, iCA;I Peut-on construire a lu régle et au compas les

points M tels que MAAJE = MBAKE ~ MCAT] ?

SOLUTION de Frangois LO JACOMO {Paris)

Soient {a, b, les ouordonnées barycentriques de M par rapport au
triangie ABC, avec g+b+cml

Ailubiﬁ-uzﬂ_baﬁ(-pm dont AK=bAB et KM=cAL .

De méme Mi=aAB et M} =58, Par suite, MAAJR [qui est le double
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de l'aire du trapéze MKA]) vaut :
MAAJK = (bAB + cAC)ABBE + cAL) = bib + 2¢) ABAAL:
En tenant compte des relations ABAAC <« ABABC = ACARE.
Par suite, le probléme se raméne A la résolution du systéme :
{G+b+cm1
b+ 2c)w el + 2a) =ala + 2B)].

Comme bib+22) +eje+ 2af+afa+ 2b)={a +b+cP=1 .

(La somune des aires des trapszes MKAJ, MICI, MIBX est ceile du
triangle ABG.

Le systéme A résoudre équivaut i

A

g+beee 1

b‘+2bc--%-— K

1
2+ 2ot =
3

@+ 2ab=-L
3

8
i
RN S
Dct;ﬂc €= g w5 pais
pus 3 BN (o 3 1\_1
a6 2 2 &b 3
soit © {1-3b2}{1 - 12b+9b%) = - 122
Finalement : {1 3b)(OB - 9b% ~9b+ 1} w () .

1 est clair que 'on a les mémes équations enaetc . Uy adeuxcas:
— ou hien a=b=c=%~ . M est alors Visobarycentre de ABC

—ou bien @, b ¢ sont les racines u, v, w du polynSme
Ptx}=X3—X’—~X+-;—.

Seules trois des six permutations sont admises car ¢= é —-%—, le choix

de b détermine ¢ et 2. Les trois points correspondants sont les bary-
centres de A, B, C, affectés des coefficients jwv,wi, {v,wu], {wu].

1
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Or le polynSme PFix) n'adinet pas de racine rationnelle, car si
X= %, supposée inductible, était racine, on aurait

q&
P -pa-pet+ 9" o
9 [donc 27} diviserait ¢* mais 3 ne doit pas diviser p, impossible.

Par suite le polyndme Pix} est iréductible sur ©, dong, par le “résul-
tat de WANTZEL" (cf. CARREGA, Théorie des corps, Hermann, page 28),
les nombres ¥, v, w ne sont pas constructibles avec la régle et ta compas.

Remargue : On peut calouler les nombres u, v, w par une méthode clas-
sique, oa obtient :

o o= ~1-+i o8 % w —~{),688050258

3 3
vetiedcos 3 o 0101802430
3 3 9
i . 4 L
= 2 1,08625682R
3 + 3 cos 3 £ AB2LE

La non-constructibilité des 3 solutions équivaut & celle du polygoze
régulier de 9 cltés, résultat obtenu par GAUSS en 1796.

Conclusion | Le probléme admet 4 solutions :

- le centre de gravité du triangle, qui est intérieur et constructible,
— trois autres points, qui sont extérieurs au triangle ef non constructibles
avec Ja régle et le compas.

Autres solutions : Edgard DELPLANCHE {Créteil), René MANZONI
{Le Havre], l'auteur ; et trois solutions partielles : Danie] CARON
{Bruxelles), Charles NOTARI (Noéj, André VIRICEL {Nancy).

Remargre - Dominique TOURNES nous dit avoir pulsé son idée dans
le livre de Alain BOUVIEK déja cité plus haut, en généralisant la ques-
tion page 47 : ol placer le point M pour que les trapézes MYAK, MKEL,
MICY ajient la méme aire ?

ENONCE N° 148 [Roger CUCULIERE, Paris)

n et p &ant des entiers positifs, on désigne par M la moyenne
d'ordre p de Ia ligne numéro n du triangle de PASCAL :

1 X
Sl i

a+l o
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Trouver un équivalent simple de M} lorsque n~+ o, au moins
lorsque p=1 ou p= 2.

SOLUTION
#«Cos p=1]
. 2" z"
De ), Ci=2", on déduit M;=—", ce qui est équivalent & —
byt n+l n
*Cus p=2
Un exercice classique de combinatoire donne
il i
Y (s, - 2
b {nl)

Utilisant la formule de STIRLING ; nl ~n"e ™ "J2@n pour n—+ov,
on déduit
22» ) n

uis M2 ~
Jan T

o, ~ 3
A4 ne

»Cas pz3

Ce cas est plus difficile car on ne dispose plus de formule exacte
donnant simplement n
¥, Ichr.
k=0

Les solutions reques pBchent soit par défaut de rigueur, soit 2u contraire
par cxceés de technicité conduisant 4 une rédaction longue et délicate
a présenter icl. Contentons-nous alors, faute de mieux pour le moment,
de nous appuyer sur une formule asym¥mﬁque attribuée 3 POLYA et
$2ZEGO quei'on trouve 3 la page 141 de I Analyse combinataire de Louis
COMTET (PUF, tome 2}

- [Ch? iﬁf k3 %1 lorsque m+m
L - = (5) i

kwd

©On en déduit :
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P
M?l

1
Y
(Zﬂp

formule gui redonne bien les résultats obtenus pour p=1 ou p=2.

1
2“"2
“un

Autres sobhations : Frangeis 14 JACOMO {Panis), Bernard PETIT (Brest).
Solutions partielles : I'auteur, Edgard DELPLANCHE [Créteil], Robert
FERREOQL [Paris}, Kené MANZON!I {Le Havre}, Charles NOTARI {No#}.
Compléments dis 2 Roger CUCULIERE {Paris}

ay, &;,..., 4, tésignant des réels positifs, on pose habituellement :
My = =sup ay, M, ~=inf a,, et pour tout réel @ non nul :

| R L
A I E af { &
n+l fad

* Cas k= — &0
On a2 immédiatement M " =1 .
2 s b=+ 0

§i n est pair, n=2m, M} ®=C2, ~ 2o

Jam
2
d'on M ~ 2" f;-rm lorsque A+
n

Si n est impaiz, n=2m-1, M;“-c;,,ml-c;;jla%c;;,

ce qui conduit 2 la méme formule, que Fon remargue étre aussi le résul-
tat limite pour p—+ o de celul obtenu cidessus pour a=p>40.

¢ Cas <l
On montre que lim L {CH¥=2, il en résulte
* Lot -
[- 4 2 “’:"
My ~ (;;-)“ lorsque T+
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» Enfin pour ae=0, si Yon pose 2
{Palnal

" 3
9
M, = ( ’! lﬂ ﬂﬁ) PE, MY oy

ol Py=11223% . a", dont un équivalent asymptotique s'obtient par
comparaison de

bPF=Y khk
P
n u?‘- nz i
avec l'intégrale S xfx dx=—2- 1] n—? + e puis en recommen-
I

cant pour la série de terme
2 z 2 2
nﬁ:n-—(%—ﬁln—-’i—)’@(mgl ﬁt[ﬁ-—ltnm";l )

{cf. BOURBAKI, F.V.R. chap. V, § 4, n° Z et n° 3j.

Cela donne & P,— “; fhn- "; +~§— b n+Q (o n.

De funl m nfun—n+% &Zﬂﬂ+-i—1-—-—+0(1) , on conclat :

Zn "

& Mgwiz’;--c-_é“«uzl“ i 21m+0(%) et finalement

A
Mo~ 7 |2

27n

COURRIER DE LECTEURS

1. Solution mardive : N° 141 (jean LEMAIRE, Lille].

1L, Variantes & la solution de Charles PEROL {Clermont-Ferrand| pour
le probléme N® 136 : “Quel est Visobarycentre des quatre centres des
cercles tangenis aux trots cotés d'un triangle 7" [voir Bulletin N° 386,
page 626 et figure page 627).
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1) Thierry GUIRAUD {Thourotte] procéde ainsi :

Désignons par A’ et A’ les milieux respectifs de [I1,] et {Igle]. L'iso-
barycentre G de I, I, Iz, Ic est le milieu de {A'A™] et appartient 3
{A'A"Y. Or (A’A”) est la médiatrice de [BC], car les cercles de diame-
tres [, ] et {Telc passent par B et C, en raison des angles droits for-
més par les bissectrices en B et en C, et ont pour centres respectifs A’
et A", De méme G appartient aux autres médiatrices du triangle ABC,
donc est le centre du cercle eirconserit & ABC.

2] Henri BAREILL [Toulouse] écrit ceci :

Ia: Ig, Ic forment un triangle d’orthocentre I Remplagons 1 et |y
par leur milieu A’ et de méme I et I par leur milieu A", A’ et A" sont
diamétralement opposés sur e cercle d'Euler du triangle 1,1ple, lequel
est le cercle circonscrit 2 ABC il passe par les pieds des hauteurs). Donc
I'isobarycentre cherché est le centre de ce cercle.

1
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