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jeux et math

a propos de;s carrés magiques
d'ordre 3

R. Duvert
College de Margny-les-Compiégne

On se propose icl d'étudler les carrés magiques d’ordre 3 en fonc-
tion de leur £lément central.

La démarche adoptée semble difficilement accessible 3 des éléves
de coliége, mais devrait pouvoir étre abordée au bycée.

1. Notations
On ne considére que des carrés magigues contenant 9 naturels.

blg On appelie s la somme des nombres de chague ligne,
chaque colenne, et chaque diagonale.

¢ f Nous cherchons le nombre Nis| de carrés magiques
de somme donnée.

¢ désigne I'élément central. On a :

fldle

smatbigmhictfmitd+ema+htinbrordmgifremaictresgrc+i

2. Premiers essais

« Puisque les 9 nombres considérés sont pasitifs ou nuls, il est facile
de voir gu'll n'y & qu'un seul carré magique de somme 0, celui quin'est
composé gue de zéros ; done Nj0]=1.
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s Par tatonnement {mais cels se démontre assez rapidement}, on
s'apergoit quil n'y a pas de carré magique de somume 1, ni de somme
2 ; donc N{1§=N{2]|=0Q.

* On peut, toujours “empiriquement”, trauver les 5 carrés magiques
de somme 3 :

021 102 111 120 201
210 210 111 0t2 012
102 021 111 291 120
On remarqgie que I'élément central est dang tous les cas égal & 1.

3. Premier résultat
D'ou l'idée de démontrer gque | s=3¢

En effet {par exemple) :
fa+ctre]l+(gro+i}+{b+o+d)=3s
puis, en changeant I'ordre des termes du premier membre :
{a+begl+ii+drei+ie+ete]=3s
d'oi : s+3+3cwmi3s et 3c=s,

Donc

Si s n'est pas un multiple de 3, Nisj=0

4. Réduction du nombre de paramétres

Cmn vient de voir gque lorsque s est donné, le nombre central ¢ est
déterming joc=5/3). Lorsque I'on reprend les 8 &galités caractérisant un
carré magique d’ordre 3, on prouve aisément que les nombres defah,i
sont fonction de a etde b et quela forme générale d'un carré magi-
que d'ordre 3 et de somme 3¢ ost:

a b 3c-a-b
qe=2a-b c 2a+b-2¢c
a+b-e 2c-b 2c-a

5. Conditions sur a et b

Mais nous n'avons pas encore utilisé le fait que les 9 nombres du
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carré sont posiiifs ou nuls. On en déduit alors que les 9 inégalités cor-
respondantes équivalent aux 4 encadrements :

(1 0Kag2e

2} 0gbg2c
(BegLa+bgde
[ 2e82a+bs4e

On démontre ensuite que les encadrements {2] et (4] entrainent (1}
et (3] ; les conditions sur a et & se réswment alors 4 :

08bg2c et ZesZa+bgde

Et done, si 5 est un muitiple de 3 :

N{s) est le nombre de couples de naturels {a b} tels qgue
bg 283 et 293 20+bg4s/3

Remarque : On peot anssi déduire des encadrements (1) & {4) qu'aucun
des 9 nombres du carré n'est supérieur & 2¢ ; d'ot le résultat :

Les nombres composant un carré magique de somme s sont
tous inférieurs ou égaux 3 Zsf3 .

6. Un exemple : carrés magiques de somme 6
N{&} est le nomhre de coupies de naturels ja, b} tels que €4 et
45 2a+b<8; on peut le chercher ¢n se donnant b {par czemple] :

51 b=0 alors 2¢ag4 d'oh 3 solutions pour a
si bwl alors 1,5€a<3,5 d'ob 2 solutions pour a

etc...
On trouve N[b]=13. Les carrés magiques de somme b sont :
222
222
222
¢ 42 204 2490 402
4290 420 024 024
204 G42 402 249
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123 321 141 303
420 024 222 222
123 321 303 141
132 213 231 312
321 321 123 123
213 132 312 231

On remargue que ces carrés, sauf le premier, forment des ensembles
de 4 ot que dans chaque ensemble is se déduisent les uns des autres
par une “‘symétrie’” ou une “‘rotation’’,

7. Mlustration graphique

Avast de wouver Nisj par ke caleul, il peut &re utile de représen-
ter graphiquement le probléme. On peut considérer un repére dont les
abscisses sont les naturels o et dont les ordonnées sont les naturels
b. Alors, d'aprés les conditions sur @ et b vues au paragraphe 5, les
carrés magiques d'élément central ¢ sont représentés par les nouds
du guadrillage qui sont centenus [au sens largel dans un paraliélo-
gramme limité par les 4 droites d'équations 5=0, b=¢, b=2c~-2a et
b=d4c-2a.

Sur la figure proposée en exemple (c=5], on compte 61 points répon-
dant 3 la question done N[15]=61.

Quel que soit ¢, les 4 sommets du parallélogramme correspondent
aux 4 carrés magiques :

0 2¢ ¢ 2 0 ¢ c 0 2¢c c 2¢ 0
20 ¢ 0 & ¢ 2¢ 2 ¢ O 0 ¢ Zc¢
¢ 0 Z¢ ¢ 2o 0 0 2 ¢ 2 Q ¢

Cuant au centre du paraliélogramme, il correspond au carré magi-
gque “trivial” jou ""homogéne”’] formé de 9 nombres égaux & c.

On peut aussi remarquer, par exemple. qu'il n'y a toujours gu'un
seul carré magigue {de somme donnée) contenant U en haut A gauche.
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b Les carrés magiques d'ordre 3 de somme 3¢
.- (illustration graphique)

—  f{chague ® comrespond 4 un curré magique)

t : fiei cmb)

0

c L
[a est ie nombre situé eo baut 4 geuche du onrré magigue}.
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lorsqu'on approfondit l'étude des carrés magiques de somme
donnée, on découvre d'autres intéréts 4 ces graphiques. Par exemple,
les points situés sur les diagonales du parallélogramme correspondent
aux carrés magiques symétriques par rapport & une de leur diagonale.
Les points situés sur les “"médianes’’ du paraliélogramme correspon-
dent aux carrés symétriques par rapport 4 leur deuxiéme Egne ou leur
deuxiéme colonne.

8, Détermination de Nis)

On sait gue 2e52a+b<de, cequl équivantd c~H2gag2e-b2 .

5i b estimpair. a peutprendre ¢ valeurs: si b est pair, ¢ peut
prendre ¢+1 valeurs {le graphique permet de mieux voir tout celal.

Or b varie de 0 & 2¢, donc est ¢ fois impair et ¢+ 1 fois pair.
Donc Nfs = [+ Hic+ 1{+oxe :
Nis} = e+l +

Si s est multiple de 3, alors Nisi=is/31*+{s/3+ 1}?

On peat en déduire une autre expression :

Nisf = 1+{2s/3}{s/3+ 1}

On vérifie bien ce gu'on a trouvé pour N{0), Ni3, N{6} et Nj15},
et on peut calculer gue Ni{9}=25, N{12i=41, N{18)=85, Ni21)=113,
Ni24} = 145, N{27]= 181, N{301=221, eic.

9, Si on veut aller plus loin...

On peut découvrir {on I'a entrevu au paragraphe 6} que les carrés
magiques d'ordre 3 et de somme donnée, saud un, sont groupés par 4
ou par 8. 5i 'on considére alors gue les carrés de chaque groupe sont
“presque pareils” {ils contiennent les mémes nombres, placés différem-
ment}, on peut s¢ demander quel est le nombre D{s] de carrés magi-
ques “vraiment différents’... On trouve :

Dis} = {56+1 st 5 est multiple de 6
Dis} = [{s+3)/6}{js+ 36+ 1] si 5 est impair et multiple de 3

On peut aussi démontrer que le nombre de naturels distinets gu'an
carré peut contenlr est towjours impair et qu'il y 3, outre le carré “iri-
vial” contenant 9 fois le méme naturel ¢

4c carrés contenant exactement 3 naturels distincts

4E{ci2} carrés contenant exactement 5 naturels distinets
8E{c/3} carrés contenant exactement 7 naturels distincts

{E{x] désignant la partic entiere de x ).
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