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les problemes
de l'a.p.m.e.p.

Cette rubrigue propose des problémes choisis pour Voriginalité de leur
caractdre : esthétique, subtil, ingénieux, voire récréatif, dont la résolution
nécessite imitiatives, démarche inventive, recherche, effort intellectuel,

Elie accueille fous ceux qui aiment inventer, chercher de “beaux pro-
biémes”... si possible trouver des solutions, et les invite 4 donner libre cours
4 leur imagination créatrice.

Priorité sst naturellement réservée aux énoncds composés par des
coliegues et au dialogue ouvert enire eux par le jeu des réponses ef des solu-
tions, qui sont & envoyer A ladresse suivante :

M. Dominiqgue ROUX
52, cours Gay-Lussac
87000 LIMOGES

fréponses & des problemes différents sur feuilles séparées S.V.P.}

ENONCES
Ces quatre énoncés sont ceux qui ont ¢ envoyés & Moscou powr
le concours FRANCE-URSS.

ENONCE N° 165 [Frangois LO JACOMO, Paris)
Existe-t-il un entie admettant plusieurs diviscurs dans
Vintervalle [V, vn+_[va +-%-] ?
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ENONCE N° 166 (Gérard LAVAU, Mesnil-Esnard]

Soit (U} la suite définie par Ug>0 et la relation de récurrence
Unsrm U,—exp{- ”UE} -
Donner un équivalent de U, lorsque n tend vers I'infini.

ENONCE N° 167 (André ANGLES, Limoges)

Démontrer que la directrice de la parabole tangente aux trois cdtés
d'un triangle non isocdle et & la droite contenant les centres des trois
cercles d'Appolonius du triangle est 1z droite d'Ealer de ce triangle,
{Cercle &' Appolonius = cercle dont un digmétre a pour exirémités les points
d'intersection des bissectrices d'un angle du triangle avee le cO14 opposé a
ce sonunet].

ENONCE N° 168 {Dominigque ROUX, Limoges}

M étant dans le plan d'un triangle ABC donné, on construit les
points Af, B', C’, intersections des droites [MA}, [MB}, iMC) avec res-
pectivement les droites {BC), {CAj}, [AB)]. Déterminer M tel que
AA'=BR = CC",

SOLUTIONS

ENOGNCE N° 149 {Frangois LO JACOMO, Paris)

Pour tout tétraédre, on désigne par R le rayon de la sphére circons-
crite et par r le rayon de la sphére inscrite. Quel est le minimum de
R,

r

SOLUTION [R. MANCEAU, Paris|

5i une sphére |5} coupe les plans des quatre faces d'un téiraédre,
son rayon g est supérieur ou €gal & r.

En effet, soit 8; les aires des faces, V le wolume, d; les distances

algébriques du centre de |S) aux plans des faces jtelles que pour les

somunets ces distances soient positives ou nulles).
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On sait que 3V=Irg;=Id; s, .
De d;5id;| €p on déduit U rs; <X ps; d'olt rgp.
En appliguant cetie propriété 4 la sphére {5} déduite de la sphére cir-
conscrite par Fhomothétie ayant pour centre le centre de gravité et de

rapport — %. sphére qui coupe chaque face en son centre de gravité,
on obtient : r&%. Donc %33,

De plus, on cbserve qu'il ¥ a égalité lorsque le tétraddre est régu.
lier. La réponse an probléme posé est donc @ 3.

Autres solutions : André ANGLES {Limoges|, Edgard DELPLANCHE
%kéteil;, Frangois LO JACOMCO [Paris), Charles NOTARI {Noé&|, James
QUILLET {Parthenay).

ENONCE N°* 150 {Olyropiades 1987}

Existe-t-il un ensemble infini de points du plan tel que la distance
de deux guelcongues d'entre eux soit irrationnelle, et tel que chaque
triplet de points détermine un triangle dont V'aire soit un rationnel
non nwl ?

SOLUTION de Claude MORIN {Limoges)
L'ensemble des points A, {nn% pour n€N convient :
YA, A= li-f| VITE+ €Q si i#].
En effet, si Wnug— avec {pqj=1, alors g—:EN ,dod

g=1. l=pp{i+jP={p~i—jl{p+i+]] entraine p-~i-j=p+i+j, cequi
est impossible car i+f@1.

2) BiA A A= 2 | detiahy, ARy L eLfi-jl. -k | [k-1] EN®.

Auires solutions : Pierre ANDRIEU {Lignan-sur-Orb), André ANGLES
{Limoges}, Luc BARRIA (Serres Morlaas), Edgard DELPLANCHE
(Créteil], Robert FERREOL {Paris}, Gérald GOUBY {Figeac), Bernard
HERON {Orsay) et Alain MASSON {La Rochelle], Jean LEMA%RB (Lillel,
Frangois LO JACOMO {Paris), R. MANCEAU [Paris], Charles NOTARI
[Nog}, Robert CHARDARD {Les Ulis}, Daniel PECKER (Paris), Pierre
RENFER {Ostwald), Pierre SAMUEL {Orsay), Joseph VENTURA
{Ajacciol.
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Note :

La majorité des réponses donnent V'exemple ci-dessus oii les points
sont contenus dans la parabole d’équation y=x2,

Quelques réponses donnent des exemples bornés, contenus dans
un cercle ou bien dans Phyperbole d'équation yu-% .

Un lecteur pose Ia question : L'ensemble des points du cercles trigo-
nométrigue qui omt leurs deux covrdonnées rationnelles répond-il au
probléme 7

§'il est bien vrai que chaque friplet de points de cet ensemble est
d'aire rationnelle, la distance de deux quelcongues d'entre eux n'est
pas toujours irrationnelle. Par exemple, la distance de deux points dia-
métralement opposés vaut 2.

On peut alors songer & évacuer ce contre-exemple e ne prenant
que des points du cercle situés 3 'intérieur d'un réme den €. Mais
12 encore on trouve vite un confre-exemple : A[1,0} et Bj gﬁ ) %'95» I 1a
distance de ces deux points vaut “"2“‘* et ils sont méme contenus dans un

quart de cercle. On pourrait penser A restreindre V'ensemble & des arcs
de cercle plus petits, mais il y aura toujours des contre-exemples en
raison du

Théoréme : Dans tout are, aussi petit que 'on veut, du cercle trignonoms-
trigue, on peut toujours trouver dewx pONs & coordonndes rationnelles dont
la distance est rationnetle.

Démonstration : Pour tout entier n posons :
n*—6nt 4 | anin? - 1}

£ o
(4 11 fnlet)?
De {né+1)'={n*-6n+ 1J%+{nfn’ - 1) on déduit a’+b®=1.

Diautre part (1-aj+b? = 2(1—a] = ( 4n )2.

nf+1

{trouvés aprés titonnements)

Done les pdints A{1,0) et Blab} appartiennent au cercle trigonomé-
trigue et ont pour distance d= ;?%-1 )

Lorsque e, a1, &0, dﬂg.Dcncenchoisissant 1 asser

grand on peut rendre Yangle 8,=A0B aussi petit gue ‘on voudra
{0 centre du cercle|.
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Soit maintenant un arc 15@ du cercle, Posons ASP:nrx, ASQ:ﬁ
ot B<a<fB<2r. Choisissons n assez grand pour gque 26, <3 -e .
La rotation R d'angle 8, de centre O a une matrice 4 coefficients ration-
nels : cosf,=a, sinf,=b, et les images successives de A :
A=RiAJ=B, A;=R{A} ..., Ay, =RiA;] sont des points du cercle -
gonométrigue gqui ont leurs deux coordonnées rationnelles. 11 existe &
tel que k~1} B <agkd,.

De 293<ﬁutx,gggéduit (k+1} G <f.

Par suite I'arc AyAy.; est inclus dans Farc PQ, et la distance de
Ay A Ay, qui est égale 3 d=AB, est ratiounelle.

ENONCE N° 151 {Dominique ROUX, Limoges}

Trouver tous les couples de rationnels positifs {x,y) tels que
x—y*al,

SOLUTION de Georges GRAS [Besangon]

Nous proposons les 3 étapes suivantes :
{i} rappel de guelgues propriétés &lémentaires des “radicaux” ;
{it] démonstration du fait que toute solution en rationnels positifs
est en fait en entiers :
{iii} résolution de I'équation en entiers positifs.
Soit Q) le groupe multiplicatif des rationnels positifs. Pour
~Qf et nEN-[0}, on dira que "™ est un radical irréductible si
tout diviseur ex1 den, a&{0Q%}5

emme. $& av" est un radical irréductible, alors son polynéme irré-
Aible jou minimal) P, sur Q, est X"-a,

Soit m le degréde P ; comme P divise X"-¢, ona msn, et il
nous suffit de montrer que man. Les m racines de P dans € sont
de la forme Lo on {f=1, et le medule de leur produit est raticnnel
{e’est, au signe pras, le terme constant de P} ; done

"

] Hhﬁamf - QMEQ: -
i=I
Scit fle, £, fEN-[0], I'écriture irvéductible de m/n. La relation

*EQT conduit 2 «'€[QFF, dot a€{Q% puisque [ef)=1; par
hypothdse 2=1, d'od manfzr.

Corollaire. Svit o' et b deux radicaux irréductibles tels que
a by, uEQ-16], ¢Ef-1,1}; alors mun=1.
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. Vu la symétrie, supposons msn et posons a"”aﬁ en élevant 4
la puissance m les deux membres de I'égalité -u=eb™™, on obtient :

B muft™ 4+ |+ {—4)"-¢"h = 0,
et le lemme implique que le polyname
X" X 4 o4 (~u)"— "

est multiple de X"~a. D'oh m=n, ainsi que 'égalité de ces deux
polynémes ; enfin, si m=7> 1, lidentification des termes de degrém —
conduit {puisque m-1>0] 4 —mu=0, ce qui n'ast pas.

{ii) Soit {x,y} une solution, dans QF, de 'éguation ;

{1 eyt = 1.

Posons :

{2 xmufm, ywvhy  avec {uomiwsiviiwl
{a relation {§} ¢'Ecrit ;

(3} gt avec a=fum)’. bw{vil,

et on en déduit, powr des diviseurs convenables n' et m’den et m, Véeri-
ture en radicaux irréductibles suivante :

(3} aW oy, avec aw=a™, b=k,

Le corollaire [pour e=u =1} conduit & n’'=m’=1, soit (cf, (3] {3’} a
a=(u/m)"€(Q )", b={v/n)"E(Q )" ; d'ol whn)EIQ5T () EIQE)™
pulsque {au nivean exposants} (v n)={u,m)=1 [cf, (2]} ; pour les mémes
raisons [cetie fois au niveau écriture fractionnaire), on a u=U"
m=M" v=V" n=N", o0 UVMNEN-{G, aveg {UM)=(¥ Nj=1 ;
on a dong ;

meM"=MPN? et a=N==NM?,
Liinégalité "de Cantor'' 1 2%>q , pour tout ¢EN | montre gue néces-
ssireme:nt M=1ouN=t.

S M=1, il vient m=1 et n=N, d'od égalité jcf. (1], {2}, avec
x=UN, y= VJN}

FASN7 L
qgui elie-méme impligue VINEN |, soit N=1 ; Vaulre éventualité étant
analogue, on a bien achevé 1'étape {ii} lxuu Pyl
fiii} Résolution de l'equatxtm
(4} ®-ytml, xyEN-{0].

On soubaite faire intervenir un diviseur premier de x-1, ¢¢ qu:
exclut les cas odl x-1€{~1,0,1], soit x&[0,1,2] ; comme xy#ﬂ ilne
reste que x=2 qui conduit i l'équation :
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1+y2=2%, y21
pour y=1 on a la solution {2,1}, et pour »22, on obtient 1+y*=0
mod 4 qui est absurde.

Soit maintenant p un diviseur premier de x- 1, x>2; il est immé-
diet de voir que 'on a ym0 mod p . Distinguons 2 cas selon que 'on
peut cheisir p impair ou non :

{o Cas p#2. On pose !
xmla N, pegp®, 21, 521 Apl={mpl=1, ARl

alors (4] s"écrit @
[5) (L+ X1 = (up' ¥ = 1.

On vérifie (par une réourrence classigue ufilisant la formule du
binéme pour I'exposant pj que .

(14X = 14 Np™, (Npi=1,
et |3} conduit, en posant pl*k’rmp’, a:
)‘rprws = #rps{h-hp’j:

comme {N,plmip’ pl=1, les exposants de p sont Sgaux, et on obtient
redsp” qui conduit 4 'absurdité r2p” [car AR, 521}

{8} Cas p=2. Soit ¢=11 tel que I'on ait xme mod 4 ; posons :

x=efl+er27, p=p2® r22, spl, [A2=(p2)=1, Ra1;

ici (4] s'écrit :
6) (1+eA2P% = (2™ = 1.

Comme dans le cas {af, on établit, par récurrence (et gréce & 'hypo-
thése r22} que :

(1+eh2"" = 1+ X27%, [N 2]=1,
et (6} conduit & A2 mp'2% ) goit 2 resmse+As2.
Si £=1, on obtient Pabsurdité habituelle, sinon on obtient :
{n re{A2"=2js,
d'od re2-2 fear s21, A3l
=2r-2 fcar 2721, pour r21]
gqui conduit & <2, soit r=2, auquel cas {7) n'est possible que pour
s=A=1, ce qui fournit la solution (3,2).

En résums, Ies solutions dons Q5 @ Péquation proposée sont {2, 1] et {3,2).

Autres solutions : André ANCLES {Limoges), Bernard HERON [Orsay),
Frangois L JACOMO {Paris), ¢t deux solutions incomplétes.
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Remargue : Dans la solution ci-dessus, 'étape (iii} peut étre traitée
un peu plus rapidement en employant Famalyse, de facon semblable
2 ce qui avait éé fait pour résoudre 'énoncé N* 87 {cf. Bulletin N© 338
page 2673 L'idée est de se ramener 4 Fétude d'un petit nombre de cas,
en écartant les couples {xyf tels que y>xz3 .

Compléments

Frangois LO JACOMO (Paris] tudie plus généralement 1'équation
#*.y'=or o x, ¥ o sont des rationnels positifs {strictement].

Le cas le plus intéressant est vefui ot x> 1 et y>1 ., [l obtient alors

1a liste compléte des rationnels o de la forme x*-y* compris entre 0
et 10'°. H y en a exactement 151 {coincidence !} qui vont de

1 fx=3y=2), 2,9375 (xu4.y=9£-}.,, i BB81781G7Z,... 1x=~g_,y==25;.

Cette liste peat &tre envoyée sur simple demande {offre limitée sux dix
premiéres demandes).

COURRIER DE LECTEURS

1. Dans le Bufletin 366, trois solutions : N° 134, 135, 136 apparaissaient
sans référence. Leur auteur a é€ retrouvé : il sagit de Jean BOUTBLOUP
de Rouen.

H. Solutions parvenues aprés rédaction de la rubrique :

— Michel LAFOND {Dijon) : N° 140, 143,146

— Daniel PECKER {Paris) : N° 143, 144, 148

— Bernard HERON [Orsay) : N© 148

— Claude MORIN {Limoges} : N® 146, 148 [partiel).

HY. Aux 43 solutions au probidéme historique données par Frangois
LO JACOMO dans le Bulletin N° 367, Robert CHARDARD {Les Ulis)

ajoute les 7 solutions suivantes :

X ¥ z A B C
12006 3330 8528 188 221 068 41 907 842 30 818 942
13072 | 7854 | 11904 | 272 572 450 101 685 266 | 40 005 950
16065 § 13464 | 14248 430 226 625 192 142 400 10 863 104
200684 2952 | 17280 556 393 2081 153 829 202 | 145 114 858

7347 792G | 3704 792 372 017 | 738 393 608 | 675 667 208
6601 | 9B40 | 40920 | 929 209 201 885 636 000 | 788 810 400
29820 | 14586 | 144852 |1 113 363 25G1 218 156 850 5 405 454
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1V. Richard André JEANNIN (Sfax, Tunisie} et R, MONCEAU {Paris} propo-

sent d'autres démonsirations pour la “formule de LI SHANLANY {Bulletin

N° 368 page 246). La seconde repose sur la résolution de §'équation différentielle:
i -xly +[1- {2h+3}x}y‘-[k+1]3y -0

que I'on transforme par y={i-x) 2%

V., Michel CHAMBON [Masny) nous propose ls communication
suivante, 1l aimerait savoir si ces relations ont déja été exploitées en
arithmeétique :

Deux identifés remarqgiabhles

a et b &dnt deux entisrs quelconques et n un nombre premier
supéneur a BEen désignant respectivernent par s, et s; Jes nombres
s,ma*+ab+b? et s;=abja+b), ona:
* pour # premier de la forme 6m-—1

B+l

- 2=y n-feic
{@+B)*-a®~b" = ns;s; Y7 “—éﬁl— Cn- 2ia 1) % a3
i=1 #

s pour n premier de la forme 6m+1}
-1
3
-1 Ao+l
fa+bl*~a"-b" = nsks; 33 ""‘é‘;%‘" neictf® 2 Sy
imf 2

Ces formes "'découvertes’ par 'auteur sont-elles déja connues ? 51
oud, pri¢re de le commumiguer soit par la voie du Builetin, soit & I'adresse
de l'auteur :

Michel CHAMBON
35, avenue du 8 Mai 1945 - 59176 MASNY

Nota : 8i a=b, o obtient, aprés élimination de la valeur commune
des deux membres,

n premier de la forme Gm—1:
Htli

. 1 21} El‘ 1
2"-2=6n Y] =i n-(zzmg
iwi

i)
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1 premier de la forme m+1:

a1 -
3 .
2i 1} Y~ 6+ 1) ,
2"-2=18r Y, -_2;‘:_1-« C,!_[g.ma 3 48
i=1 2

oft on reconnalt, au premier membre, U'expression de Fermat 272
toujours divisible par n premier impair,
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