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études

Ptolémée, Al Kashi
et les tables naturelles

Maurice Glaymann
IREM de Lyon

A ia mémoire de mon cardiviogue el ami, Michel Silie,
aqQuije dois tart ...

Le probléme célébre du calcut des valeurs approchées de sin 1° ast dd &
Claude PTOLEMEE .

Les fravaux de PTOLEMEE et o'AL KASHE, pour résoudre ce probléme,
permettent de monirer comment ces mathématiciens ont construit les
promigres tabies de trigonométrie, dites tables naturelles.

Nous allons suivre la dédmarche utilisde par PTOLEMEE dans son jivre
d'Almageste (il va de soi que pous uliisons ki tes écritures et nolations
modernes;.

Ciaude PTOLEMEE, mathémalicien, astronome ef géographe grec, né
vers 90 4 Plodmails Memmius, a vécu A Alexandris et mourst & Canopé
vers 168, i est considéré comme étant te plus grand astrotiome de
FAntiquitd. Son livee Grande Syntaxe Mathématique, Scrit en 146, a
survolé les Ages et fut appeld par les arabes "Al Magisti® ("la plus grande”),
connu depuls sous le numm d'Almageste. Ce Hivre contient Ia somme des
connaigsances astronomiques de Népogue o a domind Iastronomie
msquen 1543, date do ta parution de D¢ Revolutionibus Orbium
Coslestium de COPERNIC,

AL KASHI est ung trds grande figure de la mathématique arabe; il est ré
dans le dernier quarn du XIVéme siécle, originaire de la ville iranienns de
Kachan, siluée entre Téhéran et Ispahan. Vers 1420, il se rend 3
Samarcande oli il dirige dimportants travaux dastroncmie. On ki doit de
nenbreux ouvrages d'astronomie et trois remarquables traités de
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mathématiques et ontre autre La ¢ié de I'arithmétiqus (Miftah al
hisab), achevé en 1427; c'est un exceliant guide de mathématiques
- Slémentairgs desting & un irés large public qui par ia richesse de son
contanuy, sa cland et son dlégance, tient une place unique dans ia
Etdrature thi Moyen-Age. Une ddition lthographicue a pasu & Téhdran on
1889, Par lus travaux AL KASHI, ditons sa contribution capitale au
développament du caloul décimal, ¢'9sl la créateur de fractions
désimales: 1 a calculé ks nombre x, avec 14 décimaies, record absok pour
Fépoque et a deéveloppd un algorithme Hératif qui se distingue par sa
simgcité et sa raplde convergencs, algorithme qu'it a utifisé pour calculer
$in 1°,
AL KASHI nst mon vars 1436

1.- Un théordme de géométrie
{appelé aujourd'hui Théordme de PTOLEMEE)

Dans tout quadrilatére inscriptible, la somme des produits des cbiés
Oppoaés ost fgale au produit des diagonales
Voici une démonstration de ce théo-

reme.

On choisit 1e point E du segment AC,

tel que ABE = DBC . Les triangles
ABE & DBC sont semblables; il en
résulte que AEDB = AB.DC

et commes AE= AC -BC
il vient:
ABCED « ACBD - EC.BD

Les triangles BEC et BAD sont édguiangles; il en résulte que:
EC.BD uAI).B?C
Doi:  ACED = AB.DC + ADBC (1)
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Réciproquernent, 1a condition (1) implique que le quadrilatére ABCD est
instriptible. Pour établir cette réciproque, I plus simple est de passer
par une inversion (voir annexe 1.

2.- Les formules de PTOLEMEE

Plagons-rious dans le cas particulier ot AD est un diamatre du cercdle G

circonserit au quadrilatére ABCD. Posons DAB=a e DAC=b ot
désignons par R le rayon du cercle G,

Cn en déduit:
BC=2Rsin{a-b)
AB=2Rcosa
BD =2Rsina
CE=2Rsnb

et AC=2Rcosb

(1) donne alors
sinfa-b)=sina cosd - wsa sinb {2}

En changeant alors b en b, if vient
sin(a+M=sina cosb + cosa sinb

En changeant alors b en 907 - b, il vient:

cosfa~b)=¢osa rosh + sina ginb (3
puis en changeant ben - b, ona
cosfa+b)=cosa cosb ~ sina sinb (4)

(3) et {4} sont les formules de Piolémbe,

Pour atler plus loin, if faut établir une autre formule, dite d'arc moitié:
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£} est le Jemi-cercle de diamdire

AC et de centre O et de rayon K; B 8

st un point de et D le milieu de Y
o~ ’

Yare CB . B est e point du

segment AC ted que AB = AB. Les A g EF ¢

triangles AED et ABD sont égaux
et DE=DB=DC

La droite DF, bissectrice de angle ﬁ(ﬁ, est orthogonake 3 AC.
Désignons par 2a Fangle OB jona

DC=2Rsin% AB = 2R cos @
cF =222 D¢ = CF.CA = RUR - AB)
200 l1-cosal
Nl en résulte que: sin i

d'oit la formule d'arc moitié: sin %« - }__________quwx

Cette formule permet, connaissant sin a, de calculer cos o & Paide de
cosa=V1-sin“a et den déduire sin«%- .

3.-Le calcul de sin 36° et cos 36°

Le théordme d'Buclide {voir annexe 2) permet de justifier I'élégante

. construction de PYOLEMEE,

Considérons un derrd-cerde de centre O et de diamdtre AB. C désigne le
mdlien du segrent OB,
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L]
D est le milieu de 'arc  AB ; E est Je point du segment AO tel que

(E=CD. ED=cg , OD=c5 =R et QOF =g sont les longueurs
respectives des cdiés du pentagone, hexagone et décagone réguliers,

1l en résulte que

10 ﬂ“zl'z" «5-1

D
=K
s=mV10-245
2 s cq
c
dois sin3%* = 710295 1\

et m%“:%d2@+6)

En effectuant les calculs avec 9 décimales, it vient:
sin 36% = 0,587 785 252 et 008 36° = (1,809 016 534
PTOLEMEE est alors équipé pour calculer des approximations de sin 1°,

4.~ Le calcul de sin 1°

En utilisant alors la formule (2) avec a=36° et b =30 et compieteruz de

sinSO"m%:O,S et de cossu%i;’lzo,aaaazsm
il vient: sin 6 = §,104 528 463 et cos 6 = 0,964 521 895
La formule d'are moitié donne alors:

sin3° = l‘—‘;‘i‘f‘-—-—n 062 335 956

ui permet de caiculer cos 37 = 0,998 629 534
Et en recorunencant, on obtient successivement:
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sin 1° 30 = 0,026 176 948 cos 1° 30 = 5,999 657 325

et enfin sin 45 = (3,013 089 593

Une interpolation linéaire donne
alors:

sint 1°30° —sin 45
- 3 v
soit  sin 12 = 0017 452 (44

sin 1% = sin 45" +

X

0

45 130

PTOLEMEE a pris I'approximation sin 1°=0,017452 pour construire avec
6 décimales les premidres tables naturelles.

5.~ Les tables de sinus et de cosinus

En utilisant ce qui précide, nous pouvons comme Prolémée, construire la
teble naturelle des fonctions sinus et cosinus,

Nous rous limiterons ici, en donnant ces tables sur Tintervalle f¢, 10]

aveclepas h=1°

sin
Q17 452
0,034 899
0052336
0,060 755
0,087 155
0,104 528
{,121868
0,133 170
0156432

5 O NI AN U WP L hd s

i

06173647

{1999 348
0,999 361
0,998 629
(,997 564
0,996 195
£,994 522
0,992 546
0,990 268
0,987 699
0,984 808
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6.- AL KASHI et la trisection d'un angle

Au XVeme sidcle, AL KASHI, l'astronome de Samarcande, détermine des
approximations de sin 1°, en reprenant le résultat de PTOLEMEE sin 3° =
0,052 335 956 mais au Heu d'utiliser une interpolation linéaire, il va
réspudre algébriquement Féquation Je fa trisection d'un angle.

Notons au passage, qu'il effectue désormais les calculs en base dix, alors
que PTOLEMEE ne disposait que de la base soixmle.

Voici la démarche d'AL KASHI:
Sur le cercle y de rayon R, de diamdtre AD et de centre M, il prend trois

e T o )

arsdembme longuewr AB , BC , (D

I' est le cercle de diamdtre AM. Les tordes AB, AC, AD coupent [
respectivementen E, Get H.

~ Pt o
Lesarcs AE , EG et GH sont de méme Jongueur. H en résulte que

AE=EG=CGH et AG = EH

L'application du théoréme de PTOLEMEE, au quadrilatdre AEGH,
conduit 3

ABEGH + EG.AH = AG.EH
o AG? = AE(AE + AH) (5)
B’ désigne alors le point de y, diamétraiement opposé de B.
Ona AG=CC ;
et GAGC=GBGH
dot AGL =BG QR-BG)
Dautre part:

AB? = BG.BH' = 2R.BG
ORI AB=2 AE

il vient BC =2 ~e

11 en résulte I'égalité
4AF® + AHR?2-3R%AE =0
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En désignant enfin par a l'angle A"K'TE, on a:
sinde=3sina-4sin’a
éuation qui permet de calculer sina connaissant sin 3a.
Ainsi, en posant, sina=x et sin3a=M, il vient: 4x° ~3x+m=0.
Ceest I'dquation de la trisection 4un ang}i'a
En particulier, pour m = sin 3° = (052 335 956, elle fourrat x =sin 1°,
Pour effectuer les calculs, AL KASHI éerit cette équation sous la forme

X = -:1; (4x3 +m) et utilise lalgorithme  x, =% {4::?1_1 +m) .

En partant de xp = 0 et en effectuant leg calculs avec neuf décimales, il
vient:

x; = (3017 445 318

Xp= 017 452 3597

x3 = 0,017 452 406 = x4
La convergence est rapide, ainsi au bout de quatre itérations, on a x3 = x4 ;

on peut par ailleurs montrer que la fonction £x) = %- (x® + m) est
contractante ¢t que
Fxpy ~sin 1°] < & {x,—sin1°| avec  k<0001296 .

AL KASH] a pris sin 1° = 0§17 452 406 , pour construire des tables avec?
décimales. Nous nous hmiterons i1, en dommant ces tables sur
l'intervalle [0; 10) avec le pas h = 1°. {cf. page suivante).
La comparaison de ces tables avec celies de PTOLEMEE est intéressante.
Notons cependant, qu'AL KASHI a effectué Jes calculs aves 14 décimales
et & l'aide de son algorithme il a établi e résultat remarquable

sin 1° = 0,017 452 406 437 283 571
Dun point de vue historigque et pédagogique, 1l est fort instructif, pour
nos élaves, qu'ils alent construit une fols au moins dans la vie, de telles
tables; car en effet, la plupart d'entre eux, pensent que telles les Tables
dela Loi, elles sont tombées du ciel...
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Une calculatrice moderne affiche pour sin 19, avee 9 décimales, la
valeur calculée par AL KASHI !

sin 0S8
Ty
1 Q017 452 406 0,960 B47 695
2 0,034 809 496 {0,959 300 827
3 8,052 335 954 (3,998 629 534
4 0060 756473 {0,997 564 050
] 0,087 155 742 0,996 194 658
& 0,104 528 4583 {,994 521 805
¥ 0,121 869 343 0,992 546 151
8 0138173101 0,950 268 068
4 0,156 434 465 6,987 684 340
10 8173648177 0,984 807 753

Voici pour terminer un algorithme qui permet d'aller plus loin.

T est le cercie de centre O ot de rayon 1; AD, DB et BE sont trois cordes
égales de mesure a. Le point O voit AD sous l'angle %, AB sous langle 2x
et AE sous angle 3x. § ety sont les mesures des cordes AB et AE. CD est
un diamétre de I, Comrne Je triangle CAD est rectangle, on a

AHCD = ACAD

ce qui donng

B=wV4 —ai

le quadrilatere ADBE est
inscriptible et d'aprés le
théoreme de Ptolémée, on a
ABIDE = AE.DB + ADBE

{;}2 =a’+ oy

ilen résulteque ¥=3g - o

¢ qui donne

Ainsi, connaissant o, cette formule permet le calcul de 4. Partons de

o= % en appliguant n fois Yalgerithme {4), on détermine ia longueur B
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{correspondant & Fangle 2x} et comme sin x = %, i ne reste plus qu'a

diviser le résultat par 2, pour avoir sinx, Lorsque x est exprimé en
radians et que n est grand, la corde vue de O sous Fangle o, vaut a. D'ed

le programne

10 INPUT X

20 INPUTN

30 Lw2*X/3THN
40 L=L*{@-L"L)
50 N=N -1

60 IFN>0GOTO46
70 PAINTL2

80 GOTO 10

20 END

Pour calculer sin 1°, i faut prendre x =g 3 &}

Void les résultate obtenus pour différentes valeurs de n:

sin 12
0,017 452 504 €9
0,017 452 417 37
0,017 452 447 65
0,017 452 406 57
0,017 452 406 45
0017 452 406 44
0,017 452 406 44

~Sminbs DN -

ainsi, avec 11 décimales, ona: sin 12 = 0,017 452 406 44

Ce résultat est moins bon que celui d'AL KASHI ! 11 ne reste plus qua
admirer les résultats obtenus par PIOLEMEE et d'AL KASHI ... qui
effectuaient leurs caleuls A Ja main.
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Annexe 1 Théorédme de PIOLEMEE et l'inversion

Rappel
Dans Finversion | de pdle O et de rapport X, on a entre un couple de
points (M, M) et son image (M, N') 'égalité

k| MN

MN = ZON

I désigne alors Uinversion de centre D et de rapport k.
Les points A, B, C et D sont sur le cercle G. '
L'image de G par | est la droite A et si a, b of ¢ sont les irnages par | des

points A, Bet Con a: ab+be=ac i1}
2]

11 en résulie r

AB_ BC _ _AC
DA.DE * BEDC -~ DADC ¢
soit B
AB.DC + BC.DA = ACDB {2) A
Cest le théoréme de Pioiémée, 2 b £

Réciproquement, 'égalité (2) entraine (1), donc Falignement des points
a, b et ¢, par suite les points A, B, C et D sont cocycliGues.

Notons que si les points a, b et ¢ ne sont pas alignés alors ac < ab + be, ce
qui par inyersion conduit & quatre points A, B, C et D non cocycliques et
donc & Pinégalité stricte  AB.DC + BC.DA » AC.DB

Remarque: 11 est intéressant de généraliser ce résultat A l'espace: le
produit des longueurs de deux ar¥es opposées d'un tétratdre est inférieur
a la somme des produits des deux autres couples d'arétes,
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Annexe 2 Théoréme D'EUCLIDE

Voici la construction conjointe du pentagone pg et du décagone pyg -

Supposons le prebléme résolu: les points A, B, €, D, E, F partagent le
demsi-cercle de diamétne AF en 5 arcs égaux. P est le peint d'intersection
des segments OB et AD.

Les angles au centre AOB et BOD valent r%mcﬁvemntam%et b:-%tm
Posons clo=AB=x Al =y et cg=DF
Ona AB= AP et DP=0QD=R
De AP+TPD=AD, on tire y=-x=R
et d'auire part, R - I’O2 = PA.PD
cuencore 2+ xR-Re=0
Ce qui permet fe calcul de x et y:
x=(—1+‘\[§)'§“‘
ot y=(+VHF |
F 0 A

Comme le triangle ADF est
2 2
ectangle,ona: ¢ =4R w}fz

doi c,g=§w’§-1> ot .:5=-213‘\ho~2wf§

11 est alors facile de justifier la construction de PTOLEMEE,

Notons au passage que y est Ia longueur du ebié dua décagone régulier
étoilé.
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