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la classe de math
au jour le jour

i vous avez réusst, avec vos ElRves, un cours, une ségnee de T.1). ou
d’exercices, 5t vos ldves ont particulitrement bien réagi a un probléms, une
situaHon, envayez-nous un compte rendu détaillé de votre activité en préci-
sant la classe, Iz thdme, le contenu précis et, si vous le souhaitez, les
réactions de vos #ldves, les voires, comment vous avez, ensuite, exploité les
résultats. Si chacun envole une idée, on powrra faire towt un Hvre |

Envoyez vos idées at aussi vos questions & :

Christiane MORIN
128, rue Fort Del Mazet
34830 Clapiers

travaux pratiques
pour les dpremzeres scientifiques
euxiéeme partie)

par Daniel Duverney
Lycée Alain-Fournier, Bourges

On trouvera ci-gprés d'autres exemples de problémes expérimen-

tés comme TP en premitre § (pour ia premiére partle, voir Bulletin
n® 364},
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I. Exemple n°® 3 : Problémes de démographie
Al Fexte
FPremiére partie
On connait les résultats des deux derniéres recensements de la popu-
lation frangaise :

1975 : 52,658 millions d'habitants
19082 : 52,843 millions d’'habitants

On désire construire un modéie mathématique qui permiette d'ohte-
nir une estimation, la plus juste possible, de la population frangaise entre
1975 et 1982 {par exemple, en 1877), et en 1983.

Pour cela, on note ug la population en 1975, v, la population en
1978, efc.

aj On suppose que la suite {u,} est une suite arithmétique. Calee-
fer alors la ralson v de cette suite, puis la population dans les années
1976, 1977, etc, Représenter 1'évolution de u, sur un graphique {n
en abscisse, u, en ordonnée].

b} Or suppose maintenant que la suite {u,] est une suite géomeétri-
que. Calculer dans ce cas la raison q de cette suite |garder tous les
chiffres donnés par la caloulatrice], puis les valeurs de uy, ug, ete. sous
cette hypothése. Représenter |'évolution de la suite [uy] sur le méme
graphique que précédemment.

c} Existe-t-il une raison objective de choisir entre la suite arithméti-
que et 1a suite géométrique ? Pourquel 7 Finalement, quelle estimation
donneriez-vous de la population fran¢aise en 1983 7

Deuxitme partie

En fait, on connaft aussi le résultst du recensement de 1568
49,795 millions d'habitants.

a) Calculer Ia population francaise en 1968 & partir du modéle géo-
métrique adopté précédemment. Comment expliquez-vous le résultat
ohienu 7 )

bj La différence entre la population réetle en 1968 et celle que nous
calculons grice A notre modéle semble prouver que le taux d'accroisse-
ment de la population frangaise n'est pas une constante, mais aurait
plutdt tendance & baisser. Pour tenir compte de ce fait, nous suppose-
rons que la suite (u,] n'est pas exactement géométrique, mais obéit &
une relation de récurrence du type :
a

Upy) “mun'

a2 et b &tant deux constantes inconnues pour I'ingtant.

b4
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On note u, la population de 1968, u, celle de 1969, etc. Démon-
trer gue ;

a’ a’
T bl b T e s b 13)
¢} Dérnontrer gue
bib + 1}...{b+ 6} o Deto
{b+7)b+8}...ib+ 13} u

iz Uz

s 0,96691.

d) L'équation ci-dessus est difficile & résoudre. Pour simplifier le
probléme, nous supposerons gue b est grand (b > 1000j. Dans ce g3,
vérifier que b5 b*, b5, b2, et b sont négligeables devant b7 et b8,
en déduire que b vérifie approximativement I‘équation :

b+ 21
b+ 7
¢} Résoudre cette équation {on arrondira le résuliat 4 Ientier le plus
proche). L'hypothése suppiémentaire du d) était-elle justifiée 7
f] Calculer la valeur de a (on arrondira 3 I'entier Je plus proche).

gt Calculer, suivant ce modele, les populations de la France de 1968
a 1983,

= (395691,

B) Commentaires

Ce texte permet d'effectuer une comparaison entre les suites arith-
métiques et géométriques, ef de montrer comment certains modéles sont
mieux adaptés & certaines situations.

Question ¢ de ia premidre partie : Pour ce qui cancerne les problé-
mes d higues, les suites géométriques sont micux adaptées gue
les suites arithmétiques, puisque Faugmentation d’'une population se
traduit par un taux.

Le modele de la deuxiéme partie, congu pour expliquer la baisse
du taux d'accroissement de la populdtion, est irés mauvars du point de
vue des résultats obtenus {le rapport u,,,/u, tend vers 0 ; on abtien-
drait de meilleurs résultats en utilisant des exponentielles). 11 permet
néanmoins aux éléves d'effectuer quelques calouls. La fechnique de réso-
hution approchée d'éguations qui y est utilisée, moyennant des hypo-
théses “réalistes’” sur I'inconnue, est d'ulshsation fréquente en Physi-
que et Chimie.
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Pour vérifier que, iors%ue b est grand, disons plus grand que 1000,
b, b etc. b® sont négligeables devant bl et h?1 il suffit de faire remar-
guer aux €léves que b’ est (ig fordre de 10%, b® de I'ordre de 10°%,

b
b® de L'ordre de 10, d'oﬁg; ~ 107 8¢t b® peut étre négligé, en

premiére approximation devant b® et b7
Ces TP durent deux heures,

I1. Exemple n° 4 : La quadrature de la parabole

A) Texte

La quadrature de la parabole a &é réalisée par Archimade au Iii*
siecle avant J.C. Plus précisément, &tant donnée la parabole d'équation
cartésienne y=x*, et deux points A ct B sur cette parabole, Archiméde
a démontré que I'aire comprise entre la corde [AB] et la parabole jaire
hachurée sur la figure 1} &tait égale aux deux tiers de 1'aire du tdangle
ABC, C désignant le point d'intersection des tangentes 8 la parabole en
A et B respectivement.

Toutefois, nous démontrerons ce résultat d'une manidre différente
de celle utilisée par Archiméde : celui-ci s’est servi de certaines pro-
priétés de ja parabole qui ne sont pas du programme de Premiére,

':J

i

Ay

fgure i
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s}-l
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figure 2

Premigre partie : premier calcul de surfaca

1} Dessiner aver précision, sur papier millimétré, la parabole d'8qua-
tion ym=x®. {Echelle : repere orthonormé Qxy, unité 5 cm}.

2} Soit B un point quelconque de la parabole (pour le graphique,
on prendra pour iabscisse b de B ba1,2). On note A la projection
orthogonaic de B sur I'axe des y, et C la projection orthogonale de B
sur Vaxedes x . On se propose, dans cette partie, de démontrer le résul-
tat suivant : |'aire comprise entre I'axe des y , la parabole et e segment
AB, vaut les 2/3 de Paire du rectangle OCBA.

Pour cela, on subdivise l'intervalle [OC} en n intervelles #gaux

0OC,;, C,C;, ... voir figure 2}, puis on construit les rectangles OC,B; A,
C1C3Bz4,, -

Faites Ja figure avee n=12, puis nw=24 [utiliser des couleurs dif-
férentes). Intuitivernent, si on note §; la somme des surfaces des n
rectangles, gue s¢ passet-i pour §, lorsque n—++ow (1) ?

3} Exprimer, en fonction de b et n |, la surface s, du premier petit
rectangle, la surface s; du deuxidme petit rectangle, ..., ia surface s, du
nwigme petit rectangle. En déduire I'expression de §,, en fonctionde b,
etde n.
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4] Déterminer un polyntme P(x) du troisiéme degré tel que :
¥ xR, Ppxj-Plx-1) = x*.

En déduire I'expression de la somme T, =1242%4 ... 45% en fonction
de n.

5) Caleuler la limite de is guite §, lorsque n—+ o (1), et en déduire
le résultat annoncé & la guestion 2).

Deuxieme partie : Démonstration, du résultat &’Archimede

1) Rcdesamer avec prét:ision sur papier millimétré, ia parsbele
d'équation y=x® jméme échelle].

2)a et b &ant deux nombres réels tels que O0<a<b, on considére
les points A et B sur la parabole d'abscisses respectives ~a et b (pour
le dessin, on prendra a«0,8 et b=1,2]. Déterminer, en fonction de &
et b, I'éguation de la droite {AB}, puis les coordonnées du point d'inter-
section E de cette droite et de Paxe des vy.

3} Déterminer les équations des tangentes (T, et [Tyl d la pambole
en A &t B respectivement, puis calculer gcoordonnées de C, intersec-
tion de {T,) et {Ty).

4} On note {D,} et [Dy) les paralltles 3 Oy passant par A et B res-
pectivement : {Dg) et (e} les paralidles 3 Ox passant par E et C res-
pectivement ; F la projection orthogonale de B sur Oy ; Vet 11 les inter-
sections respectives de {Dy} avec {D,] et {By) ; A" et B° les projections
arthogenales de A et B sur Ox ; H, L et K Jes intersections respectives
de {Dg} aver {I3,), Oy et (D} ; enfin, D désigne la projection orthogo-
nale de A sur Oy. Compléter le dessin en y faisant figurer ces droites
et ces points.

5} Que peut-on déduire de la question 3), concernant la position
%eCfe;rmppﬁrtiHetK et 1a position de lorigine O par rapport 3
et

6) On note ${ABC) la surface du triangle ABC, ${AHKB| la surface
du trapdze AHKB. Démontrer que :

${ABC) = _;.- S{AHKB)
7| Soit & Y aire comprise entre la parabole et la corde AB, aire que
I'on cherche 4 calculer. Démontrer, & I'aide de la premidre partie, que :
@ = -% ${A’ODA}+ -;- 8{OB'BF) + S(ABD} ~ ${EBF] .

I} Cette gquestion est en dehors du programme de Premidre, ¢'esi pourquoi nous
vertions mieux ce TP ¢x Terminale (note du responsable de ls rabrigue}.
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8} Par un découpage convenable du trapéze AHKB, en déduire gue
3@ = 8|AHKB], puis conclure.

B} Commentaires

Remarquons d'abord qu'il existe un autre probléme sur la guadra-
ture de la parabole, dans le poiyco(iné de 'IREM de Strasbourg : '“Tra-
vaux Praticrues en Premidre 5. Ce dernier est plus proche de ladémons-
tration d'Archiméde, et me parait plus difficiie que celui que je propose.

L'expérience a monteé qu'il faut coinptez 4 heures environ pour sa
réalisation : deux beures pour )a premiére parhe et deux heures pour
ia deuxiéme.

La premiére partiz ne pose pas de grandes difficultés et offre une
bonne introduction 2 la méthode des rectangles. Le lecteur intéressé
par cette méthode jou méthode d'exhaustion) en trouvera deux autres
exemples dang ‘‘Histoire des logarithmes de Neper & Buler” {Charles
Naux, Editions Blanchard} : la quadrature de la logarithmigue par
Torricelli et la guadrature de¢ y=tan x pay Grégory.

La deuwxiéme partie est plus difficile pour les &léves, notamment pour
comprendre gue la géomeétrie analytique ne sert que d'interméd:aire
pour obtenir les résultats de la question 6). Les découpages de la fin
sont assez délicats pour eux, mais certains y arrivent.

La démonstration du résaltat &’ Archimdde se trouve dans Deltheil
et Caire, '"Géoméirie, classe de mathémuatiques” ].B. Baillitre et fils
Editeurs, Paris 1939, dont une réédition est en cours.
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