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recherche de solutions approchées
d'une équation f{x]=0

par G, Macia
Lycée Paul Langevin - Martigues

Soit { une fonction numérigue de la variable réelle x satisfaisant
aux conditions suivantes :

« { est dérivable jusqu'd I'ordre deux sur un intervalle [a.b] (a<Bb),
* chacune des fonctions dérivées ' et £ garde un signe constant sur
I'intervalle [a,b],
¢ fla] et fb) sont de signes coniraires.
1} existe alors un seul réel o appartenant & Fintervalle Iz ¥ sola-
tion de Véguation fixi=0 . I s'agit de déterminer un encadrement de o,

Quatre cas se présentent suivant les signesde f' et f* sur l'inter-
valle [a,b]. On peut étudier séparément chacun de ces cas, ou bien se
ramener 2 I'un d’eux par des considérations géométriques {symétrie par
repport & Pun ou jet} Fautre axe de cosrdonnées).

Etude du cas {>0 et {">0 sur Fintervalle {a b]
>0 sur Vintervalle {a.b], f{a) et f{b} sont de signes contraires,
donc £ est strictement croissante sur [, b), f< 0 sur [a,af, >0 sur jo,b) .

>0 sur l'intervalie [a,b], done £ est strictement croissante gur
cet intervalle et pour tout réel x defa,d], Flal< <P (b . L'intervaile
[ee. ] est inclus dans l'intervalle [a,b], donc pour tout réel x de jox, b,
flals ' xj<f'(b) , et d'aprés V'inégalité des accroissements finis :

fiaib-o) € Bbi~flol £ FHlib-a .
Sachant que flor}=0 et §>0 sur[a b], on en déduit l'encadrement :

b-dbl coagp- HBL :
TR = I

Par suite, d'aprés 1] et (2],

_flal i) .
CEH S ey
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Interprétation graphique de I'encadrement {3)

Soit {C} la courbe représentative de la fonction f. La tangente 2
la courbe {C} au point de {C) d'abscisse & a pour équation
p=E{b){x b} +£b} .
Cette tangente coupe I'axe des abscisses au point d'abscisse

b dLEL
gt

La droite passant par le point de la courbe {C} d'abscisse a et paral-
l&le & la tangente précédente a pour équation y=f{b)ix-a)+ fia} . Cette
droite coupe I'axe des abscisses au point d'abscisse a— fg{glfl . Par itération
de la construchion, on peut conjecturer que les suites {i,) et {v,
définies par
wg=b et pour tout naturel 1, Uy, ™ Uy—~ f{ )

voma et pour tout natugel n, Vn+l“vh“{f:{u }'
n

permettent d'obtenir un encadrement de ¢y d'amplitude aussi petite que
I'on veut pourva que n soit suffisamment grand.
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Etude de la suite {u,)

Seit g la fonction définie pay glx]=x -«-f-?iL Pour tout naturel n,
Uy .1 =g{u,) . Pour tout x de [o.b], 2'[x}= i;ﬁi{;é’f) CSur e b], g est
positive, nulie seulement en ¢, g est strictement croissante et ginj=or .

On démontre alors par récurrence que pour tout asturel n,
% Uy, 1Sups & . En effet,
ulmbw%&%, o iy dapres {3).
Tf,{%:ﬂ) donc b—%;%'«z{b, u; 5 ug . Par suite, agu;gugsd.
5i pour un naturel k, aguy,  Suxsh, alors ;

glalsglup 1) B/ <gb), K uRizS U1 KD (car glb)=uy ot uwKh)

Etude de la suite (v,
On démontre par récurrence que pour touf naturel n,
ﬂévnévn+1€ﬁ. .

En effet, vi=a- visu d'aprés (3. Hal <o donc

lal
Fib]’ 6]

{I-nfi;{‘%}d ) VI}VG .
Par suite, agvpEvi€a.
Supposons qu'il existe un naturel k tel que

agVRE vp €O . v,,,zwm_;f;inl}} '
+
Hvis 3|60, Flug,j>0, %Eiiﬂiéof ORC Vi,22Viei-.
w1

Soit b la fonction définie par

hix=x~ 718 hivg, )=va.z et hloj=a.
flug,q)

Pour tout x de[ab], h'{xi= ﬂ‘-‘gﬁ%@.mk“aw, £ est stricte-
k41

ment croissante sur [g,b), uy, 2. donc pour tout x de [aaf
b'{xi20; h est croissante sur fa.0). vi,18Q done hivi.i€hial,
vi,esd . Parsulte agvp, (SvpezSa.
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Etude de Ia différence u,-v,
Pour tout aaturel a, uz~vyz20,

Pour tout naturel #, v, j~Vp,j=ty~Vy+ f";‘}‘“f‘}“ .
Up

En considérant I'intervalie jv,,u,] et d'aprés I'inégalité des accrois-
sements finis, on obtient 'encadrement
Flvplitn - vl fluy) - Hvd S {aplluy —vy) .
On en déduit que
For ol €~ afon=Va) a1 =V € o= RV
M
M) = Ve ) K fUp = Vgl{T ~ f,ji’d J-
f'{ay)
Dactre part, Fiv,lzfiai>0 et o<l < f{b] . donc
five) o, f'a} Fiva) £l
T ; " ' 1 ~ Q 1"" n -
o Z 0B 7 Flag bl
Par suite 0@“n+1“““ﬂ+l$|un"vﬂ§ {1_ ’%{%} J
0« Flal <fb} donc o<1~~§‘1§]{<1. Par un procédé hsbituel, on
monire alors que pour touf naturel a2 aon nul,
- —vohi- 1) ot Bmju, -
D guy— v jug—vyjil Fil | et hmju, v, =g
{la dernidre indgalité est égalernent vérifiée pour 2=0j.

Conclusion : Les suites [u,] et {v,] sont adjacentes et onf pour limite or.

Application numérique

Pour f{x}=x-3inx, I'équation fix}=0 a deux sclutions ey et oy
apparfenant respectiverment & }1,5:2] et 14.5[.

Résultats pour o :

ug=1,8 ; uy=1,783604676 ; up=185344065 ; uy=1857174504 ;
uy=1,85718386 ; ug=uy ;

vyp=2 ; vy=1920558458 ; vy=18658B0642 ; v,=15857281517 ;
vy=1,857183368 | vy=u5. '

we=ug ; fu]=10-10v' = 1,85718387 ; flv1=-59x10-2u'<a;<v" .
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Résultats pour s -

wg=5 | uy=4 570784343 , up;=4536651852 ; ua=4,536403667 ;
uy=4536403654 ; ug=uy ;

vgmd ; vi=4,397207708 ; va=d 530183236 ; vyo4,536394684
Vamily .

u' =4 836403658 , fluj=2x10-M¥v'=v,, f[v|==-2x10-W0v' cay<u’,
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